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原田予想と Isoclinism

Masao Kiyota (Tokyo Medical and Dental University) 

清田正夫（東京医科歯科大学名誉教授）

1 原田予想

Gを有限群， Irr(G)をGの複素既約指標全体の集合， Cl(G)をGの共役類全体の集合

とする。本稿では次の予想（原田予想，原田—千吉良予想）を考察する。

Conjecture 1.1 (Conjecture (H)[2]). 

h(G) = 
ITcECl(G) ICI 
I1xEirr(G) x(l) 

は整数である。

Conjecture 1.2 (Conjecture (HC)). 

h'(G) = 
h(G) 

IG'I 

は整数である。

ただし， G'はGのcommutatorsubgroup, 

である。

G'=〈［x,y]lx,y E G〉

[x,y] =X―ly―lXY 

Example 1.3. (1) G =品のとき。 Irr(G)= {11, b, 2}, Cl(G) = {1, 2, 3}より，

h(G) = 3, h'(G) = 1 

(2) G =的＝＜ x,yl砂＝炉＝ 1,y―1xy = X―1 >竺 Z3~ Z4のとき。 Irr(G)
{11, b, 13, 14, 2ぃ為｝， Cl(G)= {11, 12,21,22,31,3叶より

h(G) = 9, h'(G) = 3 
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2 lsoclinism 

ここでは Gは必ずしも有限とは限らない群とする。 Z(G)はGのcenter,G'はGの

commutator subgroupである。

Jc: G/Z(G) x G/Z(G)→G' 

(xZ(G), yZ(G)）→ [x,y] 

をcommutatormapとする。 zE Z(G) ====} [xz, y] = [x, y] = [x, yz]が成り立つことに注

意する。

Definition 2.1 ([1]). Gが群 H に isoclinic(G ~ H)←⇒ 
(1)ヨa:G/Z(G)→H / Z (H) : isomorphism 
(2)ヨ/3:G'→H': isomorphism 
(3) a and/3are compatible with the commutator map, 

/3ofc=fHo(axa) 

群の isoclinismについて，いくつかの例と知られている事実を述べる。

Example 2.2. A : abelian group ====} 1 ~ A, G ~ G x A 

Example 2.3. S3 ~ Z3 ><1 Z4 

Example 2.4. Ds ~ Qs and D2n ~ Q2n ~ SD2n (n ~ 4) 

Fact 2.5. For H ：：：：： G, G ~ H {==} G = HZ (G) 

Fact 2.6. For N鳴 G~ G / N {==} N n G'= 1 

Fact 2.7. For any G, ヨHs.t. G ~ H and Z(H)：：：：： H' 
このような H は stemと呼ばれる。 Gが有限群ならば IHI：：：：： |GIである。

以下， Gは有限群とする。

di(G) = l{x E Irr(G) I x(l) = i}I 

をdegreeがiの既約指標の個数とする。

Fact 2.8. 

G~H⇒ = 
山(G) d;(H) 

IGI IHI 

共役類についても同様のことが成り立つ。
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3 主定理

Conjecture (H)における数 h(G)とisoclinismについて次が成り立つ。

Lemma 3.1. 

G~H⇒ h(G)IHI = h(H)IGI 

これより次の定理を得る。

Theorem 3.2. If G ~ H and (H) holds for H, then (H) holds for G. 

Proof. Suppose that G ~Hand (H) holds for H. Since h(H) E Z, it follows from Lemma 

that h(G)IHI E Z. Then, h(G) is an algebraic integer. On the other side, h(G) is a rational 

number by definition. So, h(G) E Z. 

□ 
Corollary 3.3. If (HJ holds for any stem groups, then (HJ holds for any finite groups. 

Corollary 3.4. Let G be a minimal counter example for (HJ, then the followings hold. 

(1J U < G, then UZ(G) < G. 
In particular, if Mis a maximal subgroup of G, then Z(G)さM.

(2J 1 =J N<]G, then N n G'=J 1. 
In particular, soc(G)::::;G'. 

次に， Conjecture(HC)について考察する。 b(G)= IZ(G) : Z(G) n G]とおき， branch
factor of Gと呼ぶ。

Fact 3.5. (1J G rv H, H is stem⇒ |GI= IHlb(G) 
(2J His stem⇔ b(H) = 1 

次は branchfactor b(G)を考慮に入れた Conjectureである。

Conjecture 3.6 (Conjecture (HC)*). 

が(G)= 
h(G) 

IG'lb(G) 

is an integer ?? 

明らかに (HC)*====} (HC)が成り立つが，二つの予想は同値であることがわかる。

Lemma 3.7. 

G~H⇒ h*(G)IHI = h*(H)IGI 

Theorem 3.8. If G ~ H and (HG)* holds for H, then (HG)* holds for G. 

Corollary 3.9. If (HGJ holds for any stem groups, then (HGJ* holds for any finite groups. 

よって (HC)＊←⇒(HC)となる。
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4 関連する話題と問題

共役類の大きさの積 ITcECl(G)ICIについては，次が成り立つ。

Proposition 4.1. (1) IG/Z(G)I divides ITcECJ(G) ICI 

(2) IG'I divides ITcECl(G) ICI 

isoclinismを用いることにより次が得られる。

Proposition 4.2. (1) IG/Z(G)lb(G) divides ITcECl(G) ICI 

(2) IG'lb(G) divides ITcECl(G) ICI 

これらの Propositionでの等号条件については次がわかる。

Proposition 4.3. (1) IG/Z(G)lb(G) = ITcECl(G) ICI-¢=⇒G is abelian or G ~ S3 
(2) IG'lb(G) = ITcECl(G) ICI -¢=⇒G is abelian 

Conjecture (H)について 2種類の変形： blockversion (HB), modular version (HM)が

ある ([3],[4]）。最後にこれらの予想と，関連する問題を述べる。 pを素数とし， BをGの

p-blockとする。 IBr(G)をGの既約 Brauer指標の全体， Clp,(G)をp-regular共役類の集

合とする。 p-blockについても同様の記号を用いる。

Conjecture 4.4 (Conjecture (HB)). 

h(B) = 
ITcECl(B) ICI 

I1xEirr(B) x(l) 

is a p-local integer ?? 

Problem 4.5. Find the equivalence relation~ between blocks, for which A~ B and (HE) 

holds for B imply that (HE) holds for A. 

Conjecture 4.6 (Conjecture (HM)). 

hm(G) = 
ITcEClp,(G) ICI 

rr咋 IBr(G)cp(l) 
is a p-local integer ?? 

Problem 4.7. Find the equivalence relation ~P between groups, for which G ~PH and 

(HM) holds for H imply that (HM) holds for G. 
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