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1．はしがきにかえて  

一見違うように見えても私は上田先生，佐藤先生，森先生と年齢的にnearlyequalなのだとい  

うことを申し上げて昔の話しをすることをお許しいただきたい．   

私とカオスとの接触は神経方程式を通じてである．実は接触することなくすれ違ったという  

べきかも知れない．上田先生の生の悪戦苦闘する様子（研究の意味でも，また周囲の目に対し  

ても）を目の当りにしていても私にはその真価を感知する感性がなかったことは残念である．   

その意味で私の話はカオスを目標としたものではなく，私の周辺で起こった神経方程式に関  

連する研究の私史ということになる．   

2．はじめにHodgkin－Huxley方程式ありき   

ここに述べることは，ほんの1部の実験の他はすべてHodgkin－Ⅱudey方程式（以下H－H方  

程式と・呼ぶ）から出発したものである．   

私がH－H方程式の分身に接したのはBvPモデルとよばれる2階の常微分方程式であった［叶  

それは1962年のことで，H－H方程式がJ．Pb．ysiol．誌に発表された1952年から10年もたって  

いた．  

II－H方程式はA．IIodgkinとA．1IllXleyによってヤリイカの神経軸索の電気的特性を記述す  

る実験式として導出された4階の常微分方程式でありt2】（軸索に沿っての変化を記述したもの  

はH－Ⅱ伝導神経方程式と呼ばれる），当時の電子技術のレベル（真空管アンプ）と活性膜に関  

する知見のレベル（Na，Kイオンチンネルの存否）から見ると驚くべきものである．   

当時の計算機のレベルでは4階の非線形微分方程式を扱うことは必ずしも容易ではなかった  

という事情もあり，この方程式の定性的な特性を保った低階の方程式を導く努力がなされた．そ  

の一つはⅣIHのFit戎hgbによって導かれた先に述べたBvPモデル（1961）であり［1］，臥Ⅱ  

方程式の4次元の状態空間の中でアトラクターを近似する2次元平面を見つけることに相当し，  

アナログ計算機によるこの計算は大変な作業であったと思われる．もう一つの努力は訃H方程  

式を電子回路によって実現しようとするものでJ．NagllmOet．dによって当時話題になってい  

た江崎ダイオード（トンネルダイオード）を用いて行われた（1962）［礼その結果はダイオー  

ドの非線形特性を3次多項式で近似するとBvPモデルと同じものになる．最近はBvPモデル  

をFitzH11gb－Nag11mOモデルと呼ぶ人が多い．   

この後の研究は2つの方向に分れた．一つは神経細胞の応答特性を調べるための常微分方程  

式の研究であり，もう一つは伝播特性を調べるための偏微分方程式の研究である．  
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3．カントール応答からカオスヘ  

さて，神経細胞は外部入力（これは光，昔，圧力など生体にとっての外部からの刺激であるこ  

ともあり，他の神経細胞の出力であることもある）に対して何らかの処置をほどこして，後続  

の神経細胞に情報を伝達する素子であると考えることが出来る．この立場からの定性的記述で  

ある形式ニューロン（あるいは閥素子）は神経細胞モデルの最も簡単化されたものでありH－H  

方程式を遡ること10年の1943年にすでにW，McCulloch＆W．Pittsによって提案されていた  

【4］．このモデルは神経細胞の空間和とよばれる入力刺激に対する荷重和とその和の大きさに応  

じて0／1を出力する閥効果と呼ばれる非線形特性だけを取り入れたものであり，当時その論  

理的完全性などの研究がなされたが，単体としては単純すぎるダイナミクスであり，この神経  

モデルが再び世の中を騒がせるようになるのは1970年代はじめの連想記憶モデルとして，さら  

に1980年以後のニューロブームの主役として神嘩回路網として扱われるようになってからであ  

ることは皆様の周知の通りである．   

この最も単純化されたモデルに対して，素粒子論から転向したE．Caianielloは形式ニューロ  

ンに不応特性を付け加えた神経方程式を導入し，マクロな心理現象をも説明することを考えた  

（1961）・現在，これはCaianielloの方程式と呼ばれている［5］．この方程式を記憶方程式とよば  

れるもう一つの方程式と対にして，われわれの学習，想起，連想などの高次の機能をすべて説  

明しようとした壮大なシステム論であり，その後の構成的方法と呼ばれる脳機能解明へのアプ  

ローチの始原となったと思われる．   

さて，若をカオスの方向へ戻そう．Caianielloの方程式は単体でも興味あるダイナミクスを示  

すことが1972年にNagⅥ皿0且こSatoによって示された【6］．彼らはC扇a血elloの神経方程式に周  

期入力が加えられたときの出力を平均出力頻度で表現すると，入力の強さ（たとえば振幅）と  

出力の関係がカントール関数になることを示したのである．   

ちょうどその頃非線形力学の世の中ではLi－Yorkeの“Periodthreeimplieschaos”［7］が出て  

カオスが注目されはじめたところであり，上のNagⅥmO＆Satoの研究は山口先生の注目する  

ところとなりHataは上のカントール関数が値を変える測度0の集合（カントール集合）の中に  

カオスが生じるパラメータ（入力値）があることを示した．   

また，BvPモデルに関するカントール関数特性は％sl血awa，Osada＆＝Nag－1mOによって  

1982年に示された［町 これはBvPモデルの1つのパラメータを無限小に近づけたsing血r  

perturbationの極限として非線形1次微分方程式に帰着させるもので，このsingularpert血bation  

の数学的根拠は得られていない．   

この頃になるとカオスの出現の仕組みとしてのborse一血oeがよく理解されるようになり，馬  

被は1987年にBvPおよび正一H方程式に対しても周期的パルス入力が与えられる場合に関して  

いわゆる“位相応答特性”の概念が拡張できることを示して，これらの“神経細胞＋周期的トリ  

ガー”系がカオスを発生することを示したⅠ9］．   

これより少し前から私は上田先生に神経細胞モデルでカオスが出るに違いないから先生のと  

ころのプログラムでそれを求めてみてはいただけませんかと言っていたのだが，BvPモデルの  

緩張発振的特性の取り扱いに対する私の理解不足のため，あまり実際的でないパラメータに対  

してストレンジアトラクターらしきものを示す1例が得られただけで，カオスとして発表する  

に至らなかったのは，残念であった．   

これらの神経方程式に関して示されたカントール特性やカオス特性は1987年には松本ら（幸  

い私もこの著者の中に含まれている）によりヤリイカの巨大神経軸索について実験的にも起こ  

りうることが示された【10】．  
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また，合原は，ⅣagⅦ皿0＆Satoの扱ったCaia山elloの神経方程式において開催関数特性をシグ  

モイド関数とすることによってカオスの出現を容易に制御できるモデルを提案し（1990）【11】，  

これが合庶モデルと呼ばれていることを付記すべきであろう．   

4．パルス伝播・進行波・ホモクリニック分岐  

H－Hの神経方程式の研究のもう一つの方向は神経軸索における伝播特性に関するものである．  

これは一言で述べれば神経軸索の一端に入力されたパルスが軸索に沿ってどのように伝播する  

かに関するもので，ある程度の“大きさ”以下の入力ではパルスは伝播せず消滅し（間作用），  

それ以上だと一定の速度で伝播するパルス状の一定波形に漸近する（波形整形作用，この波形  

を漸近波形とよぷことにする）をどのようにして証明するかである．   

この間題はFit乞HⅦgIトNag－1mO方程式に関する混同問題（初期値一境界値問題）に対する数値  

計算でまず示された［外そもそもFit戎hgh－Nagu皿0方程式は神経軸索を電子回路的にシミュ  

レートした能動線路であった．   

上の問題の数学的基礎である解の存在定理はM．Yamag11Chiによって与えられた（1963）［12】．  

Yoshizawa＆Kitadaは閥作用のうち信号が消滅するためのかなり一般的な十分条件を与えた  

が（1969）【13】，信号が消滅せずに伝播するための十分条件は与えることが出来なかった．これ  

はFitzH11gb－NagⅦmO方程式ではいわゆる比較定理のたぐいの定理が成立しないため混合問題  

の形では難しく漸近波形の存在とその安定性問題として扱うことによって理論的な考察が可能  

になった．（ただし，平衡状態の近傍では比較定理に類した議論が可能であり少し書き出してい  

たら，J・鮎tゆ＆J・Smollerに先を越されてしまった【14い   

そのた釧こは，FitzH11gh－Nag11mO方程式の変数系（才，t）に対して一定速度（β）で動く動座標  
系（z，£）＝（正一玖t）を導入する．もし，βを漸近波形の伝播速度に選ぶことが出来れば（ヱ，り系  

でをま定常状態となることから，漸近波形は適当な境界灸件を満たすzに関する常微分方程式の解  

として求められる．神経パルスの場合にはこの解は平衡状態から平衡状態へ戻るホモクリニッ  

ク軌道となる．   

まず，数値計算的にこのホモクリニック軌道を求めることが，FitzⅡugb．－Na卯mO方程式【3］  

H－Ⅱ方程式【15］について行われた．その結果二つの鋸こ対してホモクリニック軌道の存在するこ  

とが予測された．大きなβのホモクリニック軌道は安定な漸近波形に対応して，小さなβの方は  

不安定な漸近波形に対応して，これが闘波形となっている．これらのホモクリニック軌道の存  

在の理論的証明はS．Hasting（1976）によって最初になされた［16］・また，小さなβの漸近波形の  

不安定性（元の偏微分方程式において）はJ．Evans（1972）による4編の膨大な論文によって理  

論的に示されたが【17］～【1軋大きなβの方の安定性の方は未だに証明されていないようである・   

さらに，この漸近波形を表わす常微分方程式にはその伝播速度βをパラメータとする周期解の  

族が存在する（これは孤立パルスではない）．K．Maginu（1987）はこの周期解の周期（神経繊  

維を伝播してゆくパルスの間隔）とβとの関係をあらわす関数丁（β）の勾配纂が負のときにはそ  

の周期解が不安定であることを極めて平易に証明した【19】．   

且Yanagitaはこの周期解に関する馬彼の研究にトリガされて孤立パルスが分岐して行く過  

程についての研究に手著し，この種の方程式のホモクリニック分岐に関する研究の火つけ役と  

なった［20］．この研究はその後B．Sandstede（1993），A・Homburg（1994）によって数学的にさ  

らに進められて3階の方程式に関して，ホモクリニック分岐の生ずる条件が詳しく調べられ  

inclinationflipあるいはorbit－Aipを通じてカオスに至るプロセスが解析された【21］，【22］・   

以上長々と伝播の問題を述べて来たのはつぎの理由による．最近，寺田は備に関するH－H方  
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程式（これはⅡ－Hの神経方程式でいくつかのパラメータの値を変更したものとなっている）に  

関する余次元2の分岐を数値計算的に調べ，hclination且ipと思われる分岐を通じてカオスが  

生じることを示した［23］，これまでに意図的に作られた方程式については自律系でもカオスの  

発生することが沢山示されているが，実物の系の実際的なパラメータ範囲で生ずるものとして  

は少ない例と思われ，Ⅱ一Ⅱ方程式については初めてである．（ただし，カオスの生ずるパラメー  

タ範囲は著しく狭く，また生体においてはパラメータは常に変化し，さらに雑音もあるのでこ  

れが生体においてどの程度意味のあるものかは明らかではない．）  

5．おわりに  

この様に見てくると，H－H方程式の研究において数億計算のはたした役割は随分大きいよう  

に見える．ただ私が直接かかわった所は暗雲に計算をしていた感が強く，もっと全体の見通し  

をつけるための数値計算の使い方，あるいは数学者がいかにも手を出したくなるような提言と  

して結果を出しているとは限らず，むしろ理論が出来たときに自分のやっていた計算がその一  

側面をたまたま利用していたことが分ったりして口惜しく思うことがしばしばあった．   
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