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ON AN AVERAGE OF CRITICAL VALUES OF 
RANKIN-SELBERG£-FUNCTIONS 

森山知則 （大阪大学）

Tomonori Moriyama (Osaka University) 

初めに（役割分担）

本稿では，筆者（＝森山）の指導の下に書かれた太田旭光氏の修士論文 [0](2015)
およびそれを発展させた八木政樹氏の修士論文 [Y](2018)の結果(Rankin-Selberg

L函数の特殊値に関するもの）について述べる。なお，これらの結果の証明の計算に

はかなり面倒な式変形が含まれていたが，源嶋孝太氏によってこれらの計算の一部

はいくつかの点で簡易化された。また D.Lanphierによる先行研究との違いについ

ての表現論的な考察も述べる。詳しい計算は共著論文 [OYGM]を参照のこと。

§1結果．

重さ Kのr:= SL(2,Z)に関する正則カスプ形式の空間を sk= sk(SL(2, z))で
表す。重さ Kのカスプ形式f(z)E Sk(SL(2, Z))および重さ lのカスプ形式g(z)E 

Sz(SL(2, Z))についてそのフーリエ展開を
00 00 

J(z) = L町(n)q叫 g(z)= L a9(n)q叫 q:= e21r✓ 手
n=l n=l 

で表す。このとき組(f,g)に対する Rankin-SelbergL級数D(s,fx g)を
00 

D(s, f x g) := ((2s -k -l + 2) L町(n)a9(n)n―s
n=l 

で定義する。この級数の解析的性質として次が知られている：

命題1(i) Re(s) > (k + l)/2で絶対収束してそこで正則函数を定める。

(ii) D*(s, f x g) := fc(s)応 (s-l+l)D(s,fxg)

と置くと，これは全s平面上有理型に解析接続され函数等式

D*(k + l -l -s, f x g) = D*(s, f x g) 

を満たす。

(i)は， f,gのフーリエ級数の評価からわかる。 (ii)は積分表示理論（いわゆる

Rankin-Selberg積分）から証明される。上の函数等式に両辺に表れるガンマ函数た

ちの極でないような整数を， L級数D(s,fx g)のcriticalpointsと呼ぼう。
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注意：このL級数は， f,gがHecke同時固有函数であるとき，オイラー積表示を持

ち， Rankin-SelbergL函数と呼ばれる。 criticalpointsは，このようなオイラー積に

対して定義されるのが通例だと思うが，ここでは，必ずしもオイラー積表示を持たな

い場合にもこれらの用語 (Rankin-SelbergL函数， criticalpoints)を流用することに

する。

定理ASk(SL(2, Z))のPetersson内積に関する直交基底凡を任意に取って固定す

る。このとき次の等式が成立する：

L 
叫J)D(攣 fRg)

fEBk 
111112 

22k-3{(k -l)(k + l -2) -48} 
=a1(g) X X 7r 

k+l 

3(k -l)(k + l -2)(k -2)! 

これは，次のD.Lanphierによる先行研究の結果を補完することに注意しよう。

定理B(D. Lanphier, 2008) m E [号+1, k -1] n Zに対して，次が成立する：

こ釘(f)D(m,fRg) 22k-3く(2m-k -l + 2) k-l 

111112 
＝釦(g)X 

(k -2)! 
7r 

fEBk 

いくつか注意を述べる。まず，定理Bにおいて， k-l=2の場合には

k + l 
[ +1,k-l]nZ=0 
2 

であるので何も主張していないことに注意する。定理Aで，函数等式の中心 S= k+; 一1
に最も近いcriticalpointsのうち右半分にあるものに関する結果を与えている。他

方，先行研究である定理Bでは，残りの criticalpointsに関する結果を与えている。
k + l 

定理Bにおいて，形式的にm=―一＿と置くと， ((2)=召/6より
2 
22k-1 

叫g)X X 7r 
k+l 

3(k -2)! 

となって定理Aの右辺とは一致しない。この（見かけ上の）不整合は， Rankin-Selberg

積分に表れる Eisenstein級数の性質によって説明される (§3)。

§2証明の概略

定理A (および定理B(Lanphier))の証明は， Rankin-selbergL函数の特殊植の

有理性に関する G.Shimuraの有名な論文 [S1]による方法に従ってなされる。 [S1]

では，例えば， (J,g) E sk X Sz (k > l)を正規化された Hecke同時固有形式とし，
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Q(f) := Q(an(f) I n ::;::: り， Q(g):= Q(an(g) I n ::;::: りはf及びgのHecke体とす
るとき

D(m,fRg) 

叶+1111112
E Q(f). Q(g) 

が成立することが示されている。このような定性的な結果（有理性）を，定理Aや

定理Bのように定量的にするためにやや面倒な計算を実行する必要がある。

さてRankin-SelbergL函数は，次の積分表示を持つ。

m: 〈f,Ek-l,s・g〉=,y(s + k -l)D(s + k -l, fRg) 
ここに表れる記号を順に説明しよう。まず， ,y(s)はガンマ函数を含む簡単な有理

型函数である。また， 'Pi:H→ C(i=l,2)を
az +b 

(cz + d)―旱（）＝叫z),
cz+d (: !) E f 

を満たす二つの C竺級函数とするとき，それらのPetterson内積を

炉，や2〉:= J cp1(z)四(z)ykdxdy 
r¥H Y2 

で（右辺の積分が絶対収束するときに）定める（第一成分に関して半線形，第二成分

に関して線形とする）。また， (h,s)E2ZxCに対して，実解析的Eisenstein級数を

恥 (z)三島(z,s) 

: =2く(2s+h)L Im(詈）s (a b 
(cz+d)h' 

祁ゴ""¥r
'Y = C d) 

で（絶対収束するときに）定める。これは， Re(s)> 1 -h/2で絶対収束し，全sー平面
に有理型に解析接続される。

特殊値D(m,fRg)を調べるために， h= k -l, s = m + 1 -kの場合の実解析的

Eisenstein級数に関する次の命題を用いる。

命題2.任意のmE
k + l 
2' 
k-1] n Zに対して gj三 grlE S1+2j (0 ::; jさh/2)た

ちが一意的に存在して

h/2 

(q) : 局(z,m+ 1-k)g(z) = L(信凸）(z) 
J=O 

R(h/2-j) 

と書ける。ここで， 8~犀は()可:〗) E U(g) (g = s((2, C))が定める

重さを (h-2j)上げる微分作用素 (Maass-Shimura微分作用素）である。
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この命題2は左辺がEhで消されることから従う。ここでE= 2 
8 1 -✓ 可
y 8ゑは(-A-1)E 

gが定める重さを 2下げる微分作用素である。

さて，上の命題の式(q)を積分表示式mに代入して，
h/2 

"'f(m)D(m, fRg) =〈1,Lば戸炉〉
J=O 

h/2 

=L〈Eh/2-jj, gr]〉
J=O 

＝〈f喜〉
が成立する。 gxり↓ E品を Eh,k+l-m・gの正則射影(holomorphicprojection)と呼ぶ。
これより，

（＊）： 
叫J)D(m,fRg)

111112 
=1(m)―1a1(g↓貫）

を得る。これをfE Bkについて足し上げれば，

（＊）： 区釘(J)D(m,fRg) 
111112 

= 1(m)国 (gt貫）
fEBk 

を得るので，あとはgt貫の一番目のFourier係数を決定すればよいことになる。この計
算には，実解析的Eisenstein級数のフーリエ展開が必要となる。実解析的Eisenstein

級数のフーリエ展開の最も簡単な場合は，次のよく知られた式である：

召 7r 00 

恥(z,O)= ----
3 y 

8召と叫n)qn
n=l 

このような式を用いて叫gt胃）＝叫g)X Cを満たす定数Cを決定することで定理

A (および定理B(Lan phi er))を得る。この計算が，証明の主要な部分であるが実行

はそれなりに大変である。例えば定理Aの証明には，次のような等式

t (-1) n { nl + (n -4) (n + 3)} (l + n -2) ! 『） =0 
n=O 

(l + 2n -2)!(l + 2n)j-n n 

を証明して用いた（この等式の証明ははじめ帰納法によるかなり長いものだったが，

源嶋氏によって単純な証明に懺き換えられた）。

§3定理Aと定理Bの比較(Eisenstein級数の生成するs((2,C)ー加群）

我々の定理Aの証明の方針と Lanphierによる定理Bの証明と大筋において同じ

である。しかし実際の計算は，これら 2つの場合に分けて行う必要があり（それゆえ，

Lanphierの論文では除外されていた），また定理Bでの結果で形式的にm=号lとし
たものとは異なっている。この節では，この違いを実解析的なEisenstein級数の生成
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する g加群の構造から説明（もしくは解釈）してみよう。 (k,l) E Z2でk>l(::::,:12)

に対して， h= k-lとする。整数mEZに対して， Hm= U(g)Eh,m+l-kを実解析的

なEisenstein級数Eh,m+l-k(の S£(2,R)への持ちJ:::げ）が生成する gー加群とする。
このとき次の命題が成立する。

命題3(A): m =号lとする。 nm= U(g)E2,。であり次の分裂しない完全列が存在
する：

0→ C→ 印 +l)/2→Dt→ 0. 
ここで， Dt は最低ウェイト 2 の最低ウエイト g—加群である。

(B): m E [~, k-1] n Zとする。このとき，

'ifm = U(g)Eh',O~Dt, 

が成立する (h'=2m + 2 -k -l (;=:: 4))。

命題3(B)は考えている実解析的Eisenstein級数が絶対収束域にあるのでEisen-

stein級数を定める写像がS£(2,R)の主系列表現から保型形式の空間へのintertwiner

であることから容易に従う。命題3(B)はE2,o,E4,-I, E6,-2, ・・．のフーリエ展開か
ら従う（つまり計算が必要）。

命題3から次が比較的容易に示せる：

系4(A): m =号とする。このとき， 7rmRDt竺 EBt2>0Df+2tが成立する。
(B): m E [~,k-1] nz とする。このとき，冗慮 Dt 竺〶t2>0Dt,+1+2t が成立する。

正則射影gt胃EDtは，系4の直和分解が導く射影子
叩 ,RD(→Dt 

による Eh,m+l-kRgE 7rmRD(の像である。 (A)の場合の射影子は， 7rmの可約性
（ほとんど同じことだが，重さ 2のEisenstein級数E2,。の非正則性）によって， (B)の

場合の射影子の形式的な置き換えでは得られない。これが§1の末尾で述べた定理A

と定理Bの間の「不整合」の一つの解釈である。
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