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身一部 秩序化のスト リング理論

不安定点近傍からの秩序化過程に対する一般的特待

を議論L,ゆらぎがミクロからマクロに急激に成長す

る際のスケーリング則を解説する.さらにその一般化

と応用にふれ 特にスピングラスの秩序化を議論する.

1.はじめに

自然を見渡すと,到るところに造形美というか,見

事な秩序が多数兄い出される.このような秩序はどの

ように形成されるのであろうか.また,その秩序化過

程には,一般的な法則が存在するのであろうか.この

小論では,これに答えるため,出来る限り簡単化した

系で,現象を単純化して議論する.ここで述べるスケ

ーリング理論を現実的な系に拡張するには,いろいろ

な改良･工夫が必要であるが,これは秩序化の本質的

な一側面を明らかにするものと思われる.

2.不安定性とゆらぎ

新しい秩序ができるときは,何か不安定性が存在し

て,それに伴うゆらぎが発生し,そのゆらぎが巨視的

大きさにまで成長して,バターソや秩序が形成 され
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クズ

る〔11.また,初期状態がすでにある小さな秩序を持っ

ている場合には,その初期状態が不安定点近傍 (図1

参照)にあると,時間と共にゆらぎが異常に増大し,

やがて平衡 (または定常)状態のゆらぎへと落ち着く

(異常揺動定理)[2]･〔4]･[5】. (図2参照).

平衡状態における相転移では,不安定性とゆらぎの

関係は,スケ-リソグ則によって特徴づけられ くり

こみ群によってミクpに導かれている.
I

3.スケーリング則と自己相似性

Mandelbrotによっても強調されているように,衣

雑な自然現象の中には,自己相似性が,少なくとも近

似的には満たされているものが多い.そういう系では

2'変数の物理量jltx,y)を一般的に考え,xとyを適
当にスケール変換x/-lps,y/-1qyを行なったとき,

JTtx′,y′)～Jltx,y)という不変性が成立するものと考え

られる.すなわち,

jltlPx,lqy)-lF(x,y) (3.1)

という関数方程式が成り立つ.この一般解は,よく知

られているように,



国 1 不安定点 (a)から安定点 O))-の紀

和〔1コ.〔4].〔5J-

f(x,y)-yl/qf(x/yp/q)

図 2 異常揺動〔1].[4コ.〔5コ.∫(I)は

秩序パラメータ,qz(I)はその揺F

(3.2)

という同次関数となる.これを一般化すると,

f(la(x),).b(y))-1PI(a(x),b(y)) (3･3)

となり,この解は,

f(a(x),b(y))-bP(y)I(a(x)/b(y)) (3I4)

と表わされる.ここに,a(x),b(y)は,一般に,x と

γの非線形関数となる.

このように,スケール変換によって不変な自然現象

は,一般に,スケール別を充たす.その典型的な例が

珪界現象である.鑑界点では,相関距雅 Eが E-∞

のため,特散的な長さが存在せず,配位すなわち,ク

ラスターの様子が自己相似になり,スケーリソグ別が

成立する (3回参照).

一般に,構造形成のメカニズムがどの時点でも同じ

であれば,スケーリソグ則が導かれる.そこで,その

メカニズムによ'って,次のように分解することもでき

るであろう.

i)Criticalpointscaling･･･correlationlength

E一∞

ii)Initial instability scaling･･･exponential

growingdu卓totheinstability

iii)TopologicaldiFusion-typescaling-･scaling

ofeirectiveequationsofmotion

4.過渡現象に対する一般的なスケーリング則

時間Jとある.ミラメタEの 2変数の物理量 Q(E,t)

に対して,スケール変換

6-S′=).6, (-t′-S((,).)≡W~1(W(I)/i) (4.1)

を行なったとき,次の自己相似性が成立するとする:

Q(e/,I/)-1pQ(i,I). (4.2)

-+,一一一一_一十一 -T++_++三幸+-一十 ~- .十二-----

図 3 塩界点におけるフラクタルrJ.･クラスター〔3コ

この解は次のように与えられる:

Q(=,t)-epjtea'(I)). (4.3)

但し,a'(()は,tの巾関数,指数関数等の非線形関数

である.最近,いろいろな系で,このような非平衡系

の一般化されたスケーT)ソグ則が具体的に兄い出され

ている[4]-〔9]

5.非線形確率過程と巨視的秩序形成

銀わにスケーリング則を導くには,具体的に研究す

る必要がある.まず,秩序バラメタxに関する閉じた

方程式がラソジュバソ方程式として次のように与えら

れている場合を考える:

告 -α(x)･p(x)7(t)･ (5･1)

但し,7(()紘,x以外の他の自由度からくる,ゆらぎ

の効果を表わす.簡単のため,それはガウシャンでホ

ワイトとする.すなわち,

く7(()7(t′))-2eS(t一g/). (5.2)

今,α(x)を不安定点近傍 x-0で展開し,a(x)-rx+

(higher)(r>0)とすると,スケーT)ソグ変数 T(t)=

EW(()は T=EeXp(2rt)で与えられ,ゆらぎくx2(t)〉は

くx2(t)〉-くx2)..I(〟)(丁) (5.3)

というスケーリング形に表わされることが,スケーリ

ソグ極限

8-0,I-∞ forT氏Xed (5.4)

で示される.具体的には,図 1のポテンシャルに対応

して,

α(x)- rx-gx3, β(x)-1 (5.5)

とすると,

碍 子 (:･くx2(0,〉) e2r`
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(5.6)
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回4 モー6平面【1コ.r4コ.【5】.a)6≦Il/2;不

安定領煉,b)tl/2<B;示量性帯域 '

61-

図 5 秩序′ミラメタ x(I)の二乗平均 図 6 不安定讃域 8≦El/王における捷助増轄定

くx2(E))≡Q(I)の時間発展【1】,〔4).[5】. 理亡1コ･⊂4L[5】と示量性領域における共有溝助定

a)初期の線形領軌 b)非線形スケ-1) 理【1】.【2】.⊂▲L【5】

ング領軌 C)終領域

となり,で=lで,ゆらぎがマクT3になるので,これ

に対応する時間Jをオソセットタイムと呼ぶ.これは,

10-去log(チ(<xo･(0,〉+チ))-I (5･7,

で与えられる.転移温度 T.より上の初期温度 T.Jか

ら,T/に急冷する場合には,r∝TC-T/となるので,

･O- # (5･8,

のようになる.

このような処法は,次節で説明するように大変一

般的であり, レーザー,超放射,乱流, プラズマの

clumps等にも応用されている.

6.-様な系における秩序化のスケーリング

理論 (一般的処法)

2節で簡単に説明したように,図 1のような不安定

点からの緩和では,途中でゆらぎが非常に大きくなる.

ノイズの強さCに比較して,初期値の不安定点からの

ずれ∂があまり小さくない示量性領域 (図4及び図6)

では,図1に示したような異常揺動定理が成立する.

逆に,丘≪∂王で特徴づけられる不安定領域ではスケー

リソ〆則

くQ(E)〉-くQ〉.̀f('e'!T) (6･1)

が成立する.通常,Qとしては,(5.3)のように,秩

序,(ラメタ x(t)の二乗 (ゆらぎ)が用いられる.ス

ケーリソグ変数Tは,時間t,ノイズの強さ6,及び

初期バラメタ∂の関数であり,通常次のような形にな

ち:

で-I(1,8,∂)-言(S,∂)e2TJ (6.2)
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但し,rは,(5.5)のrと同じく,系のgrOWingrate
を表わすパラメタである.スケ-I)ソグ変敦 丁を頚わ

に求めるには,図 5に示されているような初期領域

(図5のa))での系の時間発展を調べればよい.
そこで,一般に,手順をいくつかの投階に分けて,

それぞれの領域で特徴的な解を見つけ,全体を統一し

た解にする.

1)第 1段階:もとの方程式

告-恥 州
を線形化する:

意xL(I,-F.(x,(川 ,,･
この方程式の解を求めると,

(6.3)

(6.4)

<xte(,)〉-くA･2(0)〉e汀̀･テ (eq-rL I) (6･5)

のように与えられ,これから,(5.6)のようなスケー

リソグ変数が見つかる.

2)第2段階:今,ラ･/ダムな力の強さEが非常に

小さい極限で,しかも,それに応じて充分長い時間の

領域を調べることにする.すなわち,

sc-1im= lim
t一〇〇.t-〟,I-flzed

(6.6)

というスケーT)ソグ撞取で考えると,第1の時間領域

で,すでに充分ゆらぎの効果がとり入れられているか

ら,第2の時間領域 (図5のb))では,ラソダムな力

の効果を無視して,決定論的な方凄式

f x(1,-F(x't'･0,

を解けばよいことになる.(6.7)の解を

(6.7)



ーt.0 -0.5 0 .._∫9.5 l.0

団 7 (5.5)の場合に対する分布開放P(x,E)のス
ケーリング辞【lL[l]'【51

---I-=-_I-I---C)
70. - で Xo

図8 秩序バラメタの時間変
化【1コ.[4コ.【与コ.横軸はスケー])
ング時肌 たて1削ま秩序バラメ
タ

initialregime secozldregime

図 10 非一様な系でのスケー:)ング理論の模式図【1コ･亡4】･[ココ

x(I)-G((,x(0)) (6.8)

とする.

3)第 3段階:初期領域 a)の解を同様に初期値x(0)

の関数として,x(t)-x(t,X(0))の形に求め, これと

(6.8)とから,x(0)を消去すると,初期領域と第2の

非線形額域との解が滑らかに接続される.こうして'

x(t)=H(xl(t)) (6･9)

の形の解が得られる.

4)第 4段階:x暮(I)紘,分散が (6･5)で与えられる

ガウス分布 Po(x.(t))であることを用いると,例えば,

秩序パラメータの二乗平均 くx.-(I)〉は,

∫:くx2(t)〉- H2(x)PG(X)dx (6I10)■-00
によって与えられる.したがって,これは,くxq･(I)〉=

(丁の関数)となり,スケーリソグ解 (6･1)が導かれた

ことになる.

このようにして,スケーリソグ解が一般的に求めら

れる.この様子を,簡単なレーザーモデルの場合に図

示すると,図 7-図9のようになる.図 10には,非

ら)

_∠=[=ゝ

也
図9分布駒放 P(x,t)がシングルピークから,ダブ
ルピークに変化するメカニズム【1コ.【4】.⊂5】.横向きの
矢印は,各位相点の変化速度を表わしている.不安定
点近静では速く,中間のところでは非常に速く,安定
点近辞で再び逢くなる

∠ _二 主
0 --r

図11非-様な秩序パラメータp(r,I)とその空間時間変化【l】

-様な場合への拡張の方向を示 した.

7.カラーノイズに対するスケーリング理論

確率過程

意x(t)-α(x,･7(t) (7･1)

において,ノイズ 7(t)が,時間相関 S(()を持つカラ

-ノイズの場合すなわち,

くy(t)7(t')〉-ES((-t')

を考えよう.相関関数 S(t)としてほ,例えば,

即-圭 e-州

(7.2)

(7.3)

が考えられる.この場合にもスケ-1)ソグ理論が成立

することが示せal10].a(x)-Tx+(高次);r>0として,

Sー0,1ー∞,T=触ed というスケ-リソグ極限 (6･6)

では,(7.1)の解は,

くx2(I)〉=(x2〉.,fく･C'(I) (7･4)
と表わされ,詳 しい計罪によると【10】,スケーリソグ変

数は,

-50-
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図 13 3個のスピン系のフラストレーションと縮退の様子〔16コ. ハミ

ル トニアンは,g 三IJ(SIS2十S2S3-S3Sl)と表 わ される. lBL
＼→→ ∫ノ-士1

/′/一･一･一一一/一一･一
/一一一一一一一一′一･一ー
/-･一一一一一一･一,一一
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B]12 滴対.高温の乱れた状想から,温度を下げていくと,低温では,

大きな渦対が現れろ〔12コ.これは一つの非一様T.:秩序バラメタと見ろこ

とも出来る

T-(くx2(0)〉+;/'r)en･TE,

と表わされる.但し,

言=2e∫:e-TfS(I)dt

(7.5)

(7.6)

である亡10】.特に,相関関数S(()が,(7.3)のように,
指数関数で表わされる場合には,

･- 浩 一r缶 ･･Te-i-1 (7･7,

となる.このように,ノイズに相関があるという効果

によって,ノイズの強さが実質的に小さくなる(;<亡).

明らかに,Te-0では,;-Eである.
上の結果は,Eに関して,無限次まで展開して,皮

強発散項 67teq･nTEを全部集めることにより求められ

る【10】. これを組払的に実行することが可能である〔10].

もっと一般の場合にも同様に拡張できる.

8.非一様な系におけるマルチ･スケーリング

則

ここでは,例として非常に簡単な非-様な系を考え

る.すなわち,非線形拡散系,または,ラソダムな力

7(t)の入った TDGL方程式

虫吐且 -γp(T,()+DV2p(T,I)-gp3(T,t)+7(T,I),∂J

(8.1)

を考える.但し,ワ(∫,()はガウシャンでホワイトなノ

イズとする: ■

- 5 1 -

b̀ C

D L

m=3 m--1 m=-i m=13

国 14 回 13の系のエネルギーの変化斑〔18]

くゥ(T,I)7(r′,I/)〉-2三0-((-t')S..(T-′′). (8.2)

今,初期粂件として,

p(,,0,-9(∫,-"～(吉) (8･3,

または,図 11のように少し幅を持った初期条件 p(T)

を考える.このとき,γ>0 という不安定な条件下で
は,適当に中間の時間領域を考えると,次のようなマ

ルチ･スケーリソグ則が,成立することが示せる:

くp(r･t,,=くp,sJ(-,(ee帥 ,poe,号 字 )･
(8.4)

この導出は,久保【11〕の StochasticLiouville方程式

の方法によって行なわれているClコ.また,厳密に解け

るそデル

告少-r4-942･E･榊 (r･t, (8･5)

で具体的に確かめられている〔1コ.但し,Eは補助の確
率変数で,ガウシャン･ホワイ トとする.

具体的な例として,2次元XY-スピン系の渦対の生

成される様子を図 12に示した.

9.スピングラスの秩序化過程

正負の相互作用を持ったスピン系では,スピソグ

ラスと言われる新しい相転移が,転移点以下で現れ



I:=二 二二に…一三a) b) C) d) e)
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回 15 4佃のスピン系での轄迫の様子.21-16佃の中で,団の 8佃の配位はす

べて籍返 した基底状態である〔18コ.ハミル トニアンは u =-I(SIS2十S2Sa+
S8S4-S4Sl)と表わされる

I- 7 - -I

′+∵76/

トー＼̀12 】:I,-6■l､II＼｣ 叩 ､ ì .://I,/-_ ∫

J

図 17 3×3=9佃のスピン系のアラス 図 18 4×4=16佃のスピン系の7ラ
トレーシ,ンと等エネルギー経路〔16〕 ストレーシ,ンと等エネルギー経路[18コ

al13H l5コ

この系の特散は,図 13-図15に示されているよう

にフラストレーションにある.

これは,もっと一般の一次元系に拡張される.図 16

に示したように,上向きスピンと下向きスピソの境界

(キソクソリトン)がブラウン運動 している状態はす

べて縮退した基底状態である.

2次元でも,図 17や図 18に示されているように,

数字の番号順にスピンを上向きから下向きに反転させ

ても,すべて,エネルギーは縮退している.即ち,全

部上向きのスピン配位と,全部下向きのスピン配位は,

等エネルギーの経路 (ergodicpath)〔16]によって移り

得る.このように,フラストレートした系は,一般に

エネルギーが縮退しており,基底状態も非常に縮退し

ている.

さて,このようにフラストレートした系のエネルギ

ーは,どのような構造をしているであろうか.再び,

簡単な 4×4-16個の系を考えてみよう.(図 19).

回 16 ポンドが 1ヶ所だけ反強滋性のイジング鎖でのフラ
ストレーシサンと籍退の桂子[18コ

= Ll - -∫
Afrustr;ltLtdI)I.lqLICttC
1 2 5 9

13 12 15 16

図 19 4×4=16佃のアテ
ストレートしたスピン系[16コ

打 了､､了 ･

図 20 19回のエネルギー

図【18】.横軸は,図 19の番

号原にスピンを反転 させたと

きの滋化 m の伍を表わす

[4,.A /へ ノ

門
心肝ICm TICN

図 21 スピングラスに対
する抽象的なポテンシャル

図⊂18]

図 20に,そのエネルギーの様子を示した.この方

法は,今まで,抽象的に図 21のようにポチソシャル

を書いていたのに対して,具体的に表現する一つの方

法を提供するものであり,今後,大いに利用出来るも

のと期待される.

このように,エネルギーにデコボコ (恐らく無数の

極大夜中)のある系の秩序化の様子は,もっとも興味

ある問題であり,且つ,大変困難な問題である.ここ

に詳しくエネルギーの様子を書いた理由は,そのエネ

ルギーの様子から,次のような面白い特徴が予想され

るからである すなわち,温度を下げていくと,スビ
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図 22 スピン7'ラスに
おける無限の分岐の様

子[18コ.[17〕

I/グラスはある転移温度 T"から,順々とエネルギー

(自由エネルギー)の低い方に移っていき,無限の分

岐を起す〔17コ. (図 22参照).

さらに,図 20より,横軸とたて軸を適当に粗祝化

すると,自己相似な構造になっているものと予想され

る[1〕.これから,スケ-1)ソグ則[18]･【18コがスピングラ

スでも成立するものと思われる.

スピングラスの秩序化を時間の関数として表わすこ

とは,上の意味で最も重要な課題の一つであり,我々

紘,日下研究中である.これは,神経網のモデルとし

ても役立ちそうであが 10】･[20]

10.秩序の崩壊とフラクタル及びスケーリン

グ

以上 秩序形成の過程を議論してきたが,この道の

過程,秩序の崩壊も興味ある問題である.プラズマに

おけるクランプス(Clumps)の寿命の問題はその一例

であが 21コ･[22].やはり,スケーリング理論で扱える[22コ.

参考のために,北極近 くでの氷原の崩壊の写真を図

23に示す.フラクタルな特徴が見える.

図 23 氷原の崩
域の写其 (昭和60
年6月3日楕円よ
り聾者祇影)
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