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セ ノレ 力 学 系 の 数 理 = 入 P弓

本報告では､セル力学系に関する数学的な基礎概念についての知見を (非専門家向けに)

紹介する.詳細はそれぞれの論文を見て頂きたい.

0.始めに

まだ定着 したとは言い難いかもしれないが,近年,複雑系の数理あるいは物理が研究対象

として認知されると共に,セル力学系 (cell(ular)dynamics)という言葉が使われるよう
になってきた. ものとしては,これはセル構造オー トマ トン (cellularautomaton)と呼び

慣 らされてきたものと同 じであ

セル構造オー トマ トンは,よく知 られているように,vonNeumannが自己再生系のモデル
として導入 したものであり,オー トマ トンの立場からの長い研究の歴史がある.また,約 1

0年前に,Wolfram達がこれを複雑系のモデルとして研究するという視点から,コンピュー

タ実験により様々の現象を提示 し,また,ある分類 も提唱 している.その中には,フラクタ

ル構造をもつ例,ソリトンの構造をもつもの,あるいはそれらが共存するもの等,興味深い

ものが数多 くある.

また,これと前後 して,物理学の一部では,未解明の現象,あるいは,理論上は方程式が

与えられているが著 しく複雑な場合に,セル力学系をその記述手段として用い,現象論的な

モデル方程式から,現象を再現することに成功 している.Carman渦 (pomaux達)や,合金

の分離現象 (イリノイ大学大野克嗣氏)などはその代表例である.このような流れの中から,

セル構造オー トマ トンを力学系として見るという立場が生まれてきた.

一方,数学 としては,セル力学系は,垂間構造をもつ離散的な力学系の最 も簡単な例であ

り,･時空ともに-様な偏微分方程式の離散化はすべてセル力学系である.以下に述べるよう

に,セル力学系は一次元,あるいは,多次元の記号力学系 においてシフ トと可換な連続写像

であり, この観点か ら, 1950年代より,セル構造オー トマ トンの研究とは独立に,その

研究が始まって折, とくに,同型問題の視点から甲研究論文は数多い.

上述のように,時空ともに-様な偏微分方程式の離散化はすべてセル力学系であり,拡散,

波動,等々極めて多様な現象についてその時間発展の記述が可能であり,それ故に,個別の

系の詳 しい解析の共通基盤を与える数学的な基礎理論の構築が要請される一方,個別の系の

解析は出来て も,その多様 さを統一する一般論の構築はなかなか難 しいのが現状である.

以下,その中でも重要と思われる基礎概念を紹介 しる.
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1.セル力学系,定義と例

数芋的な意味は次節で述べることにして,先ずは,取扱い易い形で,その定義を与えよう.

定義 1.次の5つものが与えられたとしよう.

有限集合A (例えば,A- (0,1),ただし, 0, 1は粒子の種類､
あるいは､その有無),

格子 L (例えば, 1次元格子L-a;-整数の全体),

Ⅹ-AL または,その部分集合
(つまり､L上の粒子配置x- (x.),各格子点 iにAの元x.を

与えたもの,の全体をXと置く.)

Lの有限部分集合A

(例えば､L-Zとして,A- (-1, 0, 1〉)

A上の粒子配置のみにより決まり,Aに値をとる写像 f

(例えば､A- (-1,0, 1), f- ∫ (x-1,X｡,Xl))

Xからそれ自身への写像 では, TXの第 i座標が次のように決まるとき,格子L上の旦土星
学系であるという.

(TX) 1- f (xl十J,jをA)

このとき, fをでの局所写像 (localmap)という.

(iG,L)

次の例は､代数的構造 もあり､オー トマ トンとしても,力学系としても,問題意識に上 っ

たことはすべて判 っているものである｡

例1.A-Z/2Z- (0, 1〉 (0+0-1+ 1-0, 1+0-0+ 1- 1),L-Z,
A- (-1, 0, 1), f (x_1,X｡,Xl)-X-.+xl,つまり,

(TX)l-XHl+Ⅹ卜l

例えば,xが x .-o(Ⅹ≠o), X ｡-1のとき, Tを繰 り返 し作用させていくと､次の
ページの図 1のように, 1つのパターンが形成される.

上のセル力学系 Tによる時間発展は,これを基本パターンとして, 1が疎 らにある場合に

は,基本パターンが衝突すると､相互作用が生ずる.ものと解釈することができる (図2参照)

また,yが与えられると,y-TXを満たすXは, Ⅹ ｡,x.の値を決めれば,

xL.I-yI-X卜1(i> 1),xhl-yl-Xt十1(i<0) よりすべて

定まる.即ち､Tは4対1の上への写像である.

さらに,

x= ････10110110110110････

の場合は,

TX= ････10110110110110････-x

となり､xはTに関 して不動点であり,一般に,周期 pが与えられたとき､p周期点xを見
出すこと, p周期点の個数を数え上げることなどもさほど難 しいことではない.
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図 1 .基本パター ン
x- ･･000()0 0 000001000000000 0 0 ･

TX- ･･00〔)000 0000101000()0000 0 0 ･ ･
T 2x- ･I00000 0 00010 0010000000 0 0 ･ ･
T 3x- ･･0oooo o o01010101000000 0 0 ･
丁 ■lx- ･･ooooo o 010000000100000 0 0 ･ ･
T Sx- ･･ooooo o 101000001010000 0 0 ･ ･
T 6x- ･･ooooo 1000100010001000 0 0 ･ ･

T Tx- ･･oooolq…1.01010101010100 0 0 ･
T 8x- .･oool0 0 000000000000010 0 0 ･ ･
7 9x- ･･001010 0000000000001010 0 ･ ･
T lDx- ･･01000 100000 0000001000 1 0 ･ ･

(これをスケールし直す と,あるフ ラ クタル集 合が得 られる. )

次の例は,ほとんど自明な例である.

例 2. A- (0, 1),L-Z,A- (-1, 0, 1),

f (x_.,x｡,x.)-1 (x-1X｡X1-111)o (その他)

このときは,x- (xt)の中に0があれば, Tを施す毎に,左右 1つずつ0が増えて-い

き,結局,

TnX一 ･･･00000000････
となり､この極限は当然不動点である. もし, 0が 1つもなければ,つまり,

x- ･･･11111111････

ならば,TX-Xとなる.

とくに,周期点は2個の不動点のみである.

例えば,

x- ･･111111101111

TX- ･･111111000111

T2x- I･1i11I00000I1

Tax- ･･i1I100000001

74x- ･･111000000000

T5x- ･･110000000000

11101111111

1ト000111111

10000011111

00000001111-

00000000111

00000000011

この例は自明なものであるが, Tによる像が順次縮小 していくもので,散逸系 の玩具と考

えることが出来る.また,連続時間力学系としては,次の微分方程式の解の挙動を連想させ

るものである.

dx/dt-1-Ⅹ
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図2.例1で, 1が有限個の場合のパターン形成 (.-0)
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2. シフ トと可換な写像 (Hedlundの定理)

セル力学系を定義 した土俵を思い起こそう.

有限集合A (例えば,A- (0, 1),以下では,アルファベットと称する),

格子 L (例えば, L-Z-整数の全体),

AL (つまり､L上の粒子配置x- (x(),各格子点 iにAの

元x.を与えたもの)

Lは格子であるから,その上には平行移動がある.例えば,L-Zならば,その平行移動は

次の変換o･から生成 される.0-は通常, (左)とヱ上 と呼ばれる.

(qx) (--xL十l

(例えば,

x- . 0010101000011101110 ･･･

ならば,

qx- ･･･0010101000011101110･I･ )

シフ トJはAL上の力学系と考えることが出来る.また,ALの閉部分集合 Xがシフ ト不変,

つまり,

crX-X

を満たすならば,0-をX上に制限 した部分力学系 (x,cr)を考えることもできる.これら
を総称 して,記号力学系､あるいは､単に､シフ トという.これに対 して,X-ALである

こ~とを明示 したいときは,フルシフ ト (fullshift)ということにする.

以下では, L-Zの場合のみを考える.

公理A系など,典型的に複雑な振る舞いを見せる微分可能力学系 (M,h)は,すべて,

記号力学系によって実現できることが知 られている.実際に力学系 (M, h)を解析する際

には,適切な記号力学系 (x,J) と写像 r:x-Mで, rg-hcrを満たす ものを発見,

構成することにより,その解析をより簡単な記号力学系の解析に帰着 させるのが常套手段で

ある.

フルシフ トでない記号力学系の代表的なものは次のクラスである.

定義 2. 記号力学系 (x,q)がマルコフシフ ト,あるいは,有限型 シフ トであるとは,

あろ非負整数 pと,直積Ap十lの部分集合Wによって,

Ⅹ-Ⅹ (W)

:- (x- (xt) : (xl,XHl, - ･,XL･,)ぢ W)

と表されることをいい,Wをその構造集合という.
とくに, p- 1のマルコフシフ トは単純マルコフシフ トという.

型且｣ Ⅹ- (Ⅹ- (xl) :_XlXt十1-00,01,10)
のとき, (X,0-)は11が現れないという禁制律に従 うマルコフシフ トである.

一般に,マルコフシフ トにおいて,p>1のときには,長さpの単語をアルファベ ッ トと
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見て､つまり,Apを改めてAと考えることにより,すべてのマルコフシフ トはp- 1の場

合に帰着 される.

同様の考えによって,セノン力学系の局所写像 fを定める際に用いた集合^は,必要があれ

ば, 1点集合,あるいは, 2点集合に取 り直すことが出来る.

このような簡単な場合に帰着させてお くと､以下のように､''視覚的"な取扱いが可能に

なる.

まず,単純マルコフシフ ト (X,U)は,アルファベットAを頂点集合,構造集合Wを辺

集合とする有向グラフと対応する.また,このグラフの隣接行列Mと対応させることもでき
る.

乱立｣ (続き) A- (0, 1),--W- (00, 01, 10)より､グラフとその隣接行
列Mは次ページのようになる. (Mの要素 1は隣接 していること, Oは隣接 しないことを表

す.)

GC〇･1
｢
｣

l

1

0

甘

.一

日
｢

_
L
W
n

ニM

このように見 るととき, Xの元x- (x.)はこのグラフの上の,無限の長 さの道に対応す

る.

なお,行列Mを単純マルコフシフ ト(X,q)の構造行列ともいう.

さて,本節の本題に入ろう.

一般に,Xからそれ自身 (または,別のシフ ト)への写像 では,

TCr-JT,つまり, T (0･X)-q (TX)

を満たすとき､シフ トと亘逸であるという.

次の定理の主張は意外性があるが,証明は直積空間の位相とTの連続性の定義か ら直ちに

判ることである.

定理 1. (Hedlund)記号力学系において, シフ トと可換な連続写像 Tはセル力学系であ

る.逆 も正 しい.

とくに, シフ トの間の同型写像は全単射なセル力学系である.

証明.逆は,局所写像 fによるセル力学系の定義

(TX).- f (X lH,∫E＼̂ )
そのものがシフ トと可換なことを保証 している.

.(ieL)

さて, Tが連続写像のとき,アルファベットaに対 して,集合

(x- (x.) :x｡-a)

のTによる逆像を考えると､この集合が開集合,かつ,閉集合であるから,逆像 も関かつ閉
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である.ところで,直積位相空間の位相の定義により,関かつ閑である集合は,ある有限個

の格子点での情報だけで決 まる集合である.よって,その有限個の格子点の集合をAとすれ

ば,

(IX) 0- i (xJ,J'G:A)

となる.

ところで, Tはシフ トと可換であったから,

(IX) (- (crLTX).
- (IgLx)0

- f ((cTlx)1, j∈ A)

- f (xl十1,･jc-A)

(証明終わり).

1960年代のこの定理は,記号力学系の間の同型の特徴付けという方向性のもとに得 ら

れたものである.同型問題は (純粋)数学 としては基本的な問題であるから, 1つの分野を

形成 しており, この方向での文献は相当数に上る. しか し,それを紹介することは本報告の

目的ではないので省略する.ただ,その中から生 まれたソフイック系の概念は自然なもので

あり,以下で も用いることになるので,紹介 しよう.

･定義 3. 記号力学系 (Y,q)があるマルコフシフ ト (X, q)の,あるセル力学系 T

による像になっているとき,つまり,

Y-TX

と表 されるとき,記号力学系 (Y, cr)はソフイツク (sophic)であるといい, (X, q)

を (Y,q)の､マルコフ被覆という.

ソフイック系 (Y,g)においては,上で注意 したことから,マルコフ被覆 (X,U)香

単純マルコフシフ トの選び,セル力学系の局所写像を定義する範囲Aを2点集合に取ること

ができる.その上で (X, cr)を有向グラフで表現 しておくと,セル力学系の局所写像 fは

グーラフの各辺にYのアルファベッ トの元を対応させる写像 となる.その元は各辺に与えたラ

ベルと考えることが出来る.即ち,ソフイツク系 (Y,cr)は, ラベル付 き有向グラフに対

応 させ ることが出来る.

例 4. 例 3の単純マルコフシフ ト (X, cr)をとり,そのグラフで辺 01, 10にラベ

ルaを,辺ooにラベル bを付ける.

a

bGlく=)1●
a

これに対応するソフイツク系を (Y,g)とすると,このグラフでは, 0か ら1に行 くと次

は必ず Oに戻 るから,Yの元yは次の性質 (*)によって特徴づけられる.
(*) yI-b,yI.I- ･･･-yI.)-a,ytH.I-b

な らば, jは偶数である.
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ところで,上の (*)のような制約条件は, jがいくらでも大きくなり得るから,一定の
長さpだけの格子点を観測することでは判定できない.よって,例4で得 られたソフイソク

系 (Y,cr)はマルコフシフ トでは有 り得ない.即ち,ソフイックはマルコフより真に広い

クラスである.

数学的な美意識か らは, ソフ'J(ツク系の定義を次の定理により,半群を用いた定義に言い

換える方が好まれている.

定理2. (E.M.CovenandM.E.Paul.Israel∫.Hath.20-2(1975))アルファベットA上

の記号力学系.(Y,g)がソフイックであることと,次のことは同値である.

ある有限半群 Sとその生成系A (以下､アルファベットと同一視する)によって､次の

ように表現できる.

(☆) Y- (y- (yl) :各 iとj≧0に対 して,
y .yI.1･･･y.十)≠0)

ただ し,0はSの元で､ S0-0s-0を満たすものとする.

定義 3' 記号力学系 (Y,cr)がある有限半群Sを用いて, (☆)によって表される

とき,記号力学系 (Y,cT)はソフイソク (sophic)であるという.

注意.この定理2は抽象的な形で述べているが､実際は､対応するラベル付き有向グラフ

から, 0と1を要素とする行列からなる半群によりSを構成する (また､構成 し直す)こと

が出来, Oは零行列 となる.この際の行列の積は, (0, 1)をブール代数 と考えて定める.

例4. (続 き) 例4のソフイツク系 (Y,J)では､そのラベル付 き有向グラフを呪ん

で,ブール代数 (0, 1〉上の2次正方行列M‥ M.を

･.-口･ Mb-L o.ユ
により定めると,これらか ら乗法に関 して生成される半群が,上の定義 2'の条件 (☆)を
満たす半群Sである.

実際,容易に判るように,n-0, 1,2, - ･のとき,

MbM.2n+lMb-0

MbM.2nM｡-M｡≠ 0

が成 り立っている.これは上述のYに対する制約条件 (*)を半群Sの言葉で言い換えたも
のである.

前ページの定理 2により,半群 Sの掛算表が与えられれば,ソフイソク系 (Y, q)が 1

つ定まることになるが,残念なが ら,一般の場合にこれを有効に利用 した研究はまだ無いよ

うである.
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むしろ,注意に述べ,例示 した構成法そのもめに意味があり,個別に与えられたソフイッ

ク系を解析する際には,ラベル付 き有向グラフを描いて,そこから各 ラベルに対応する行列

を定め,必要な計算を実行することによって,力学系の特性量,例えば,周期点の個数や,

位相的エントロピー,エントロピー最大の不変確率測度などを求めることが可能である.

また, ここではマルコフ系,ソフイック系に対応するグラフの話のみにとどめたが,それヽ

ぞれ,オー トマ トン理論,あるいは,形式的言語理論の言葉などに置 き換えることも当然可

能である.

3.ゼータ関数 とェントロピー

力学系の研究の主対象は,時間発展のもとでの軌道の振る舞いである.とくに,時間nが

無限に大 きくなるときの挙動を大域的に把起す_ることが主要な関心事である.とくに.散逸

系の場合は,ア トラクタを調べることが大切であるが,これにト関連することは次節で述べる

ことに して,基本的な概念から始めよう.

時間発展が最 も簡単なものは,やはり,周期軌道である. 1つの力学系のもつ周期点全体

の構造に対する示性量として,次のものがある.

定義 4. 力学系 (M, h)に対 して, hのn回の繰 り返 しhnのもつ不動点の数を

F (n)-♯ (x :hRx-x) (n≧1)

と書き,ペキ級数Z (t)を

Z (t)- exp (∑ F (n) t∩/ n)

で定め,力学系 (M, h)のゼータ関数 という.

2つの力学系 (M, h), (M',h')が同型であれば,周期点の間には1対 1対応が

あるか ら,ゼータ関数は一致する.つまり,ゼータ関数は不変量である.

単純マルコフシフ トの場合は,下の例 5から判るように,構造行列Mを用いるとゼータ関

数を計算することができ,次のようになる.

∫

定理 3.構造行列Mをもつ単純マルコフシフ ト甲ゼータ関数は
Z (t)- 1/ det (Ⅰ- tM)

で与えられる.

例5. 例 3のマルコフシフ ト (X,α)の場合,アルファベットは A〒 (0, 日 ,檎
造集合はW - (00,01, 10)であったから,x- (x .) がXに属することは,つね
に

x IX H 1- 00,01,10
を満たすことと同値である.

また,Xに属する文字列 Ⅹ - (xI)がJnの不動点である,つまり,

crnx - x

を満たすことは,
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X L+n= X I

と同値である.

よって,crnの不動点xは

M (x｡,x l) -M (xl,x2) - ･･･-M (xn-.,x｡) - 1

を満たすアルファベ ットのn個の元 x｡,xl,x2, ･･･, Xn_1

と1対 1に対応する.

ゆえに,

F (n) - trMn.

これより,

Z (t)- exp (∑ F (n) t∩/ n〉

- exp (∑ tr t爪Mn/ n)

- exp (tr∑ tnMn/ n)

-exp (-trlog(I-tM))

- 1//det (I- tM)

-1/ (1-t-t2)
となる.

次に.位相的エン トロピ-を導入 しよう.その定義を一般的に述べるのは面倒なので,_記

号力学系の場合のみに定義を与える.

定義 5. 記号力学系 (x,α)に現れる長さnの単語 (有限文字列)の総数をN (∩)
として,その増大度

h (X,q)-1im n-1logN (n)

を記号力学系 (X, q)の位相的エントロピーという.

位相的エン トロピーは位相同型のもとでの不変量であり,力学系のもつ軌道の多様さを表

す圭と考えることができ.る.

遡且 ｣ 例3のマルコフシフ ト (X,q)の場合,
X IX 2I'IXIl

が長さnの単語であることは､

M (x l,x2) = ･･.--M (xn-I, Xn) - 1

を満たすことと同値だから,上で成分がすべて1のベク トルを表すと,

N (n)-<Mn-li,i>

よって,行列Mの最大固有値を人とすれば, 入- (1+√5.)/ 2 (黄金数)であり,
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h (X,cr)- iirn n-LlogN (n)

-iim n-1log<Mn-ll, 1>

- log 入

- log (1+√5)//■2
と■なる.

以上のことか ら,次の定理を推測することができる.

定理 4.構造行列Mをもつ単純マルコフシフ トの位相的エン トロピーは,行列Mの最大固

有値を 人とすれば,

h(X,J)- log人

で与えられる.

注意.上の2つの定理により,位相的エントロピーはゼータ関数から計算されることが判 る.

実際,

Z (t)-1/ aet (I- tM)

-1/∩ (1-tα)

(ただ し,積口はMのすべての固有値αについて取る.)

であったから, 1.//̀九はZ (t)の最小の正の極である.つまり,

h (X,q)ニー log (Z (t)の最小の正の極)

なお,古典的な積分方程式論との類比から,･行列式

D (t)-det (Ⅰ- tM)

はこの記号力学系のフレドホルム行列式 と呼ばれているこの言葉を用いると,

h (X,q)- log (D (t)の最小の正の零点)

となる.

I

以上から,記号力学系の周期点やエン トロピーの計算に当たっては,ゼータ関数,あるい

は,フレドホルム行列式の計算が重要 となるこ_とが判る. しか し,純粋数学 としても､行列

Mのサイズが大 きいときに,これらの行列式を求めることは一般には容易ではない.この際

には,軌道基 (orbitbasis)という概念が有用である. (Y.Takahashi.Osaka∫.Mat九.

(1980))これ も一般的に述べると煩わ しいので,例示にとどめる.

再び,例 3の単純マルコフシフ ト (X,cr)を考えよう.このとき,構造集合は,

W〒 (00･01･10)
であり,文字列 11はXに現れることは出来ない一. したがって,Ⅹに現れる文字列は, 0が

現れた場所か ら右に読み取 っていくと,次の集合 Bに属する2つの元を並べたものとなる.
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例えば,

B- (0,01)

････01010010001010････

ここで重要なことは,逆に､ Bの元を勝手に並べてものはすべてXに現れ得ることである.

このような場合,記号力学系 (X,α)の軌道基 Bをもつという.

軌道基 Bは一般には有限とは限 らない.また. 1つのBにより,Xを尽 くすことも一般に

はできず,そのときには､ Bを複数用意することになる.

定理 5. 記号力学系 (X,q)が唯 1つの軌道基 Bから生成されるとき,そのフレドホ

ルム行列式は次のようになる.

D (t)-1-∑ tL (b)

ここで,和∑は軌道基 Bについて取り, 1 (b) はBの元 bの単語としての長さである.一

般に,Xが軌道基BI,B,, ･･.,Bnから生成される場合は,それぞれの軌道基に対応
するフレドホルム行列式をDl(t),D2 (t), ･･･,Dm (t)とすれば,

D (t) -DL(t) D2 (t) ..･Dn ( t)

となる.

例3の単純マルコフシフ ト (X,q)のときは,

B- (0,01), I(0)-r, I(01)-2

より,

D (t)- 1-∑ tL (b)- 1- t- t2

と計算 される.

また,例4のソフイック系 (Y,q)の場合は,ラベル付きグラフを眺めれば,その軌道

基は

B- (aa,b)

であることが判るか ら,やはり,

D (t) - 1-∑ tl b̀'- 1- t- t之

であり,とくに,例 3, 4の場合の位相的エントロピーは一致 していることが判る.つまり,

h (X,cr)-h (Y,cr)

が成 り立っ.

なお,これは偶然の一致ではなく,ソフイツク系に対 して,エントロピー最小のマルコフ

被覆を常に選ぶことが出来,そのとき,エントロピーはもとのソフイック系のものと等 しい.

これはその例 となっている.
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定理 5の公式はたいへん便利であるが,一見.したところ不思議な公式である.実は,その

証明は初等的なものであり,記号基の元を並べて得 られる周期列 と,Xに現れる周期点 との
対応を丹念に調べればよい.

残念なが ら,記号力学系のゼータ関数は不変量 として,マルコフシフ トに限定 しても,完

全ではない.つまり,同 じゼータ関数をもち,互いに同型でない2つのマルコフシフ トが存

在する. (Sh.ltoandY.Takahashi.OsakaJ.Hath(1974))

従 って,同型問題の研究には,より詳 しい性質を調べる必要がある.

しか し,我々の観点からは,同型の問題は,セル力学系が"保存系"と考えられる場合で

あって,複雑系のもつ散逸構造そのものの研究にはつながら.ないので,省略 して,以下では

"保存系"でない場合を扱 う.

4.散逸系の場合.

(Y,q)をソフイック系として,セル力学系 で :Y-･Yrによる像 T (Y)がYの真部分

集合になる場合は, Tを散逸系と考えることが出来る.このような場合は,

Y, T (Y), T2(Y), T3(Y), ･･･

は小 さくなっ,T行き,その極限がどのような構造をもっかが問題 となる.また,Y自身でな

く:,Yの部分集合について も同様なことが問題 となる.

一般の力学系について､それは通常,次に定義するア トラクタの研究となる.

定義 6. コンパク ト力学系 (羊, f)において､Xの空でない閉部分集合Aがア ト.ラク

タであるとは､次の条件を満たすAを含む開集合Uが選べることをいう.

Uの閉包 cIUの像 f (CIU)がUに含まれ,

Aは f爪U,n≧1,の共通部分である.

また,集合の包含関係に関 して極小なア トラクタを極小ア トラクタという.

セル力学系に関 して少 し詳 しい情報を述べるためには, さらに次の概念が必要である.

定義 6'. コンパク ト力学系 (X, f)におし.1て､Xの空でない閉部分集合Qが,加算

無限個のア トラクタAnの共通部分として書けるとき,準ア トラクタであるという.

また,集合の包含関係に関 して極小な準ア トラクタを極小準ア トラクタという.

これ らの概念を用いると,セル力学系の時間が無限大での状況は,次のように分類される.

(M.Huxley,ErgodicTheoryandDynamicalSystems10(1990))

定理 6. フルシフ ト上のセル力学系 Tに対 して,次のうち 3つのうちのいずれか 1つが

成立する.ただ し,〟はフルシフ ト上の一様ベルヌ⊥イ測度 とする.

(1)極小ア トラクタAが唯 1つ存在する.このとき,次のことも成 り立っ.
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JA-A,

〃 ( T~nA)- 1

(2)極小準ア トラクタQが唯 1つ存在する. このとき,次のことも成 り立っ.

oIQ-Q,

LL ( T~nQ)-1 または LL(Tのchaincomponent)-0

(3)非加算無限個の準7 トラクタが存在する. このとき, Tの chaincom-

ponentの basinの測度はすべて 0に等 しい.

上の (1)は (ベルヌーイ測度に関 して)ほとんどすべての点が唯 1つのア トラクタに吸

い込まれてい くというもので,通常よく扱 う微分可能な力学系のイメージか らもわかりやす

い. しか しとくに, (3)はわかりにくいかも知れない. これは次のような状況を表 してい

る.

セル力学系では, シフ トと可換であるが故に,"大 きな" (準)ア トラクタが壊れる場合

は,無数の"非常に小 さな"準ア トラクタに分解 し,フラクタルな構造が出現する.

さて,上の定理はまだ十分とはいえず,マルコフ系,ソフイック系への拡張は未証明では

あるが,とりあえず これによって,n-∞での状況が判 ったことにして先に進むことにすれ

ば,次の問題は,散逸的な場合において,

Y, T (Y), T2(Y), T3(Y), ･･･

がどのように小 さくなって行 くかである.

この問題に関 して,行木孝夫氏は以下のような接近を試みている.

その出発点は次の事実である.

定理 7. (T.Namiki) (X,q), (Y,q)をソフイック系として,セル力学系で:

X-Yを考える.Tの局所写像 fの選び方は1通 りでは昼いが,次の極限は, (Y,q)の
任意の不変確率ボレル測度〃に関 してほとんどすべての点 yに対 して,存在 し,かっ, Tを

表す局所写像 fの選び方によらない.

h (y ;T) - 1im n~110g♯ f~l([y]∩)

ただ し,♯ f~1 ( [y]～)は単語 [y]A-y｡yl･･･yn-1の局所写像による逆像の個
数であり,degreefunctionと呼ばれる.

さらに, (Y,q)の不変測度LLがエルゴー ド的ならば,
〟に関 してほとんどすべての点 yに対 して, h (y)-定数 .

注意. もちろん､上の定数は,セル力学系Tと (Y,q)の不変確率ボレル測度 LL毎に決ま

り,これは,不変測度付 き力学系 (Y, J,〟)に対する不変量である. とくに,FEが 1つ

の周期軌道上の一様分布の場合, この定数は, Tを5'ベル付 きグラフで表示 し,例 4のよう

な行列M.,M.を導入 しておくと,直ちに計算できる量である.
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上の量 h (y ;丁) に対 して,いくつかの重要な性質が成 り立っことが判 っている.その

中で も,次の性質は不変量 h (y ;丁)の導入の正当性を保証するものである.

定理 8. (T.Namiki) (X, cT)をソフイソク系, Tをその上のソフイック系,Y-T

(x) とする. i'を (X, J)の任意の不変確率ボレル測 度,〟をTによって (Y,U)上

に誘導 される不変確率ボレル測度 とすると,測度論的エン トロピーに関 して次のことが成 り
立っ.

(1)一般に,不等式

h (X,J, i/)≦h (Y,o･, p)+∫h (y ;T)LL (dy.)

が成 り立っ.

(2) もし, 〟,〟が (Bowenの意味で)ギッブス測度ならば,等式

h (X,0-, i/)-h (Y,cT, 〟)+∫h (y ;T) 〟 (dy)

が成 り立っ.

ここでは, (Bowenの意味での)ギッブス測度の定義 (R.Bowen.Ergodic

TheoryforAxiomADiffeomorphisms.Springer,1973)pとその説明は省略するが,通常託
算可能なベルヌーイ測度,マルコフ測度等はすべてギッブス測度であるから,上の定理は次

のように読んでよい.

たちの良いセル力学系に対 しては, (2)の等式が常に成立する.

なお, この種の定理によくあることであるが, (1)は成 り立つが (2)が成 り立たない例

は今のところ知 られていない. (おそらく,かなり病的なものと予想 される.)

-.付記

以下, ここでは紹介できなかった,ソフイツク系に対 して一般的に成 り立っ事実,および,

保存的なセル力学系に成 り立っ事実の中から,興味深いものを3つ拾 って,本報告を終わ り

たい.

ソフイック系のもつ最大エントロピー測度の研究は重要なものの 1つである. この方向で

顕著な結果は次のものである.

1)位相推移的なソフイソク系 (Y,0-)に対 しては,同 じ位相的エン トロピーをもつ位相

推移的なマルコフ被覆 (X,cr)が存在する.また,周期点が桐密であることと,正則な最

大エン トロ_ピー測度が存在することとは同値である. (E.M.CovenandM.E.Paul.loc.ib

id.)

記号力学系の位相同型に関 しては､Kriegerたちの一連の研究があるが, コーディングの

立場か ら具体化 した'ものとして,次のものがある.
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2)記号力学系の間の位相同型は有限個の2部 コー ドの合成で表現できる. (M.Nasu.Erg

odicTheoryandDynamicalSystems6(1986).265-280)

どのようなセル力学系が- ミル トン系に相当 し,これに対 して統計力学が成立するか､と

くに､ボルツマン分布に従 うか否についての研究が武末 (京大)を中心に続けられている.

そこでは,加法的保存量が幾つあるかが重要なファクターである.

3)ソフイソク系 (Y,cr)上の関数Hは,周期点Jky-yについて常に,

H (x)+H (gx)+･･･+H (crkx ) (x-Ty)

-H (y)+H (qy)+- ･十H (qky)
が成 り立つと･き,加法的保存量であるという.

(たとえば,T.HattoriandS.Takesue.Physica49D(1971))
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