
｢マニフオールド上での量子化および量子論｣

多様体上の量子力学の局所的性質と大局的構造
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1.序論

複雑な配位空間を持つ場でも､R3空間上の量子力学の類推によって､土子化されている1)｡現

実に実験のできる質点の配位空間は紛れもなくR3であり､その量子力学にはなんの問題もない｡

しかし､場の配位空間は必ずしもtopologicalに自明な空間とは限らないO非線形q模型 等がそ

の例である｡そこで ｢複雑な配位空間を持つ場を､R3上の量子力学の類推によって､圭子化して

よも,'のか?｣という疑問が生ずる｡実際この疑問と関連していると思われる困難 (ゲージアノーマ

リ)が場の量子論には存在する2)0

そこで､｢複雑な配位空間を持っ場をいかに量子化するべきなのか｣を考察するための準備と

して､出来るだけ大きな枠組み (弱い制限)から多様体上の量子力学を見直そう｡特に､(1)古典

力学やR3上の量子力学にない状況として､多様体 (一般的配位空間)上の量子力学には､波動関

数の非局所的な境界値条件の問題がある.この問題が量子化の方法にどのような影響を与えるか?

(2)演算子の代数的性質と作用される波動関数の性質とは連動している.･古典論的論理で決める

代数と､純量子論的なものである波動関数とは矛盾しないのか?といった点に留意し､配位空間の

大域的構造の量子論への影響を調べよう｡講演は次の順序で行った｡

目次: 1.序論 2.量子論の構成 (局所的性質とスピン) 3.大域的構造とスピン接続 (ゲー

ジ構造) 4.Sd上の量子力学と接続の任意性 5.誘導表現 (Sd巴 SO(d+1)/SO

(d))6.一般化の可能性と今後の課題

2.量子論の構成 (局所的性質とスピン)

まず最初に､多様体上の量子力学を議論する上での前提を明確にしておく｡最初に定義するも

のは､下記の性質を持っ配位空間(Q)上め波動関数であるoそして､その波動関数の時間発展や他
の諸性質を談論するのが量子力学である｡我々は古典的対応の基に構成する代数を先に考えない｡

波動関数を両q)(Q∋q)とし､p(q)≡ *(q)I*4(q)という圭を導入する｡Iや*の定義は後

ほど議論するとして､まずp(q)を位置qでの粒子の相対的存在確率すなわち確率密度と解釈する｡

そのためにはp(q)は実数でなおかつ0≦p(q)< - でなくてはならない｡これだけの条件か
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らでは幾つかの可能性が残るが､以後の議論では､4,(q)をCn値関数とする.よって､Iは複素共

役で､*ほ内積を表す｡

次に波動関数の時間 (t)発展を考える｡確率密度の時間変化は､連続の方程式を満たさねば

ならない｡多様体が局所的にユークリット空間であることを考慮すれば､連続の方程式は

孟p(qi)- 一品 Ja(qi) (1)

と書ける.ただし､C4は局所的直交座榛であり､Ja(qi)はカレント(確率解釈から要求される新

たな物理量)である.Ja(q,i)の形を決めるに当たり､4,(qi)の時間発展に関し一階の微分方程

式を仮定する｡この仮定は波動関数の確率解釈に帰される｡

孟榊 )- 軸 榊 ) (2α)

孟伸)I--Mqi)†h(q)† (2b)
ノヽ
ガは一応-ミルトニアンと呼ぶが､特に観測丑としてのエネルギーとの関係はここでは議論しな

い｡また､重ね合わせの原理より､車(qi)の線形性は仮定するo(1)､(2)及びp(qi)の定義が

両立するように､Ja(ql)及びh(q)の形を決める｡これらの形は､

h(q)- i&C(q)A IV(q) (3)

Ja(qi)- a(q)【基軸 )†*榊 )一仰 )†*品 Mq)] (4)

と決まる｡ただしC(q),V(q)は決定出来ない実関数であるoV(q)はポテンシャルの項であり､
またC(q)は ｢演算子の他事付け問題｣と深く関係したものであるが､今回はこの問題には触れ

ず､以後定数 (-1)とする｡ここでは局所的直交座横を使ったが､Hodge税を使えば一般座横

でも同様の議論はできる｡また他の可能性としてディラック方程式型もあるが､基本的な議論は変

わらない｡
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p(qi)≡車(qi)PtGpv(q)車V(qi)

内積*を

(5)

とき己す｡p(ql)は確率密度であるから､Gpv(q)は計量的性質を持たねばならない｡そこで波動関数

の性質はRiemann競何学を摸して試論することができ､その対応関係は次のようなものである｡

e-p ≡ 品 - Bp(q),EL(q)

ヴ- vpe-p ⇔ 4(qi)- Ep(q)車P(qi)

(e-p,e-V)-gF.y - (E聖,E-V)-GJW(q)

(子,6)-vpU〝gpu ⇔ (折 車)-QtP車vGpv

(6α)

(6b)

(6C)

(6d)

ところで座榛系の設定は人為的なものでしかないので､物理量 (p,JadCa)は座榛系の選択

によるべきではない?しかし直接の観測畳でない波動関数はそのかぎりではないoそこで波動関数
-●

の性質を調べるには､座榛系(e～p)の選択とEp(q)(あるいはやP(qi))'との関係を見る必要がある｡

多様休は局所的にユークリット空間であるから局所的には直効封轟くeTp- era,gpv- 648)
を取ることができる｡ここで我々は次の仮定を置く｡

｢居所的直交座棲系での､波動関数に関する計量G/.VはSabである｣

さて各点での直交座標系の設定には任意性があるが､各座揺系の間は回転により関係づけられる｡

eJa - vbaeJ vg∈so(a)

この回転に対し物理量p(qi)は不変でなければならないoそこで､波動関数は回転群のユニタリー

表現の基底 (スピン..n次元表現)である必要があり､スピンという概念が導入されるC

3.大域的構造とスピン接続 (ゲージ構造)
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一方､カレントや-ミルトニアンの定義には微分演算が含まれている｡そのため配位空間上の

異なった点の間の捷軟が必要になる｡通常､直交直接系に関してはアフィン接続を定義し､接続係

数を導入する｡

Ve･4e～b(q)-r:beTc(q)

近接点の局所的直交座榛系はこの接続係数を用い､

(7)

eTb(q+dOatT'a)-eTb(q)+dear;beTc(q)-(Sbc+door;A)eTc(q) (8)

と与えられる｡(Sbc+dOarCab)(ま回転(SO(d))の無限小変換であり､接続係数はr;A--r皇C

を満たす｡

■●

近接点のβ〝に関しては､先の仮定より､

Ep(q+dCae'a)-VpVE軋(q) (9)

となる｡ここでのVpVはSO(d)の無限小変換(Sbc+dear;a)のユニタリー表現軍 陀 ある｡そ

こで接続 (スピン接続)は

■一-● -･●

∇e,AE. - Trlr;a(ia)皇]T3vEv

iα:SO(a)群のLie演算子のA3'oini表現行列

Tα･.SO(d)群のLie演算子のn次元表現行列

と与えることができ､一次形式

dCaA冨≡dCaT,lr:a(iα)皇】≡Aα
を導入すると､直交座棲系の変更(Cia-vgeJ)に対し､この一次形式は

Aαiα=⇒ -vldv+vIAαi｡V

Aarα=⇒ -VIw +vIA｡rv

(10)

(ll)

(12α)

(12b)

と変換する｡ただしVはVのユニタリー表現行列である｡この一次形式を用いれば局所的直交座棲
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系の変換に対し不変なカレント(物理量)は､

dCaJ4--車IplSpvd-Aα7品lV+C･C･ (13)

と書ける｡

波動関数に関する時間発展等の物理的性質を調べるためには､接続係数の形が必要である｡こ

の形を決めるという問題は､上で示したように､多様体の各点の接平面上に局所的直交座榛系を無

矛盾に (連続かつ一意的に)定義するという､純粋に多様体の性質の問題に帰着できる｡しかし､

回転群の表現に関し､局所的にユニタリー同値な表現はいくらでも存在する｡これらの表現が大域

的にもユニタリー同値であれば､物理的に全く差がでない｡そのため､これらの中から適当な表現

を一つ選べばよい｡大域的なユニタリー同値性とは､波動関数の境界値条件も同じことである｡

多様体の各点の接平面上に局所的直交座標系を連続かつ一意的に定義するという問題を考えよ

う.まず多様体をいくつかのチャートに分け､各チャートで接ベクトル (否缶)を作る.それに適

当なGL変換を行い局所的直交座榛系を構成する02個以上チャートがある場合､2個のチャート

の共通部分の同じ点上では､それぞれのチャートに属する2個の局所的直交座榛系あるoそれらは

回転群によって関係付けられる.この回転群の要素は､共通部分で連続かつ｣意的 (一点に対し一

個の回転群の要素)に定義されている必要があるoこの共通領域がもしSdと同相であれば､ホモ

トピークラスの議論による制限がこの回転群の要素につく｡

例えば､境界領域がS3の時､I13(SO(d))-Zより､巻き数N(整数)が

･=a/Tr"vtdv)̂(vtdv)̂(vtdv)]S3 (14α)

と定義され､2個の座標系をっなぐ回転群の要素叫は(14a)を満たすものでなくてはならない.さ

らに配位空間がS4と同相なら(14a)紘

冒8打2 TrlR̂ R]
S4

と書ける｡ただし､Rは上で導入した接続係数における曲率である｡
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境界領域がSlと同相の場合は､Hl(SO(2))-Zより､巻き数N(整数)紘,

･-去/Trl(vtdv)](-一三/R)51 52
である｡

(15α)

4.Sd上の量子力学と接続の任意性

配位空間として､Sdを取り､具体的に接続係数を構成してみよう｡d+1次元ユークTJッド空

間にSdを埋め込んだ場合の球面上の点を

I'=d+1
e-i+1-(yl, - ,yd+1) ∑y,?-1i=1

(16)

と表し､各点の接平面上の直交系の単位ベクトルをe-a(a-1,･-.,a)とする｡チャートは南半球

(S)と北半球 (N)の2個導入し､各々に関し次のようなStereograpllicprojectionを採用

する｡

(S) (yt･･yd'1)-読 (22,I,I-2-1),ai

(N) (yt･,yd+1)- T毒 (22･･･1--2)Izi

1-yd+I

1+yd+1

yi (17a)

y.･ (17b)

一●･

共通領域での変数変換は37- 鼻である｡

各チャートでの局所的直交座棲系の基底ベクトルは

1+a:-2 ♂ _
(S) e,4- 丁 瓦 ed･l･-読 (Sai(1.x-2)-23aXi･2xa),(i-1,･･･,i)

(18α)

(N) e-a - 宇 品 e-a.1-読 (Sai(1･Z-2)-2zazi,-2za) (18b)

となる｡(18)よりわかるように､対極点(21- ∞ (南極),言2- ∞ (北勧 )においてはe-a

は不定である｡よってこの場合チャートは2個必要である｡
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共通部分の変換 (e-T - ∑bV2e-i)は

vg-ei･eTT- (Sab-2等 )∈o(d) (19)

となる｡ただし､上記の座榛系の取り方では､各チャートで右手系と左手系が逆になり､dei(V)-

-1となる｡そこでどちらか一方のチャー トで-tTdと定義しなおす必要がある｡

各チャー トでの接続係数及び曲率は

(S) 半 品 e-a- r三bt,C･T3b- (SabCc-64ccふ)

R(cab)i- SacSbd- SadSbc

(〟)
1+zl ∂ _

丁 瓦eb=r三be-a,r;A= (SabZc-Saczb)

R(cab)i- 64CSbJ- 64dSbc

と求まる｡

また汝動関数に関する微分演算は

(S) (主宰 孟 -TrlrCab(tα)bar)や

(N) (宇 孟 -T鶴 (棚 α)¢
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具体的にd-2の場合を見てみよう｡

i - ( _: :)

(22α)

妄Tr(rli)=一言(cl･x2),妄Tr(r2i)-喜(xl･x2),R(1,,-1 (22b)

2つのチャート間を繋ぐ行列は

V! - (sc霊 -csot:co) ･
∬1

coso =誘 芽,
∬2

sine = フ茅
(22C)

となり､巻き数〃は1で､ホモトピークラスの条件(15a)を満たす｡

d-3の場合は､上記(18)(20)の他に次の様な接続係数を作ることができる｡各点での局所

的直交座標系の単位ベクトルは

I-1- 読 (I- 1,-;(x･2-1)･C3),I-2-読 (-33･妄(C･2-1)･xl･一才2),

f-3-読 (一言(x･2-I)･-33･x2･Xl) (23a)

であり､言2ー ∞ においてもwell-definedである.そのためチャートは一つですむ.接続係数

及び曲率は

-r亨2-r雪1-1,r…3- -r蓋1-1,r主2- -r圭3-1,R -0 (23b)

とな,る｡(23)と(18)(20)とでは局所的直交座榛系の構造はかなり違う｡これらが波動関数のレ

ベルでユニタリー同値であるかどうかは調べねばならない｡
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上吉己のいずれの場合も等質性を満たしている｡ここでの等質性とは､多様体上のいかなる点も

同等であるから｢局所的直交座標系でみる限り､あらゆる点で物理は同じである (物理的に意味の

ある演算子の満たす代数は多様体上のすべての点で同じ)｣例えば､sdでの速度演算子を共変微分

に対応させるなら､交換関係の右辺はR(Cab)i- SacSbd-SadSbcであり位置によっていないo
もちろんこれを破る相互作用を入れることは可能である｡

5.誘導表現

Poincar6群の表現を構成するにあたりWignerによって開発され､Mackeyによって等質

空間上の土子力学に適用された誘導表現3)との対応を示しておこう｡よく使われるDiracの表記

I申i>(physicalstate)と我々の使った表記との対応は､

-･■
岡 >:rT(等質空間上の位置ベクトル)の対角化状態 ⇔ Ef(rl (24a)

<r利 別 >≡ Vf(r-i), 177e><7'EI削 > ⇔ BE(rlVe(,i) (24b)

である｡配位空間をSd(空 SO(a+1)/SO(a))とすると､球面上の微分は､

写芝Gba ⇔
1+a:-2♂
丁 瓦 -Trlrcab(ia)皇】rα

(25)

と対応させられる.ただしGbaはSO(d+1)のLie演算子であり､rlまd+1次元空間に原点が

一致するようにSdを埋めた時の球上の位置ベクトルである.

上記のように､等質空間上の量子力学との対応をみ､それらの接続係数a?一致を確認すること

は容易であるが､その同等性が明確になったとはまだ青いがたい｡誘導表現のtopologicalな性

質4)を含め､我々のアプローチと誘導表現のアプローチとの関係を今少し調べる必要がある｡

6.一般化の可能性と今後の課題

上に示した多様休上の量子力学のアプローチは､かなり一般的仮定から出発した｡配位空間が

sdの時､具体的に構成したが､これがユニークであるかどうかはまだ完全に議論しきていない｡特
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に､硬動関数の境界値の問題については試論をしていない｡また誘導表現を基にした等質空間上の

量子力学との同等性も完全ではない｡しかし誘導表現を基礎にするよりは我々のアプローチの方が

枠組みは広いことはたしかであり､等質空間以外のtopologicalに自明でない空間にも適応可能

である｡また種々の観測量を導入し､より確かな量子力学の枠を構成する必要がある｡
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