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進化の問題を(続計)力学の立場から考える

第1部 :レプリケーター方程式でみられる特異な運動について

東北大学電気通信研究所 茶碗谷 毅

(Emailaddress:cha◎sawada･riec.tohoku.ac.jp)

1 はじめに

このサブゼミの前半(茶碗谷担当部分)では､様々な分野において ｢進化的｣なダイナ

ミクスを考える際によく使われている単純な生態系モデルでみられる奇妙な現象につい

て話します｡生態系モデルで見られる現象とはいっても､現実の生態系においてここでお

話しするものと直接対応する現象を見つけるのは幾つかの理由で難しそうです｡しかし､

これらの現象はこれまでの力学系の研究では見つかっていなかった定性的に新しい種類の

ものであり､非線形の力学系の奥の深さを感じさせてくれる現象ではあるとは思います｡

ここではまず取り扱うモデルについてごく簡単に説明したあと､幾つかの奇妙な現象に

ついて紹介します｡これらの現象はどれもサドル(準安定状態)及びそれらを結ぶヘテロ

クリニック軌道と深い関係があります｡そこで､これらのヘテロクリニック軌道の存在を

可能にしているモデル系の特質についても触れておきます｡

2 モデルについて

ここで話す内容はゲーム力学系 (レプリケーター方程式とも呼ばれる)というモデル方

程式系の軌道の性質に関係するものです[1】｡このモデルは生態系のモデルとしては最も

単純な部類に属するもので､｢戟略｣の進化を扱うモデル方程式として提案された常微分
方程式系です｡これは､幾つかの ｢戦略｣が存在する二者対戦型の ｢ゲーム｣を行う個体

の集団を考えた時に､各戦略をとる個体数が全体の個体数に占める各種の割合の変化を表

すような方程式です.[21
ここでは1-nのn種類の戦略があって､各個体はそのうちの1つを固有の戦略として

持ち､各戦略をと′る個体数は得点に応じた増殖率をもって変化するような系を考えます｡

i番目の戦略をとる個体数の割合をxiで表すことにします｡またi番目の戟略をとる個体

がj番目の戦略をとる個体と対戦すると鋸 だけの得点を得られるとします｡この時､i番

目の戟略をとる個体が一対戟当りにあげる得点の期待値は∑,･gijXjと表されますoこの得

点の期待値が高い戦略程よりよく状況に適応した戟略であり､~したがって高い成長率を

持って増加すると考えられます｡各戦略をとる個体数が､その戦略の得点の期待値と全体
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の平均得点との差に比例した成長率をもって変化すると仮定すると､各戦略をとる個体数

の比率の変化は

孟xi-(写giJ･Xj＼Jl i,k /

という方程式で記述されます｡この方程式系がゲーム方程式系またはレプリケーター方

程式系と呼ばれているものですOここで､xiは各戦略の占める割合を表す変数なので､

∑iXi-1が成り立ちます｡初期条件がこの条件を満たしている場合にはこの条件は自動

的に保たれます｡

妄gjkXjXk)xi, (1,

3 ヘテロクリニックサイクルに巻き付く軌道の振舞い

まずこの系が時間の経過とともに示す振舞いの定性的なバラエティーについて見てお

くことにします｡系の取りうる長時間の振舞いとして最も簡単なものは安定な平衡状態へ

の緩和ですQこれは､軌道と安定平衡点との間の距離が (普通は)指数関数的に減少して､

静止状態へと近付くというものです｡これよりもやや複雑な運動としては､リミットサイ

クル振動やカオス的な運動が知られています｡これらはゲーム力学系では成分の数が四つ

以上の場合に起こりうることがわかっています｡
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図1:幾つかの典型的な型の振舞いを示す軌道の例｡A,B)安定平衡点への緩和｡C)リミッ

トサイクル振動｡D)カオス｡それぞれ適当なパラメータを持つゲーム力学系で得られた
時系列から､適当な-成分の変化をプロットしてある｡

これらの運動は生態系のモデルに限らず､二股的な力学系でよく見られるものです.軌

道がこれらのアトラクタに十分近付いた場合の振舞いをみた場合､例えばt=1000000か
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らi-1000100までの間の運動と､i-10000000からt-10000100までの運動は､ほと
んど区別がつかないものになっています｡

一方､この系で見られる特徴的な振舞いとして知られているものに幾つかの ｢準安定｣

な状態の間を渡り歩くような振舞いがあります｡この運動の簡単な例は次の図に示すよう

なものです｡ここで見られるようにある程度の時間が経過した後の系の状態変化は幾つか

0.0 500.0 1000.0

0.0 5000.0 10000.0

0.0 50000,0 100000.0

Time

図2:ヘテロクリニックサイクルに漸近する軌道の例｡三成分のゲーム力学系で得られた

時系列から､二つの成分の時間変化を表示してある｡上 ･中･下段は同じ時系列をそれぞ

れ異なる時間のスケールをとって表示してある｡

の準安定状態を順に訪れる一種の振動を示し､各準安定状態に留まる時間は次第に長く

なっていきます｡この運動は ｢ヘテロリニックサイクル｣に巻き付く軌道に対応していま
す｡すぐ前に示したサイクル振動などの例と違い､運動の時間スケール自体が時間の経過

とともに長くなり続けるといういうのは､この運動の大きな特徴となっています｡これか

ら紹介する現象はヘテロクリニック軌道が作るネットワークのすぐそばの相流の性質と深

く関係しているので､ここではまずその最も簡単な例であるヘテロクリニックサイクルに

巻き付く軌道の振舞いについてもう少し詳しく見ておくことにします0

軌道がヘテロクリニックサイクルに沿って動く場合､軌道はサイクル上の平衡点(サド

ル)の近くを通ることになります｡平衡点の近くでは運動の速さはゼロに近くなるため､

軌道が平衡点の近傍にあるあいだ､系の状態変化は非常にゆっくりとしています｡この期

間は図1でみるとほとんど変化の無い区間に対応しています｡しかし､実はこの間にも軌

道と平衡点との間のずれはほぼ指数関数的な変化を続けており､いつかは平衡点から不安

定方向-のずれが十分成長して軌道はサドルから離れて行きます｡この ｢ずれ｣をより見
やすくするために､各成分の値の対数

yi≡logxi
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を使って図2に対応する各成分の時間変化を表示してみると次の図3が得られます｡こ
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図3:対数をとって表示した各成分の時間変化

の図を見ると､『軌道がそれぞれの平衡点の近傍にある間のyiの変化は直線的で､その傾

きはサドル毎に決まっている｡』という特徴が見られます｡そこで､ここでは図4のよう

に､軌道がサドルの適当な近傍の内部にある期間と二つのサドルの間を遷移する期間を分

けて扱い､それぞれの区間におけるy-の変化を近似的に扱うことにします｡一周する間の

才の変化はそれらの部分的な近似を組み合わせることによって求めることが出来ることに

なります｡
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図4:区間の分割の概念図

まず軌道がヘテロクリニックサイクルの十分近くにある場合には､
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･軌道がある平衡療近傍に滞在している間のy-の各成分の変化量は滞在時間に比例する.

･平衡点の近傍'Jkの滞在時間は軌道がこの平衡点に到着した際の不安定成分のyiの値に

比例する｡

という近似を考える?事にします｡つまり各平衡点の近傍での好の変化を線形写像で近似し

てしまう事になります｡

一方､二つのサドル近傍の間を遷移する間の運動に対応するy-の変化は､サドル近傍に

おける,変化と此べこると小さいと考えられます.そこで､平衡点から平衡点の間における変

化を無視する近似を行います｡

これちの近似を使うと､適当な断面における好の帰還写像､つまり軌道がサイクルに沿っ

て一周して戻って来るまでの好の変化を線形写像で近似できることになります｡この線形

写像がヘテロクリニックサイクルの十分近くにおける軌道の振舞いに対して十分良い近似

を与えることは､近似の誤差を評価することによって確かめることが出来ます｡

この近似写像の性質から､軌道が十分多くの回数ヘテロクリニックサイクルに沿って回

るとすると､好の方向がこの線形写像の固有ベクトルのうち絶対値最大の固有値に対応す
るものに漸近することがわかります｡また軌道の漸近的振舞いとして､周期が等比数列的

に延びる振動がみられ､その公比は帰還写像を近似する線形写像のもつ最大固有値になる

こともわかります｡

4 ｢分岐した｣ネットワークとその周りの軌道の振舞い

次にヘテロクリニック軌道がもう少し ｢複雑｣なネットワークを作っている場合の相流

の性質について見てみることにします｡具体的には二つ以上の不安定成分を持つサドルが

あるような場合を考えます｡

このモデルでは､相空間のうちで不等式xi≧0を満たすような範囲だけを考えている

ため､不安定成分を一つしか持たないサドルの不安定多様体は一本の軌道になっていま

す｡一旦サドルに近付いた軌道は､しばらくの間はそのサドルの不安定多様体に沿って運

動すると考えられるので､不安定成分が一つだけの場合にはそのサドル近傍を離れた軌道

が次に訪れるサドルは特定できることになります｡

ところがサドルが不安定成分を二つ以上持つ場合､原理的にはサドルをはなれる軌道は

二次元(またはそれ以上)の面上のどちら向きに離れて行ってもよいことになります｡つ

まり二次元(あるいはそれ以上)の不安定多様体がどのようにのびているかを考える必要

があることになります｡これはなかなか厄介なのですが､軌道がヘテロクリニック軌道の

十分近くを通っている場合を考える限りにおいては､不安定成分のうちどれか一つだけが

成長する場合に対応する何本かの ｢代表的｣なヘテロクリニック軌道を考えるだけで大体
の所は用が足ります｡
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不安定成分のうちの一つが十分大きく成長した時点で､軌道はサドルの近傍を離れま

す｡この時他の不安定成分の億が十分小さければ､軌道が次のサドールに到達するまでの間

のそれらの不安定成分からの寄与はほとんど無視できることになります｡逆に二つ以上の

不安定成分に対応するyiの値がほとんど同時に0近く(｢近傍｣の大きさの対数程度)に

なる場合には､それらの成分は両方とも次に起こるサドル間遷移に寄与する可能性があ

るので､両方の成分について真面目に扱う必要が出て来ます｡しかし､大雑把に言うと軌

道が十分ヘテロクリニック軌道の近くにある場合には､一般的にJylのスケールが大きく､

二つの成分がほぼ同時にゼロに近付くことはあまり起きない例外的なイベントと考えら

れます｡そこで､ここでは不安定多様体全体について考える代わりに､不安定成分のうち

のどれか一つだけを考え残りは無視した場合に得られる何本かのヘテロクリニック軌道に

沿って起こる遷移についてだけ考えることにして議論を進めます｡

このような単純化のもとに､二つ以上の不安定成分をもつサドル近傍での軌道の振舞

いを考えてみます.まず前節の例と同様にサドル近傍におけるy-の変化を適当な写像で近

似することを考えます｡最初にどの不安定成分が無視できない大きさに成長するかは､才

の各成分の初期値と各不安定成分の成長率との関係から決まります｡どの成分による不安

定化が起こるかに対応して､この近似写像の定義域は幾つかの領域に分かれます｡それぞ

れの領域では線形の写像による近似が出来るので､この写像は全体としては ｢区分線形写

像｣によって近似されることになります｡またこのサドルの近傍を離れた後に軌道が向か

う行き先は､yiの初期値がどの領域に属するかによって異なることになります.

前節と同様に､適当なポアンカレ断面及びそこでの帰還写像を考えることによって､二

つ以上の不安定成分があるサドルを含むようなヘテロクリニック軌道の ｢ネットワーク｣

の近傍での軌道の振舞いも､同様の考え方で解析できます｡この場合､軌道がこの断面を

出発する際のy-の値に応じて､軌道が再び戻って来るまでの経路には幾つかの可能性が考

えられます｡これに対応して､y-の帰還写像は幾つかの領域に分かれた ｢区分線形｣な写

像で近似できることになります｡これは､単純なヘテロクリニックサイクルの場合と比較

すると､｢線形写像｣が ｢区分線形写像｣に代わっただけですが､このことによって軌道
が示しうる振舞いには幾つかのバラエティーが出て来ます｡

具体的には､

1.幾つかの経路のうちの一つに対応するようなサイクルがアトラクタとなり､軌道が最

終的にはこのサイクルに巻き付く｡

2.-つ以上のヘテロクリニック軌道を共有しているような､複数のヘテロクリニックサ

イクルアトラクタの共存｡【3】

3.幾つかの経路を一見不規則な順序で選びながら､ヘテロクリニック軌道のネットワー

クに漸近するというタイプの運動｡この場合分岐したネットワーク全体がアトラクタ

となる｡【4j
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などの現象が起こります｡1.の場合､軌道の振舞いを見ている限りにおいては前節で扱っ

たヘテロクリニックサイクルアトラクタに巻き付く軌道の振舞いとほぼ同じように考える

ことが出来ます｡一方､2.の場合には二つ以上の不安定方向を持つサドルの存在は全く異

なる二種類の漸近的振舞いを示す軌道でありながら､その時系列の一部分を取り出すとほ

とんど区別出来ないような運動が見られることになります｡また､3.の場合には軌道がど

のような順序でサドル近傍を訪れるのか予測することは国難になっています｡

これらの軌道の振舞いは､｢区分線形写像｣の軌道の振舞いと対応させて考えることが
出来ます｡まず､次のような走性的な議論から､これら全ての場合に共通する幾つかの特

==｣
徴が導かることを示しておきます.ここではこの区分線形写像をRy(Y)で表す事にしま

す.またPの長さと向きをそれぞれUと可で表します｡このベクトルの ｢向き｣はその

次の一周で経由するサドルの系列と対応しており､また ｢長さ｣は各サドル近傍-の滞在

時間と関係しています｡ Ry(子)が任意のスケール変換と可換な写像である事から､｢向

き｣と ｢長さ｣に対する写像が

Rn: 17-ぅ Rq(77)≡
Ry(7-)
Ry(矧'

RU: U J RU(U,77-U孟U(育), 丘U(T7)≡lRy(ll-)I.

として得られますoRn及びjiUがUにはよらない尋だけの関数であることから､このよう

なヘテロクリニックネットワークの近傍でみられる運動が ｢特定のタイムスケールを持た

ない｣ようなものであることがわかります｡具体的には､

･サドルの系列は(タイムスケールの変化とは独立な)ある力学系の軌道と対応する｡

･周回毎の運動のタイムスケールの変化は(少なくとも平均すると)幾何数列的になるO

という特徴があると考えられます｡

写像Rnは様々なタイプのアトラクタを持つことがあり得ます｡Rqのアトラクタの型と

ゲーム力学系の軌道の振舞いの対応を見てみると､上で示した例はそれぞれ､

1･R叩が唯一のアトラクタとして安定平衡点を持つ場合

2･Rnにおける複数の安定平衡点の共存

3･R叩がカオス的なアトラクタを持つ場合

に対応することになります｡これらの現象はゲーム力学系の適当なパラメータ領域におい

て起こること､またRqとゲーム力学系の軌道の振舞いとの間に対応関係が存在すること

が確かめられています｡
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5 無限個のアトラクタの共存

へテロクリニック軌道が作るネットワークには更に複雑なものも考えられます｡いたずI

らにあまり複雑な構造を考えても仕方ないのですが､面白い現象と関係したネットワーク

の例を一つだけ簡単に紹介しておきます｡

先に見たように ｢ヘテロクリニックサイクル｣は全体として一つのアトラクタになり

得ますOということは､｢ヘテロクリニノックサイクル｣が不安定化して一つのサドルとし
て振舞う場合があっても良さそうに思えます｡実際このような ｢サドル｣は存在します｡

また更にこの ｢ヘテロクリニックサイクルサドル(?)｣を含む ｢ヘテロクリニック軌道の

(階層的な?)ネットワーク｣というものも存在できます｡

このようなネットワークの近傍での軌道の振舞いはかなり複雑なものになり得ることが

わかっています｡詳しく解析してみると[5ト このネットワークの近傍の適当な断面にお

ける帰還写像をとると､この写像 (の漸近形)は無限に繰り返されるような繰り返し構造

を持つことがわかります｡この繰り返し構造に関係して､

●ヘテロクリニック軌道のネットワークに集積するような形で､可算無限個のアトラク

タ(リミットサイクルアトラクタ又はストレンジアトラクタのどちらの場合もある)

が共存しており､初期条件に応じて軌道はそのうちのどれかに漸近する｡

●軌道はネットワークに沿って回るが､軌道からネットワークまでの距離はランダム

ウオーク的に変化する｡この場合には一周期の長さもネットワークと軌道の間の距離

に応じて変化することになる｡

などの現象が起こりうることがわかっています｡これらの現象は共に系が五成分以上を含

む場合に起こり得ること､またパラメータを微小に変化させても走性的な変化は起こらな

いという意味で一般的な現象であることが確かめられています｡このモデル系は滑らかな

微分方程式系で表されているだけに､その相空間中にこのような複雑な無限の繰り返し構

造が存在できるというのは不思議な感じもします｡

6 おわりに

ヘテロクリニックサイクル(或はヘテロクリニックネットワーク)は普通の力学系におい

ては例外的な構造であると考えられます｡これはヘテロクリニックサイクル(ネットワー

ク)を持つ系の運動方程式に対して微小なずれ (摂動)を与えた場合､大概はヘテロクリ

ニックサイクル(ネッ.トワーク)は壊れてなくなってしまうためです【6】｡ この不安定性(棉

造不安定性)はこれまでへテロクリニックネットワークの近傍での軌道の振舞いがあまり

詳しく調べられて来なかった原因の一つでもあります｡

ところがゲーム力学系においてはパラメータを変化させても(その変化があまり大きく
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ない範囲では)これらのヘテロクリニック軌道が作る構造は壌れません｡これはゲーム力

学系がパラメータの変化によって壊れないような不変多様体 (xi-0で表されるような

(追)平面)を持つことと関係しています｡ヘテロクリニック軌道がこの ｢丈夫｣な不変多

様体の上に載っている場合､パラメータの変化によって引き起こされる軌道のずれかた

が制限されます｡そのため､ある種のヘテロクリニック軌道はパラメータの変化に対して

｢強く｣なっていて､これらの軌道がサイクル､あるいはネットワークをつくることが可

能になっています｡同様の機構は､ここで扱ったモデル系に限らず適当な対称性を持つ系

においても存在して､物理的な現象に関係する幾つかのモデル系においてもへテロクリ

ニックサイクルが現われることが知られています｡この場合のヘテロクリニックサイクル

は､規つかの異なる対称性を持つ準安定状態の閲を結ぶようなサイクルに対応します｡

このように､ここで扱った構造はxi-0で表される超平面が不変に保たれるという性

質と密接に関係していますが､このことは対応する現象が実際の生態系において見られ

ることが難しいと考えられる理由の一つにもなっています｡実際の生態系においては個体

数の変動の幅は限られたものになっています｡従って必然的に､個体数の比率がゼロに近

い値を取る部分においては､個体数そのものも小さな値になることが避けられません｡し

かし､個体数があまり大きくない種の個体数変動においては離散性や偶然性の効果によっ

て､このモデルにから予測される個体数の変化と実際の個体数の変化の間に走性的な差が

生じる可能性があります｡最も端的には､現実の系では個体数がゼロに_なってしまうこと

も起こるわけですが､この場合当然のことながらいくら待ってもその種の個体数が再び回

復することはあり得ないわけです｡

非平衡系が示す運動には様々なタイプの運動があり､そのうちある程度の部分は比較的

単純な数理的なモデルの振舞いと対応付けて理解することが可能です｡例えば一見複雑で

不規則にみえる運動の中にも単純なモデル系におけるカオスとよく対応するものがある

ことはよく知られています｡しかし ｢複雑｣なシステムの示す挙動のうちで､これまでに

よくわかっている系一例えば比較的低次元のカオスを示す系- の研究で得られている知

見のみから理解できるものはやはり一部分であって､どの様な力学的機構によって起こる

かまだ分かっていない現象は依然としてたくさんあります｡これらの ｢単なるカオスでは

ない｣現象にも､進化でみられるような非再帰的現象､乱流､時空間欠性を示す現象､カ
オス的遍歴として括れる現象など､幾つかの共通の特徴をもつ現象のグループがあると考

えられてはいますが､それらの背後にある力学的な機構についてはこれから解明して行く

必要があります｡ここでお話したような内容は､これらの運動の力学的な機構の解明を目

指す一つのアプローチの中で得られた中間結果として考えてもらえれば良いのではない

かと思います｡
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