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カオスの有限状態モデル

日大理工原子力研究所 島田- 千

ポア ンカ レ以来 ､力学系の周期軌道はその系の大域的ふ るまいを決め る重

要な要素 として研究 されて きた.スメ_,Cは彼の有名な論文のなかで ､あ る

種の 2次元非線形写像には無限個の周期軌道が存在す ることを証明 し､今 日

カオス と呼ばれ る複雑な軌道 を持つ力学系のひな型を与えた ｡一方 ､力学系

の軌道の数値計算に際 しては､計算機内部の状態が有限個であるため ､すべ

ての軌道は有限周期の周期軌道 と して シ ミュレー トされ るとい う事情が生 じ

る｡カオスのよ うな無限個の周期軌道 を持 った複雑な力学系 を有限精度の計
¢

算機で シ ミュtレー トするとどうな るのか ｡この間題は ラヌーによって 2次元

の保測写像の一例について調べ られた .

われ われはここで､ラヌーによって用 いられたのと同等の有限状態のモデ

ル をカオスを示す 1次元力学系に適用 してみる｡このことによって ､力学系

の軌道 を計算す る国難 さといった耽点 をできるだけ客悦的な もの と して導入

す るこ とを試みる.

1次元区間上の力学系 fに対 してその有限状態モデルを有限集合 (1､2､

､､N 〉上の次のよ うな写 像 fV と して定義す る.区間 〔0､ 1)をN等介

し各小 区間 〔i/N. (i十1)/N〕にラベル iを与える｡写像 fによる

小区間 iの像 と交わ りをもつ小区間の ラベルを ｣ , j+ 1､ j+2,､､､
Jヽ/

とす る.これ らの ラベルの中央値 を jと し､

f〝 (i)-γ
と定義す る｡ (図 l)fy は元の写像 fの固定小数点による計算のモデルの
-つ にな っている｡

力学系 fの フェイズポー トレイ トに対応する ものとして ､f〝関す るつ ぎ

のよ うな有向グラフを考 えることがで きる.グ ラフの ノー ドは有限集合

11･ 2日 H N)の要素であ り･f′(i)-jのときかつその ときに

限 り i-ケ jな る有向 リンクを持つ もの とする｡このような有限状態モデル
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fJか ら派生する有向グラフの大域的な様子は一般的にいって次のような も

のである｡グラフの基底部には有限周期のサイクル (閉グラフ)が くる｡こ

のサイクル上の各基底ノー ドからは有限の木構造がのぴる｡このよ うな､基

底部のサイクル とその上の木構造からなる連結グラフは一般には複数存在 し

それ らは互いに連結 していない｡ (囲え)

f〟 の有向グラフに現れ るサイクル (閉グラフ)は､有限状態モデルの長

時間の振る舞 いを決定する｡そしてそれは元の力学系 fの長時間の振 る舞い

に関係 した情報を含んでいる｡それに対 して､サイクルの各ノー ドか らのび

る木構造はモデルの トランジェントな振 る舞いを現す｡この木構造に元の力

学系の どのよ うな性質が反映 しているかは興味深い問題であるが本論ではふ

れない｡

以下 ･有限状態モデル f〝 にあ らわれ るサイクル (閉グラフ)の梢連を･

とくにモデルのサイズNをおおきくして いった ときの変化に着目して調べた

結果を述べ る｡

一馴 こ･ f〟 のグラフに現れるサイクルの長 さはある分布をもつ･この分

布の特性の うち特に最大の周期E2に着 目 してこれがモデルのサイズ Nの増大

とともにどの ように変化す るかを調べた｡図3,～まロジステ ィック写像 f

(x)-ax (1-x)､ (a-2･牛 と､a-日脚 )の場合についての
結果である｡右は 1周期軌道が安定に存在する場合で､最大周期は真の周期

1とその 2倍 との間で梶動する｡左のカオス状態では､周期はサイズNのべ

き乗 (指数α-0.4-0.5)で増大する｡この結果はカオス状態が無限

個の周期軌道 を､しかもいくらで も長い周期軌道を持っていることの現れで

ある｡最大周期 とモデルのサイズの関係 をさらに詳 しく見てみると､Nの小

さな変化に対 して最大周期は非常に複雑に､ほ とんどランダムといっていい

ような変動を していることがわか る.これ らの ことはカオスの真の周期軌道

を計算するとい う仕事が非常に困難なものであることを暗示 している｡

次にf〝のグラフに現れ るすべてのサ イクル く閉グラフ)の合併集合に着

目し､以下これ をモデルの最大不変集合 と呼ぶ .カオスの場合最大不変集合

の大 きさMもモデルのサイズNのべ き乗で増大 し､その指数 αは最大周期の
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指数 と同 じ値 をとる.図5はカオスの場合につ いて長大不変 集合の大 きさM
と最大周期 E3の関係 をプロ ットした ものである｡最大不変集合の大 きさを一

定に した とき最大周期の値はある分布 をもつがその中央値 に着 目す るとその

一億はほぼMの 0.6倍 とな っている｡

この結果は以下の よ うに確率的 に解釈することがで きる.有限集合 11､

2､､､､Ml上のすべての置換 (その個数はM !個 ある)を考 える｡この

置換 を先の有限集合上の力学系 と考 えるとその軌道はすべて周期軌道か らな

る.各置換ごとにその最大周期 を考 えると最大周期の分布が得 られ る｡最大

芸≡芸…芋: *T芸で三言竿 … 1̀1,t'三;芸三;≡三 ;:::≡ ..:誓 :三誓 苧

有限状態モデル fd をその最大不変集合上に制限するとそれは最大不変集合

上の置換 とみなせ る.したが って長大不変集合の大 きさと最大周期の関係に

ついての先の結果は ､上の確率的解釈 と矛盾 しない｡

つ ぎに力学系の分岐パ ラメー ター aを変化させたときの指数 αの変化につ

いての結果 を述べ る . (図6)aの値が Feigenbaumの臨界点以下 ､

したが って安定な周期状態の場合 にはα-0､臨界点以上すなわちカオス状

態では α-0.4-0.5とな る.さらに臨界点以上でαの値がちいさくなっ

ている所は周期 ウ イン ドー状態に対応 している.周期 ウ イン ドー状態での指

数 αの値は､Nが 10- 10000のデーターか ら求めているがNの大 きさ

を大 きくす るとさらに減少す る傾 向にあ り､N-coで 0にな るもの と思われ

る｡この意味で安定周期状態 とウ ィンドウ中の トポロジカルなカオス状態 と

は指数 αの値では区別で きないこ とにな る｡周期ウ イン ドウ中の トポロジカ

ルなカオスの特徴が有限状態モデルの どのような特性 として現れ るかはよ り

詳 しい解析によって明 らか になる ものと思われ る｡

最後 に､有限状態 モデル の臨界点近傍での撮 る舞いについて調べ る｡力学

系 fのある種の臨界点近傍では､その有限状態モデルの性質 がモデルのサ イ

ズNcを境に して不連続に変化す る現象がみ られ る｡この特徴的なモデルサ

イズNcは臨界点か らの距離 l(a-ac ) Iに反比例す る｡一番 目の例で

は タンジェン ト分岐点の近傍で有限状態 モデルの最大不変集合の大 きさMと
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モデルサイズ Nとの何係がN-N cを境に変化 している. (図7)2番 目の

例はテ ン ト写像

f (x) (x>1/2)

(1-x) (x< -1/2)

の場合で､a-2の近傍で最大不変集合の大 きさとサ イズの関係が N-Nc

を境 に変化 している. (図 9)前者の場合 Nが Ncを越えると臨界点の上か

下かに従ってそれぞれカオス状態 と安定周期状態の場合 と同様なふ るまいを

しめす .後者の場合 a-2が どの ような意味で臨界的なのかは今の所あま り

あさらかにはな っ.て いな い.

力学系の複雑 さは ここで用 いられた有限状患 モデル用いることによってグ

ラフの複雑 さとして とらえられることがわかった.指数 αはそのひ とつの定

量.化をあたえる｡臨界状態の特徴 も有限状態モデルのグラフにあらわれ る｡

ウ イン ドー中の トポ ロジカルなカオスはグラフのよ り詳細な解析によって と

らえ られ る可能性がある.エルゴ- ド測度 を用 いた確率モデルによる解析 と

ここで展開 したよ うな有限状思モデルによる計算論的な解析 との内在的な関

連 を明 らかにすることが ､本研究の最終的な 目榛である.
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