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始 め る前 に

可 積 分 一l生 と 解 の 展 開

1989.Dec.名大 ･理 ･物理 石井稚治

単に現象 としてではな くカオスをとらえるために､まず可稜分性の考察から始めた

い｡もっともここではカオスのす ぐ手前にある logを含む無限多価可穣分性にまで

しか近づ くことがで きないが｡

1.特 婁 点同 r)の解 の 摩顕

系が可積分の場合､解はしば しば楕円関数になる｡そこで動 く特異点はすべて庵で

あると要請することにより､た くさんの可積分系が発見された｡1) この要請をみた
′

す系は Painlevepropertyをもっ といわれる｡ ここでは､このような特異点回 りの

展開及びその不可能性を通 じて系の特性を探 る｡解の展開をみるために少 し準備 しよ

う｡例を使 う｡

･=Stlxy脇 =O

とする｡有理形の解をもっためには T=t-to,Ⅹ=i≡oci Tel十㌦ =i≡｡diTe2+i,

とおいたとき Tの最低次が第 1項 と2項で釣 り合 う必要がある｡△=0の場合､

le･1,e2】=卜2,-3】,【co,do】=【6,-121 とおけはよい｡このような負の有理

数 【el,e2】 を'ドミナントという｡ また L(t)=【co･ doュ

をドミナン ト曲線を呼ぶことにしよう｡x,yを△に代入 して でのベキで整理すれば､

△(X,y)=(△o+△lT+△2T2十･- )

となる｡ここに △k(klO)は
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･k= L-; ≡+k二歳 j･ 配 ::dd kk I ll::∴ ;:', ≡:;j

I 'k': .ド;22:k:3.11 ]

である｡

とおく｡detI(汰)iOのときはいつでも帰納的に △k を0にできるから､解の構成に
とってdetI(k)=0が問題になる.このようなkをレゾナンスと呼ぶ｡以上の準備の

もとに問題が整理される｡またこれ以後 ドミナン ト及び ドミナン ト曲線をもっ系だ.け

を考える｡

2.解 の 金 価 件 とカ オ ス

ck-=竃 誓 .C三,b三;誓 7gk崇 ,入It誓 言 rAkk::',jki clk,'ASkt'ika-1t'二 ･.cool･般
解は以下の場合に有理形でな くなる｡

A･rが整数で､ △o=△1=･-=△r_1=0 なる eo･ ･‥･ C工･-1 の選択に

対 して･Sr(cr-1,-･,Co)≠ImI(汰)の場合｡

B.rが整数でないとき｡

Aの場合､Laurent展開がいきづまって logTを含む展開が必要になり､Bの場合､

任意定数がな くなってしまう｡いづれの場合も一般解は多価あるいは無限多価になる｡

Lorenz系な ど△(6,x(T))=0 のようにパラメータ⊥ eをもっ系で､ E の変化によ

り解が有理形でな くなるときカオス的にふるまう数値計算の例e)がある｡また､ある

グラスの非 自励系で △(6,x(t),t)=0が logtを含む展開をもっときメルエコフ

関数が恒等的には0でな くなって しまうことが証明されている｡ 3) 特異点回りで有

理形の展開が不可能になるという'事態をカオえは引き超こしているのか? それは何
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に起因するのだろうか?

3,可 椅 脊 椎と解 の展 開

この問いに消極的な方向から近づ くのか以下の2つの定理である｡

定理 1 (石井､1989) ;AがA,Bをみなすなら△=0は toの回りでい くつかの任

意定数を含む有理形ない.Lは Puisedux級数形の解をもち､すべてのレゾナ

ンスは整数になる｡

iZI
A･△=0は to=¢+t 形でない Xk-1･tの有理形第-積分をn-1舶
つ｡その第-枚分は ドミナント曲線Lを含む定義域をもっ｡

B.Lの近傍で第-積分の Tに関する最低次は独立である｡

定理 2 (石井､1989) ;△がAをみたすとき△=0の解は Puisedux展開できず､一

般に logTを含む展開を要する｡

iく00

A･△=0は ◎=a'きpì logc壬,- ,logc孟i'なる第~検分をもっ｡

pi'Yl･Y2, ･･･,Ymi'は Yl, ･･･,Ymiに関する多項式､a･弓

は 電 1,t の有理形関数で 豊 (L),の Tに関する最低次は0でない｡

要約 しよう｡まず系が有理形の横分を十分もっなら解は Puisedux展開できる｡

painlev6propertyは定理 1の特別な場合である｡横分が 10gを含んで無限多価に

なる場合､一般に解も無限多価になることを定理2は示している｡この場合レゾナン

スが整数であることもいえる｡しかし物理的な現象の場合､たいてい座標値は実数で

あり､適当に分岐をとれば第-枚分中の logの多価性は表面化 しない｡解 も一義的

に決定可能でありカオスは起こらない｡
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_4,_準 急

結局､特異点回 りの展開が無限多価であるとしてもレゾナンスが整数であれば､そ

れが直接カオスと結びつ くわけではな く､稜分の log形無限多価性を反映 している

場合があ~りうる｡つまり､解及び故分の無限多価性がカオスを生 じる直接の原因では

ないのである｡
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