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Long-Moody construction of braid group 

representations and Katz'middle convolution 

By 

廣恵一希＊

Abstract 

本稿は千葉大学の根上春氏との共同研究 [6]の概説である．組紐群の Burau表現の一般化として

Long-Moodyによる組紐群の誘導表現の構成法が知られている．一方でKatzのmiddleconvolution 

と呼ばれる自由群の表現の構成方法が知られており，複素領域の微分方程式論では近年でも活発に

研究がなされている．本稿では全く異なる文脈から得られたこれらの表現の構成方法が，局所系係

数のホモロジ一群を介することで統一的に理解され，この 2つの構成法を統一した新しい表現の構

成法が得られることを解説する．

§ 1. Long-Moodyの誘導表現と Katzの middleconvolution 

この節では Long-Moodyの誘導表現とよばれる組紐群の誘導表現と， Katzの middle

convolutionとよばれる紀＼｛n個の点｝上の複素局所系の変換を導入しよう．

§ 1.1. Long-Moodyの誘導表現

まず Long-Moodyによる組紐群の誘導表現 [8]を紹介する． Bnで n本の組紐の生成

する組紐群を表す．組紐群 Bnは抽象群としては n-l個の生成元び1,...，びn」と関係式

びi(J]● ＝ びjc,i, Ii-JI 22, 

びiびi+1びi= <Yi+lびiびi+1

によって与えられる．また Fn=〈m,．．．，%〉で階数nの（非可換）自由群を表す．次で

定める群準同型 0Ar:Bn→Aut(Fn) 

恥（叫(xJ)＝{：；：1：叫叫＋1：9 : ： ＋1 
Xj j-# i, i + l 
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はしばしば凡の凡への Artin表現などと呼ばれる．この 0Arによる凡と Bnの外部

半直積を Fn><lgAr Bnとおく．以下 0Arを省略してしばしばFn><IBnと書く．

このとき Longは半直積群Fn)<IBnの表現p:Fn)<I Bn→GL(V) (Vは体K上のベク
トル空間）から，組紐群Bnの表現p+:Bn→GL(V①n)を次のように構成した．

P+（叫：＝
i-1 

p（叫

p（叫

p（叫
0 p(O"凸）

p（叫 p（叫ーp(O"凸＋1)
n-i-1 

p（叫

p（叫

p(a』

i = 1,...,n-1.ただし右辺の行列は直和v伽に沿ったブロック行列である．特にdimV=
1の場合は炉はBurau表現とよばれる組紐群の表現の中でも基本的な表現となっている．

さらに Gassner表現 Jones表現 Lawrence表現 Lawrence-Krammer-Bigelow表現な

ど様々な組紐群の表現たちが，この Long-Moodyの誘導表現によって半直積群Fn><I Bn 

の1次元表現から構成できることが知られている（たとえば［1]を参照）．

論文 [8]においてLongは上の炉についての様々な構成方法を与えている．その中でも

群環k[F』の添加イデアル(augmentationideal)を用いたものをここでは紹介する．群G

が体K上生成する群環k[G]において，その添加写像c k[G] う ~gEGCg. g f--t ~gEG Cg E k 

の核IG:＝ Ker€ を G の添加イデアルと呼んだ．この IG は両側 k[G] イデアルとなるが，

特に G=凡の場合は 0Ar:Bn →Aut(Fn)がKerEを不変にするため， IFnは自然に Bn
の作用も持つこととなる．

一方で p:Fn ><I Bn→GL(V)によって Vを左k[Fn><1 B』加群と見ることで k[Fn]加
群のテンソル積

I几 Rk[F』V

を考えることができるが，これはIFnとVが持つBn作用によって左k[B』加群と見ること

ができる．このBn作用を IFnの自由k[Fn]加群としての標準的な基底 Xi-1, i = 1,..., n 

によって書き下したのが上の炉（の）の行列表示に他ならない．

この添加イデアルを通した構成法を用いて Long-Moodyの誘導表現を少しだけ一般

化しておく．群Gと準同型 a:G→Aut(Fn)の対 (G,a)をaが0Arを経由するときに
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Artin表現と呼ぶことにしよう．すなわち Artin表現(G,a)が与えられたとすると，準同

型a恥： G→凡が存在して a=0Ar O CYBれが成立するため， Gは凡に組紐群の Artin

表現を経由して作用していることになる．

Definition 1.1 (Long-Moody関手）． ModRで環R上の左加群の園を表す．（G,a)を

Gの凡へのArtin表現とする．このとき

£M: Modk[Fn心 G]ぅV→ I几叡[Fn]V E Modk[G] 

をLong-Moody関手と呼ぶ．

§ 1.2. Katzのmiddleconvolutionの行列表示

Katzは[7]においてmiddleconvolutionとよばれる C（あるいは]pil(C)）上の偏屈層の

変換を導入した．これはガウスの超幾何関数の積分表示式

F(a,(3，"(;Z)＝い） 100tB→(t-lp-a-l(t -Z)―13 dt 
r(a)r('Y -a) 11 

のある種の一般化とみなすことができ，整数論のみならず複素領域の微分方程式論におい

て現在でも盛んに研究されている．一方でDettweiler-ReiterはKatzのアイデアに基づい

てmiddleconvolutionをC¥{a1,...,an}上の複素局所系としての再定式化を [3]で与えた

（ここでaぃ．．．，anはCの異なる n点）．

Dettweiler-Reiterによる middleconvolutionの再定式化を紹介する． C¥{a1,...,an} 

上の複素局所系を基本群1r1(C¥ { a1,..., an})の表現p:1r1(C¥{a1,...,an}）→ GL(V)と

みなすと，基本群1r1(C¥{a1,...,an}）が各点aiを回る単純閉曲線Xiによって生成される

自由群Fn=〈m,．．．,%〉であったことから，その表現を考えることは各生成元Xiに対応
する gi:= p（叩） EGL(V)の組 (g1,...,gn) E GL(Vrを考えることに相当する．この線

形変換の組(g1,...,gn) E GL(Vrに対して，複素数入 Eexに付随しtこconvolutionC入
を

C入： GL(V)nう(g1,・ ・ ・, gn)→ （釘．．．，＠） EGL(VEBn)尺

idv 

idv 

Gi := I g1 -idv ・ ・ ・ 9i-1 -idv入9i入(gH1-idv) ・ ・．入(gn-idv) 1, 
idv 

idv 
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i = 1,...,n, として定義する．また V〶n の部分空間として

, 0 

゜厄：＝ IKer(gi―idv) I i番目，
n 

.c := n KerGi 

゜
i=l 

゜なるものを考えるとこれらは＠， i= 1,...,nの不変部分空間であることがわかる．特に
入#1のときに＠， i= 1,...,nが誘導する商空間V:= vEBnj(〶~=I}Ci+£)の線形変換
をGi,i = 1,...,nと書いて，対応

MC入： GL(V)れう (g1,...,9n) r-+ (G1,..., Gn) E GL(Vr 

を入 E<C¥{0, 1}に関する middleconvolutionという．

表現p:Fn→GL(V)によって Vを左k[F』加群とみなすと， convolutionとmiddle
convolutionはLong-Moody関手の場合と同様に関手

を定める．

C入： Modk[F』→Modk[Fn]

MC入： Modk[Fn]→ Modk[Fn]

§ 2. ホモロジー的 Euler変換

前節でみた middleconvolutionとは実は f(z)→恥(J)(z):= J J(t)(z -tf dtとい
う（適当な積分路についての）畳み込み (convolution)変換の類似物と思える．このことを

より明確にするために， convolutionを局所係数ホモロジ一群を用いて再定式化する．さ

らにこの再定式化によって middleconvolutionとLong-Moodyの誘導表現が同時に得ら

れることを説明する．

§ 2.1. Fnと凡の幾何的実現

Dec＝配を十分半径の大きな閉円盤であって， a1= (1,0),...,ai = (i,O),...,an = 
(n,O)をその内点に含むものとする．このとき Qn:= {a1,...,an}とおき，また d€ 8D 

を境界上の一点とする．そして dを基点として各aiの周りをまわる（適当に向きを付け

た）単純閉曲線を叩とおく．ただし各叩の内部に Qnの点は aiのみが含まれるとして

おく．このとき

1r1(D¥Qn,d) =〈xい・・・ 9%〉＝ Fn
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となることはよく知られている．すなわち自由群 FnはD¥Qnの甚本群として現れる．

一方で組紐群Bnは位相対 (D,Qn)の写像類群叩(D,Qりと次のように同型であること

が知られている．各i= 1,...,n -1に対して half-Dehnツイストとよばれる位相同型
巧： D→Dを

叫—叫：＝｛eZX-p(a:％ i|z -at|）（z -aJ 
-(z -ai) 

と定めると冗€洲(D,Qn) であって，写像

ry: Bn一皿(D,Qn)

びi←→ Ti 

は群の同型を与える．

(lz-ail21) 

(½さ |z-ail~l)

(lz -ail さ½)

f€ 洲(D,Qn) は D/Qれの自己同相を与え，さらに境界上の点を動かなさいのでこの

fによる押し出しによって群準同型叩(D,Q叫ぅfr--+f* E Aut(1r1(D¥Qn,d)）が得られ，
さらにこれは単射であることが知られている．従って同一視Bn竺郊(D,Qn)のもとでBn

からAut(Fn)への準同型が得られることになるが，これはArtin表現0Ar:Bn→Aut(Fn) 
に他ならない．

§ 2.2. ホモロジー的Euler変換

Xを連結な位相多様体として， K上のベクトル空間の圏に値をとる X上の局所定数層

（以下， K局所系）を，点dEX上の茎をとることで，群環k[1r1(X,d)］上の加群と同一視

して以下これらを区別しないこととする．

Definition 2.1 (Kummer局所系）． WE1r1(CX)を原点を回る単純閉曲線で1r1(C勺竺

zの生成元とする．このとき 1次元表現p:1r1(C八Co)→GL1(k)に対応する局所系を
入：＝ p（w) e kXによって応とかいて Kummer局所系とよぶ

Definition 2.2（点の配置空間）．位相多様体M に対して， Mnの部分多様体

凡 (M):= {(mふ＝1,2,…，nE Mn I mi -:/ m1, i -:/ j} 

はM上の n点の配置空間とよばれる．

さて C¥Qn上の 2点の配置空間石(C¥Qn)= {(t, z) Eび |t-:/ z and t, z rf_ Qn}を考
え，第一成分，第二成分それぞれへの射影をprt,przと書くことにする．さらにt-zに

沿っての射影を

prt-z:石（C¥Qn)う(t,z)→t-z E Cx 

と書く．
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さて Vをk[Fn~ Bn]加群としよう．同型Fn竺1r1(D¥Qn,d)~ 1r1(C¥Qn,d)によって

VはC＼仏上の K局所系とみなすことができる．したがって Kummer局所系 k入に対し

て，石(C¥Qn)上の K局所系を

C(V,Krr) := pr;(L)翫 prい(K刈

と定めることができる．さらに射影prz：石（C¥Q砂→ C¥QnのzE C¥Qnにおけるファ

イバー pr-;1(z)はC¥(Q正」{z}）と自然に同一視できる．したがって埋め込み伍： C¥(QnLJ

{z})=p□(z)'-----+石 (C¥Q叫による引き戻しで， C¥(Q叶」{z}）上のK局所系心(C(V,Kり）
を定めることができる．

Definition/Theorem 2.3 (ホモロジー的Euler変換． cf.H.—根上 [6]). Vをk[Fn〉

B』加群とする．このとき 1次ホモロジ一群 H1(C¥(QnLJ {z}）；心(C(V,K入）））は自然に

k[Fn ~ B』加群の構造を持ち，これを k[Fn~ B』加群VのKummer局所系K入に関す

るホモロジー的Euler変換という．

さらにより一般に次が成り立っ．（G,a)を凡への Artin表現とし，半直積群Fn心 G

を考える．このとき Vをk[Fn心 G]加群とすると， H1(C¥(QnLJ {z}）；心(C(V,K入）））は

自然に k[Fn心 G]加群の構造を持つ．

したがってホモロジー的Euler変換によって Modk[Fn心 G]上の自己関手

£入： Modk[Fn~ 。 G] ぅ V ←→凡(C¥(QnLJ {z}）；バ(C(V,K入））） EModk[Fn心 G]

が得られることになる．この関手らも同様にホモロジー的 Euler変換と呼ぶことにし

よう．

ここで定めたホモロジー的Euler変換は前の節でみた convolutionとLong-Moodyの

誘尊表現を同時に実現する．

Theorem 2.4 (H．根上 [6]).Vをk[Fn)<lBn]加群として， p:Fn><lBn→ GL(V)を

対応する表現とする．また入ヂ 1であると仮定する．このとき Kベクトル空間としての

自然な同型

H1(D¥(Qn LJ {z}）；心(C(V,K入）））竺 V①n

が得られ，この同型によって k[Fn><1B』加群H1(D¥(QnLJ {z})；心(C(V,K刈））に対応す
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る表現p入： Fn~ Bn → GL(V〶n) は次のように書ける．

似（叫＝

p（叫

i = 1,...,n -1, 

P入（叩） ＝ 

idv 

i-1 

p（叫

p（叫
0 p(a叫

p（叫p（叫ーp(aiXi+l)

idv 

n-i-1 

p（叫
p(a』

p（叫

p(x1) -idv ・ ・ ・ p(xi-1) -idv 入． p(xi) 入 •(p(xH1) -idv) ・ ・．入・ (p(xn) -idv) 

idv 

idv 

i = 1,...,n. 

Rを環R'をその部分環としたときに R加群を R'加群と自然にみなすことができる

が，それによって定まる関手を Res伶： ModR→ModR,と書くことにしよう．このとき
上のことから関手の同型

£M竺冗esk[Fn)qaG] 
k[G] oふ

が得られる．さらに Artin表現として G= {e}, a: {e}'-----+ Aut(Fn)を考えると，関手の
同型

C入竺£入

が得られる．
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§ 2.3. ホモロジー的middleconvolution 

Katzのmiddleconvolutionの理論ではC¥{n点｝上の局所系をC，あるいはlP'1(C)上の

偏屈層とみなす際に，中間拡大(middleextension)あるいは極小拡大(minimalextension) 

とよばれる操作が璽要な役割を果たす．この類似物が我々の局所係数ホモロジーを用いた

Euler変換においても次のように考えることができる．

Definition/Theorem 2.5 (ホモロジー的middleconvolution. cf. H．根上 [6]).

凡へのArtin表現を (G,a),Vを左k[Fn心 G]加群とする．このとき

hMC入(V):= 

Im (H1(C¥(Qn LJ {z}）；心(C(V,K入)))→ H四(C¥(Q叶」{z}）；心(C(V,K入））））

は自然に k[Fn心 G]加群の構造を持つ．これを k[Fn><la G]加群VのKummer局所系

応に関するホモロジー的middleconvolutionという．

これにより Modk[Fn心 G]上の自己関手

hMC入： Modk[Fn心 G]ぅV← hMC入(V)E Modk[Fn心 G]

が定まる．これも同様にホモロジー的middleconvolutionと呼ぶことにしよう．

このホモロジー的middleconvolutionは次に見るように， 1.2節で与えたKatzのmiddle

convolutionのホモロジーを用いた再定式化となっている．

Theorem 2.6 (H．根J::[6]).入Ek¥{O, 1}とする． A廿in表現としてG={e}の場合
をを考えると，関手の同型

MC入 ~hMC入

が存在する．

§ 2.4． 部分圏VNT

Definition 2. 7（概自明k[F』加群）．各aiE Qnに対して射影pra;:C¥Qn 3 t→ 

t -ai Eぐを考える．このとき k[Fn]加群Tが概自明 (almosttrivial)であるというの

を，ある Kummer局所系K と点aiE Qn があって T~p点（K) とできるときに言う．

Definition 2.8（部分圏VNT).Modk[Fn心 G]の忠実充満部分圏 VNTをMEVNT 

であることを M-/{O}であって

Homk[Fn] (M, T) = Homk[Fn] (T, M) = {0} 

が任意の概自明k[F』加群Tに対して成り立つこととして定める．

この部分圏VNTはKatz[7],Dettweiler-Reiter[3], V6lklein[9]それぞれに現れるが，こ

こでの記号はV6lklein[9]にならった．



15
LONG-MOODY CONSTRUCTION OF BRAID GROUP REPRESENTATIONS AND KATZ'MIDDLE CONVOLUTION 

Theorem 2.9 (H．根上 [6],cf. Katz[7], Dettweiler-Reiter[3], Volklein[9]). 

入EC¥{O, 1}に対して， MC入はVNTから自分自身への共変関手であって以下が成り

立っ．

1.入EC¥{O, 1}に対して， hMらは VNTから自分自身への圏同値を与える．また

hMC入→がその逆関手を与える．

2.ふ，入2EC¥{O,l}に対して

hMC入1ohMC入2=hMC入心

がVNTにおいて成立する．

ここから直ちに次が従う．

Corollary 2.10 (H．ー根上 [6],cf. Katz[7], Dettweiler-Reiter[3], Volklein[9]). 

入EC¥{O, 1}に対して， VEVNTが既約k[Fn~ B』加群であることと hMC入(V)が

既約k[Fn~ B』加群であることは同値．

§ 3. Fiber-type arrangementのモノドロミーヘの応用

前節までにC¥{n点｝上の K局所系における変換であったKatzのmiddleconvolution 

を，組紐群Bnの作用も込めて k[Fn><1 B』加群の間の変換として自然に拡張できること

を見た．さらに Artin表現 (G,a)を考えることによって， middleconvolutionの理論を

k[Fn心 G]加群にまで一般化することができた．このように Bnを異なる群Gに置き換

えることで，様々な重要な局所系の間の変換として middleconvolutionが拡張されるこ

とを最後に説明しよう．

Definition 3.1 (Stri叫 ylinearly fibered arrangement). AをCl+1の超平面配置とす

る．このとき Aがstrictlylinearly fiberedであるというのを， Cl+1の遥当な座標を

選んで得られる射影p:(Cl+l :::l (x1,..．，叩＋1）f----+(x1,..．，叩） E Clに対して， Clの超

平面配置Bがあって以下を満たすときにいう．すなわち， p(<Cl+l¥A) = <C八Bであって，
p: (Cl+l¥A→ C八BはファイバーがC¥｛有限個の点｝であるようなファイバー束となっ
ている．

このとき特に超平面配置AはB上strictlylinearly fiberedであるといわれる．

このstrictlylinearly fibered arrangementに対し，次が成り立つことがCohenによっ

て知られている．

Theorem 3.2 (Cohen[2]). BをCl内のm個の超平面の配置 AをCl+1内のm+n

個の超平面の配置であって， AはB上strictlylinearly fiberedであるとする．さらにC八B
はaspherical,すなわち m(C八B)= {O}, i 2 2であると仮定する．このとき自然な群準
同型n:m(C八B)→几があって，これにより同型

m(Cl+1¥A)竺 Fn)<I7r1(<C1¥B) 
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が得られる．

したがって超平面配置A,Bが上の定理の仮定を満たすとすると，対 (G,g)として群

7r1 (C1¥B)と準同型1r1(C八B)馬 pn→Bnを選ぶことができ，さらに同型1r1(Cl+1¥A)竺
Fn)<]1r1(C八B)があることから，次のことが直ちに従う．

Corollary 3.3 (H．ー根上 [6]）．超平面配置A,Bは定理 3.1の仮定を満たすとする．こ

のとき巧汀を定義 2.8によって定まる Cl+1¥A上の K局所系の圏の忠実充満部分圏とす

る．このとき MC入，入 EC¥{O, 1}はV]Tから自分自身への圏同値を与える．

Cohen[2]に様々な strictlylinearly fibered arrangementの例が紹介されているが，例

えば C 上の n 点の配置空間互~(C) = {(x1,...,xn) E en I Xi -:p Xj, i -:p j}はstrictly
linearly fibered arrangementの補空間の典型的な例である．よく知られているように，こ

の空間の基本群は1r1(Fn(C)）竺几と純組紐群と同型であり，この場合に系 3.3は原岡 [5]

による純組紐群の middleconvolutionを復元する．またその他では B型の Coxeter配置

なども strictlylinearly fibered arrangementの例として知られている．

さらにアファイン空間 Cn上の一般の超平面配置に関しては原岡 [4]によって微分方程

式に対する middleconvolutionが定義されている．我々の系 3.3はこの原岡の超平面配置

のmiddleconvolutionの一部に対して，局所系における対応物を与えていることになる．
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