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少数結合振動子系における解の遷移現象

北海道大学大学院理学研究科 伊藤賢太郎

解の遷移現象を示すモデ、ル方程式として、三つの Stuart-Landau方程式を repulsiveに結

合した系を考える。この系において複数の振動ノミターンを時間変化とともに不規則に移り

変わる現象が現れることと、その状態に至るまでの分岐構造について解析した結果を報告

する。

1 はじめに

同一の要素を対称に結合した系は様々な対称性をもった解が表れることが知られてお

り [1，2]、複数の周期解を時間変化と共に移り変わる現象が粘菌振動子系 [3]や化学反
応系 [4]において報告されている。複数のカオス的な状態を移り変わる現象としては、

crisis-induced intermittency [5]が知られている。これは、複数のアトラクターが融合し

た(attractormerging crisis)場合や、カオスアトラクターが不連続に巨大化したCinterior

crisis)場合にみられる現象である。 attractor-mergingcrisisの場合は、軌道はcrisisが起

こる前に存在していたアトラクターの一つに長時間止まった後、やがてその領域を離れ、

別のアトラクターが存在していた領域に移るといった振る舞いを繰り返す。

我々は単純なモデ、ル方程式の分岐構造を解析することにより、 2種類のカオスへと到る

ノレートを発見し、複数のアトラクターが合わさって巨大なアトラクターとなることを確認

し、これらの結果から解の移り変わり現象がおこるメカニズムについて説明を与える。

2 モデル方程式

我々はモデ、ル方程式として、 Stuart-Landau方程式 [6，7]を3つ結合した系の分岐構造
を調べた。 Stuart-Landau方程式はHopf分岐を示す標準系であり、位相振動子との大き

な違いは、位相の他に振幅の自由度を持ち、位相速度が振幅依存性をもってるである。た

だし、それぞれの要素は同一であるとし、結合は反発的であるとした。反発的な結合は、

それぞれの要素が同じ状態に揃うことを妨げる効果を持つ。式は以下のように書ける。

わ=(α+i)zj一(1-is)lzjl2Zj +κ乞(Zn-Zj)ぅ (1) 
n=l 

sfま振幅依存性をあらわし、 κは結合定数で反発的な効果を出すため負であるとした。

-662-



「非線形振動子系の物理学:現代的問題とその解析J

::建手陣。

「日1
T-f 
「門「

ゆ

ハ
υ
今

L

A

T

-

-

-

ー

…山口一汗一一世

V 

固w

14 

12 

同一

10 

4 

。
-2 

K 

-3 
自
4 

図 2:52トーラス間を間欠的に移り変わ

る解の振幅Tj(=IZjl)の時系列。 α=-1、

κ=  -3、 s= 9_80 

図 1: (κ?グ)上における各種の解が安定

な領域。 1:自明解、 11:巡回的な解、 111:部

分反位相、 IV:52トーラス、 V:安定な周

期解及びトーラスが存在しない領域(カオ

hス解)

結果

はじめに、我々は自明解からの分岐を追うために、 α=-1の場合について振幅依存性F
と結合定数κを変化させることにより解の分岐構造を調べる。また、各要素がlimitcycle 

振動子となる α=1の場合についても分岐構造を調べてし、く。

・α=-1の場合

安定な周期解、準周期解が存在するパラメータ領域を示したものが図1である。 κく -1/3

においては多様な周期解が存在しており、それぞれの周期解は以下の通りである。

3 

巡回的な解:(Zl(t)ぅZ2(t)，Z3(t))ニ (f(t)， f (t) e -2;iぅf(t)e一王子)
部分反位相解:(Zl (t)ヲZ2(t)，Z3(t)) = (0， f(t)ぅ-f(t))

ただし、 f(t)= Rei((l十βR2)t十(}o))、Rニゾ-1-3κ。この他に部分間位相解 (Zl(t)= Z2(t)) 
が存在するが、この解は常に不安定である。これらの周期解は分岐点 κニ -1/3において

自明解 (Zl= z2 =勾=0)から分岐したもので、分岐直後に安定なものは巡回的な解のみ

である。 9がある程度以上大きい場合は、 κを下げていくにつれ、巡回的な解がsubcritical
なHopf分岐により不安定化し、部分反位相解が subcriticalなHopf分岐により安定化す

る(図 1、拡大図)。さらに、 κをさげていくと安定な部分反位相解は、 Hopf分岐により不

安定となり、かわって安定な準周期解が現れる。この準周期解は、原点に止まっていたZl

が振幅IZllの小さい領域で振動する。振幅および位相差について周期性があり、もともと
反位相であ.った二つの要素勾、勾に関して、 Z2(t十九/2)1= IZ3(t)1の関係が成り立つよ
うな解である。ただし、 T2は振幅IZ21、|ね!の周期であり、内側の軌道の IZ11は周期五/2
で振動する。以降、この準周期解の乗っているトーラスをめトーラスと呼ぶごとにする。

安定ならトーラスは、振幅依存性を上げていくと subcriticalpitchfork分岐により不安

定化し、その分岐点を越えた付近で不安定化したらトーラス間を間欠的に移り変わる解

が現れる O
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図 3:82トーラスの分岐図 (α=1)0 IV 

(太い曲線で上下を挟まれた領域): 82 トー

ラスが安定、灰色 :81トーラスが安定。

図 4:82 トーラスの模式的な分岐図。 (a)

κ= -4.0、 (b)κ 二一3.7。

-α ニ 1の場合

α=  -1の場合に得られためトーラスからパラメータを変化させ、解の枝を追ってい

くことにより α=1の場合のらトーラスが得られる。そのめトーラスの分岐構造を調

べたものが図3である。広いパラメータ領域で、安定なめトーラスが存在しすることが

わかる。 α=-1の場合と異なり、 82トーラスから pitchfork分岐により分岐した対称性

の破れたトーラス (81トーラスと呼ぶことにする)が安定な領域が存在することがわか

る。図 5は同じ 82トーラスから分岐した二つのあトーラスの分岐図を示し1.こものであ

る。パラメータを変化させるにつれて、このあトーラスが周期倍分岐ルートを通してカ

オスとなり、また、このカオス同士が融合することにより、より大きな高い対称性を持つ

カオスへと遷移していくことがわかる。このとき、 crisis-ind uced intermittencyが起こり、

融合する前にアトラクターが存在した領域間を軌道が移り変わることを確認した。この

attractor-merging crisisにより、カオスアトラクタ}の数は6から 3へと変化するが、さ

らに9ニ 12.62付近においてcrisisが起こり、 3つのアトラクターが 1つになる。

4 まとめ

我々 は、 Stuart-Landau方程式の結合系の分岐構造と時系列を調べることにより、二つ

のカオスへと到るルートを発見した。一つは、 82トーラスから間欠的遷移を経てカオスへ

到るルート。もう一つは、 82トーラスから pitchfork分岐、周期倍分岐を経て複数のカオ

スアトラクタとなり、それらが合わさって大きなアトラクターへと到るルートである。こ

れらの結果により、 α=-1のときにみられた間欠的なトーラス間の移り変わりは、複数

のカオスアトラクタが融合して生まれた巨大なアトラクタ内の不安定なトーラスの不安定

性が弱くなったことにより、軌道のトーラス近傍の滞在時間が大きくなったものであると

解釈することができる。
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図 5:51トーラスの分岐図 (κ=-3.7)。ポアンカレ断面は γ2= r3であり、内ーの >0

を満たす点のみプロットした。 s= 12.02において二つのアトラクターが融合しているこ
とがわかる。
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