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1 序

StochasticResonanceの最初の研究は､約十万年周期で氷河期と間氷期を繰り返す地球の気候の変動に

関してR･Benziらによってなされた【1】｡このようなblJ的な気候の変化の強い周期性は地球の軌道の偏心

が周期的に変化していることだけでは説明できなかった｡彼らは二つの安定な定常状態をもつ "climatic

potential"を考えることによって､偏心のごく小さな周期的変動(signal)とランダムな揺らぎ(noise)との

協同現象が､観測されるような強い周期性を説明し得るかもしれないということを示唆した｡

StochasticResonanceは､二状態の系 (bistablesystem)におけるcoherent-signal とrandomnoiseの

二つの入力と､系の内部のdynamicsによって決まる出力とに対するメカニズムである｡ある系を"black

box"として見たとき､入力のsignal とnoiseを変化させてやると出力はどのように変化するであろうか｡

線形応答理論によると､線形な dymamicSをもつような系においては､出力のsignal一七0-且oiseratio(SN

比)は入力のSN比に等しい｡つまり入力のnoiSeの大きさを増していけば出力のSN比は減少していくこ

とになる｡これとは対照的に､StochaBticResbnanceの特徴として､入力のnoiseの増加に伴って出力の

SN比が改善され得る､ということが挙げられる｡これは､パラメタ(この場合は入力のnoiseの大きさ)

をsignalとうまく協調するような値 (二状態間の遷移頻度がsignalの周波数に近くなるパラメタ値)にと

ることによってSN比を最大化できることを意味しており､この意味で我々はこのメカニズムをStochastic

"Resonance"と呼んでいる｡

これまでに様々な実験に基づくStochasticResonanceの確認がなされてきた｡リングレーザー【2ト反

磁性体による系【3ト細胞膜を通しでのイオンの移動【4】等についてのStochasticResonanceが報告されて

いる｡中でも周期的に刺激されるsensoryneuronの活動【51やザリガニのレセプターにおける情報の伝逮

【6】等はStochaBticResonanceによる典型的な振舞いをみせている｡

また計算機実験､理論の研究もなされてきた｡B.McNamaJa,K.Wiesenfeldはdoublewellpotential中

におかれた｣つの粒子の運動

孟= F(a)+J5E(i)+ECOSLJ.t (1)

V(XJ)= -/血F(a)=一芸C2･iL34 (2)

<i(i)>-0,<E(i)E(l')>-8(i-t') (3)

で与えられるモデルを用い､StochaBticResonanceが起こることを明らかにしている【7】｡ここでi(i)は

Ga･u8Sianwhitenoise､Dはnoiseの大きさ､Eはsignalの割 高､wBは周波数である｡【7】に代表されるよ

うにこれまでの解析に用いられてきたモデルで入力として用いられているsignal は完全な周期関数だっ

た｡しかしながら､実際め系において8ignalはいつもスペクトルに幅を持っている｡このような観点より
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A.Neiman,LSchimansky-Geierが "harmonicnoise"をsignalとして入力した系について解析を行なった

【8】｡しかし残念なことに､計算機実験の結果があまり示されておらず､また計算機実験で得た値と理論値
には大きな開きがある｡

本報告書では【8】で紹介されたモデルを用いて計算機実験を行ない､さらにdouble-Gaussian 近似の手
法で解析を行なう｡

2 モデル

8ignal として入力するharmonicnoisey(i)は次の二つの確率微分方程式で与えられる｡

y = S

孟 - -rs一昭y+府 q(i)

ここで71(i)は平均と時間相関が

<77(i)>-0,<77(i)71(t')>-6(i-t')

で与えられるようなGallSSian whitenoiseである｡

y(i)のパワースペクトルS" (LJ)は

S"(U)-

1
入1･2=吉

er

LJ2r2+(LJ2-03)2
で与えられ､二乗平均は

とすると

<y2> =

<82> =

<ys> =

dl

(入1-人2)2 豊 ･右前

4

(expl-(Al･ 2̂)t]-1)

-主leXpト2人項 2eXPl-2̂2t･]
dl

(入1-人2)2lAl･i2鳥 篭 (expト (入1･ 入2,t･-1)

一入1eXpト2人1t]一入2eXpl-2入2t]

dl

(入1-人2)2(expl-Altトexpl- 2̂t･)2
となる【9】｡02.>筈 のとき､パワースペクトルが最大値をとるような周波数の値 upは

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

叫E

(12)

また､スペクトルの幅 △Stinを､パワースペクトルが最大値の 圭になるような周波数の値の差の絶対値で

定義すると

△O.･n =

Ul=
ul+nJl-
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となる｡.

次に､whitenoiseとharmonicnoiseを入力とする二つの安定な定常状態を持つ系を考えよう｡

丘 =F(a)+J55E(i)+y(i)

V(3)= -/dXF(3)-筈 一言

<E(i)>-0,<E(i)i(t')>-8(i-t') (16)

ここで､y(i)は確率微分方程式(4),(5)によって決定されるようなharmonicnoise､E(i)は71(i)とは独立

なGauSSianwhitemi se､DはmiSeの大きさである｡本研究においては方程式(14)で表されるモデル

を調べる｡

三次元の確率密度関数P=P(3,y,8,i)に対するFokker-Planck方程式は､方程式(4),(5),(14)より次
のようにヰき出される｡

孟p(3,y,8,i)-LP (17)

ただしLは演算子で

L :-孟(- 3･y)藩 一芸(-rs一軸 .賭 .Erg (18)

3 計算機実験

確率微分方程式(4),(5),(14)に基づき8(i),y(i),3(i)のデータをとり､高速フーリエ変換を用いてスペク
トル推定を行なう｡さらに､入力におけるnoiseの大きさを変化させ､出力におけるパワースペクトルの

帽の変化､SN比のデータをとる｡

3.1 確率微分方程式

まず､方程式(9,(5),(14)を差分化するo形式的に積分して(△t)3以上の項を無視すると

S(t･At)-S(i)-rs(i)△t･喜(r2log)S(i)(At)2-oZy(i)△t･芸m3y(i)(At)2●

･- r atd軸 '-r- r Atdt/Jt'dt"q(t〝,

y(t･△t)- y(i)+S(i)△t-;rs(i)(△t)2一芸03y(i)(△t)2

･-rAtdt,['d岬 ′)
3(i+△t)- 3(i)+(a(i)-3(i)3+y(i))△t

一言(1-33(i)2)(I(i)-3(i)3Iy(i))(△t)2･喜S(i)(△t)2

(19)

(20)

･Ji5r Aid嘲 ,'-'1-33't'2'J55r Atdt/['d棚 〝) (21)

R(i)-rAtd軸 ′)

Q't'=rAtdt,['dtW ,'
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とする｡Rm=IiimATl)Atdl'q(t'), Qm=ILmATl)Atdllli:A,dt"q(i′′)とおくと ､
<RmRn> = At6m,n

･Q-Qn, -;(At)36-,m

･R-Qn, - ;(At)28-,～

となる｡よって0,4,を平均O､分散1のGaussian分布をもつ独立な乱数とするとき

R(i)-

a(i)≡

ととれば'.このR(i),Q(f)は(24),(25),(26)の条件を満たす｡E(i)に関しても同様に､平均O､分散1の､
0,中とまた互いに独立なGau8Sian分布をもつ乱数 (,少をとれば

となる｡これらを(19),(20),(21)に代入して

S(t･At)- 8(i)-rS(i)△t･;(r2-03)a(i)(At)2-oZy(i)At･芸rnly(i)(△t)2

y(t･△t)-y(i)･S(i)△t-irs(i)(At)2-妄03y(i)(At)2

3(i+△t)-3(i)+(I(i)-3(i)3+y(i))△t
一芸(1I33(i)2)(3(i)-I(i)3･y(i))(At)2･喜S(i)(△t)2

(31)

(32)

(33)

を得る｡

3.2 高速フーリエ変換によるスペクトル推定

前小節の差分式より得た3(i)のデータより高速フーリエ変換 (FFT)を用いパワースペクトルのペリオド

グラム推定 (periodogram)を行なう【10】｡FFTを用いるとx(i)のN個の標本値列Pi(i-0,1,- ,N-1)

より昔+1個の周波数点 LJh= 実麓(A-0,1,- ,普)でパワースペクトルのペリオドグラム推定量を得る
ことができる｡しかし､ペリオドグラム推定のためにⅣ個の標本点列を選ぶということは､無限に長い標

本点列 3,･に､全標本化時間N△tにわたって1でそれ以外で0の値をとる矩形窓関数をかけ算している
ことになる｡また､LJhは各ビンの代表値なので一般に一つのビンでのパワースペクトルは矩形恵関数の

影響で実際には離れた周波数成分からのもれを含むことになる｡そこで､この状況を改善するために矩形

でないデータ窓を掛ける｡本報告書では窓関数にParzen窓

Wj-1-
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を用い､データを半分の重複を許して∬個の区画にわけ､各区画をFf､Tして得られた∬個のペリオド

グラムを平均してパワースペクトルの推定値を求める｡

次に､得られたパワースペクトルより二つの量を求める.まず一つ目は出力のスペクトルの半値幅 △00..i

を無次元化した量 RAflで

RAn-畿 (35)

により定義する｡ここで△0.･nは式 (13)で与えられる.また､出力のパワースペクトルは周波数点列 uk
に対して離散点列で得るので､正確にはスペクトルが最大値の 圭の値をとるような周波数値はわからない0

本報告書では､スペクトルが最大値の 書を越える或は下回る前後の周波数点の間を比例配分してやること

により△Oouiを決定した｡

二つ目はSN比である｡【71,【81で考えられているように出力のパワースペクトルS(U)が

S(LJ)=SBign(LJ)+Sno.･B(LJ) (36)

とSignalのパワースペクトル成分 S.ion､nOiseの成分 Sn.iBに分離できると仮定して､SN比 Rを

R-10loglO S(uma｡)
Snoie(umaC)

(37)

で定義する｡ここでuma=は出力のパワースペクトルが最大値をとるような周波数値である｡問題なのは

[7)のようにSBignが ∂関数的ではなく幅を持つので Sn.is(umoZ)の推定が難しいことである｡実際には､
入力するsignalをOとしたとき､つまりnoiseのみを入力したときの出力のパワTスペクトルSこ.,･Bをと

り､SのS..･gnの影響が薄いと思われる部分を用いてSに重ね合わせてS;i,として

snò.(umaC)-S;"(LJmac) (38)

とする｡

3.3 実験結果

バラメタの設定は【8】に準じて以後00-0.1,e=0.025とする｡
まず､D-0.04のときr=0.001,0.06に対してy(i),I(i)のデータをとりスペクトル推定を行なった
(図･1)-(図･5)0r=0･001のときx(i),y(i)とも(図11,図･2)非常に周期関数に近い形になっているo3(i)
のバワースベクトJYを見ても(臥5)r=0･001の方がr=0･06の場合と比較するとシャープにピークが
現れていて3(i)が強い周期性を持つことがわかる｡

以下序でも述べたようにスペクトルに帽を持つsignalの入力に興味があるので r=0.06の場合につい
て失政を進めた｡この場合の3(i),y(i)の様子は図.3,図.4に示した｡
次に､β を変化させて出力のパワースペクトルをとったのが図.6である｡

これらを用いてR△n,Rについて計算した(図.7,図.8)｡RAflの方を見てみると､興味深いことに出力

のスペクトルの方が入力のスペクトルの帽より狭い､つまりシャープに,ピークが現れていることがわかる｡

D=0.6のあたりで最も著しい｡Rはこれまで完全な周期関数を入力したときに見られたのと同じような

状態が現れている｡βを0から増やし始めると0.2程度迄はSN比は悪化するが､その後改善され始め

か=0.4のあたりでピークとなっている｡

以上の事実よりスペクトルに帽を持つ signalの入力に対してもStochaBticResonanceがおこっている

ことがよくわかる｡
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lQCO I200 1100 1仰 1100 2000
～

図 1･.r-0.001,00-0.1,e=0.025,D=0.4.と
したときの入力のsignal.

1IOl l一川0 1桝 1秒 20cc｢二■｢

tOO) 1200 Il00 1■lO 1NI) 紬○■I■

図 4:r=0.06,00-0.1,f=0.025,D=0.4.とし
たときの出力.

図 2:r=0･001,00-0･1,<=0･025,D=0･4･と A.0.
したときの出力.

1仲 1帥 NO I■沖 1■沖 …■l●

図3:r=0.06,Slo=0.1,f=0.025,D=0.4.とし
たときの入力のsignal.

u OJI OJ u 1 IJl■●叩

図 5: 出力 のパ ワースペ ク トルの比較.

tto=0.1,E=0.025,D=0.4.

図 6: 出力 のパ ワースペ ク トルの比較.

00-0.1,e=0.025,r-0.06.
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OOJE Ô OJI OJ 1 lJ IA IAO

図7:出力のパワースペクトルの幅の変化.no=0.1,f-0.025,r=0.06.

わ

川

ー●

川

●t■-1～

00J Ô OJ1 0J 1 lJ Î lJt
O

図8:SN比の変化 S10-0.1,E=0.025,r-0.06.

4 double-Gaussian近似

前章において計算機実験によりharmonicnoiseによってもStochaBticResonanceが起こることをを観

た｡この章ではポテンシャル中の粒子の分布を二つの安定点まわりの Gaussian分布の和と仮定し､新た

にそれぞれの分布に対するモーメントを定義して､Fokker-Planck方程式を用い StochaBticResonanceを

扱う｡

4.1 double-Gaussian近似

ポテンシャル中の粒子の分布 p(x,y,8,i)を､二つの安定点bL,bRまわりでのGaussian分元の和で近
似することを考える【11】｡

P(3,y,S,i)-aL(i)PL(3,y,8,i)+aR(i)PR(I,y,S,i) (39)

ここで aL,aRはそれぞれ粒子が左の或は右のポテンシャルの井戸にいる確率である｡またPL,R(x,y,8,i)
は安定点bL,bRを平均とするGaussian 分布で､共分散行列 ∑L,Rを用いて

PL,R - (27')号l∑L,RIBexpL喜(I-pL,R)TEL-,1R(3--PL,R)]
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EL,R -

儲 …;

qtLy･R)(i)
qyy(i)

0.V｡(i)

と書ける｡ここでC(i),a(i)はそれぞれ y,Sの平均である｡左右の分布がそれぞれ独立であると考えられ

るようにIbL-bRl≫ JiP,q皇宮)と仮定する｡
次に式(39)で与えられるdouble-G肌SSian分布を具体的に決定するわけだが､式(9),(10),
(ll)より

Er
qyy =

qBJ =

qvB =

(入1-人2)2[≒諾 .右前
4
(expl-(Al･ 2̂)t]l1)

一三leXPl-2入1t･-i2eXPl-2̂2t･]
Er

(̂ 1-12)2lAl･A2･荒 (expl-(入1･糊 -1)
-lleXPl12llt]-12eXPll212t]

Er

となる｡また､確率微分方程式 (4),(5)より

ic(i)- a(i)

孟d(i)= -rd(i)一触 )
であり､C(t),a(i)は

C(i)
入1eXpl一入2t】- 入2eXpト入1t】

a(i)= 昭

入1-人2

expl-llt]-eXPl-12t]
入1-人2

expト12t]- eXPト入lt1
11-12

a(0)

入1eXpト入1tト 入2eXpト入2t]
1̂-12

(43)

a(0) (44)

で与えられる｡ここで 入1,2 は式 (8)で定義されたものである｡

次にy(i)の変移如何に関わらず､左のGaussian 分布に従う粒子は左のポテンシャルの､右の分布に従

う粒子は右のポテンシャルの底をそれぞれ中心にして分布しており､y(i)の変移に大きく左右されるのは
正親化の係数のみであると考えて

聴 R)=O,聴 R)=O
と仮定する｡よって残りの aL,aR,bL,bR,qte),q盟)の六つの未知数を求めてやればよい｡
まず､aL,aR の定義より

･aL+aR=1
である｡

次に,左右のモ-メントを

･xLy-sn,L -/_Omゐエdyf:dsxLy-snp(x･y,S,i)
･xty-sn,R -1∞dx蔦dy/_:dsxLy-snp(I,y,S,i)

一 265 -
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で定義する｡Fokker-Planck方程式 (17),(18)を用いると

a
高 くxlymsnゆL

d

高 くxJymsn>R

孟エゐrudy蔦dsxLy-snp(I,y,S,i)
/-ow血/_:dyFu竜lCLy-snp(x,y,S,i,]
/_OJ X/_:dy/_wJsxLy-snLP(x･y,S,i)
L∞ぬたdy/_uJsxLy-snLP(I,y,S,i)

となるので､これらより残り五つの未知数を決定する方程式を導出する｡

<1>Lについて式 (49)を適用すると

a

&aL :
aLC

を得る｡<1>RについてはaR--hLを得るので新しい方程式は導出できない｡

<3>L,<x2>Lに式 (49)を適用すると

孟aLbL - aLbL-aLbL(3q禁'+bL2)･aLC
aR

eヰ 基 ]

孟aL(qiL3'+bL2)- 2aL(qt打 bL2)･2aLbL･2DaL
-2aL(3qtP2･6榔L2+PL4)

となる｡

右側についても同様に<3>R,<32>Rについて式(50)を適用すると

轟 bR=aRbR-aRbR(3qi雪'+bR2).abc

+刀 aL aR

孟aR(瑠 '･bR2) - 2aR(瑠 '･bR2)･2aRbRC十2DaR

12aR(3q盟'2･6qt5'bR2･bR4)

の二つの方程式を得る｡

以上の六つの方程式 (46),(51)～(55)よりdouble-Gaussia,n分布を決定する｡

4.2 時間相関関数

以下簡単のため3(i)についてのみ考える｡
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時間相関関数は次のように書ける｡

<3(i)I(to)>-_i::-::i-dxoW(I,tlxo,to)xRo(To,to)xo (56)

ここで､Po(xo,to)は初期状態での粒子の分布､W(I,tlxo,to)は初期状態からt-to後に粒子がxにい
る確率である｡

初期状態で粒子がポテンシャルの左側の底にあると仮定してやると

∬o =-1
Po(xo,to)- 6(xo+1)

である｡また､W(I,tlxo,to)はdouble-Gaussian 分布で与えられるので時間相関関数は

･3(i)I(to), - /dx/drop(3,)坤 o･1)(-1)

/
dXP(I,i)3

- -(aLbL+aRbR) (59)

となる｡Winer-Ehintcllineの定理よりパワースペクトルは時間相関関数のフーリエ変換で求められるの

で､I(i)のパワースペクトルS(W)はフーリエ余弦変換を用いて次のように表せる｡

S(u)- L㈲

I
dtcosut<I(i)I(to)>
00
dtcosLot(aL(i)bL(i)+aR(i)bR(i)) (60)

以上の理由より前小節で尊出した方程式よりaLbL+aRbRを数値計算によって求める｡

4.3 数値解析

方程式 (46),(51)-(55)をAdams-BaBhforth-Moulton法を用い計算機で解いた｡ilo,E,Fは前述の通り
でD=0.4のときaL,aRをプロットしたのが図.9である｡振動しながら減衰し0.5あたりに収束してい

ることがよくわかる｡

次にaLbL+aRbRを計算した (図.10)｡これも聴勤しながら減衰し0あたりに収束している｡これを

用いて-(aLbL+aRbR)のフーリエ余弦変換､つまり3(i)のパワースペクトルを求めた(図･11)｡ただし

-(aLbL+aRbR)(時間相関関数)が完全には0にならないので u-0のところに6関数的要素が現れる

が､それはプロットしていない｡noiseの大きさ(D)がある値(D-0.3程度)より小さくなるとある周波
数成分に負の値が現れ､うまくパワースペクトルを表していないように思われる｡

D=P.4のときこのフーリエ余弦変換と計算機実験で得たパワースペクトル(図.6)を比べてみた(BL12)｡
ピークの位置はよく一散している｡またu>umacのところで近似による結果は計算機実験の結果をよく

表してい~る｡しかしu <umacではあまり一致しなかった｡余弦変換にFFTを用いているので､3.2節

でも述べた通りU=Oでの 6関数的要素が周辺のビンに影響を及ぼしているものと推測される｡

このことよりS(U)=喜S(umal)を満たすような Uの値を知ることができず､スペクトルの幅の変化
(RAfl)については調べることができなかった｡
次にSN比の変化についてだが､これもStochasticResona,nceの特性が見られる範囲についてパワースペ

クトルがうまく求まらなかったので計算しなかった｡SN比を知ることができないとStochasticResonance

が起こっているのかどうか判断できない｡しかしながら先に示した図.10を見てもわかるように､β=0.4

のときはD=0,1,0.8のときよりもnoiseとsignalがうまくかみあってきれいに振動しているように思わ
れる｡
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図 9: aL,aR の 時 間 変 化 図 11:-(aLbL+aRbR)のフーリエ余弦変換･
00-0.1,亡=0.025,r=0.06,D-0･4･

暮1 41 ● 抄 110 120 111 1巾 110 帥
二二

00-0.1,e-0.025,r--0.06.

0.2 0JI OJ 0.4 1 1.2
しこココ;つ

図 10: aLbL + aRbR の 時 間変 化 図 12:出力のパワースペクトル..double-Gaussian

no=0.1,e=0.025,r=0.06. 近似による結果 と計算機実験の結果 との比軌

D=0.4,00-0.1,E=0.025,r=0.06･

5 結

本報告書ではharmonicmi seをsignal として入力したときのStochasticResonanceについて計算機実

験を行ない､またd｡uble-Gaussian近似を用いて解析を行なった｡その結果をここでもう一度整理する.

1.計算機実験

(a)完全な周期関数を入力したときと同じように入力のnoiseの大きさを signal とうまく協調する

ような値 (二状態間の遷移頻度がsignalの周波数に近くなる値)に合わせることによって出力の

SN比を最大化できることがわかった｡

(b)入力のnoiseの大きさをsignalとうまく協調するような値に合わせることによって出力のパワー

スペクトルの帽を入力のパワースペクトルの幅より小さくすることができることがわかったo
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2.double-Gaussian近似

(a)出力のパワースペクトルを計算したところ､D>0.3ではある範囲の周波数成分で計算機実験
の結果とよく一致した｡ピークの位置は非常によく一致した0

(b)時間相関関数が完全には0にならないことによるパワースペクトルの ∂関数的要素のため､ス

ペクトルの帽の変化(月An)については計算することができなかった｡

(C)ある範閏でしかスペクトルがうまく求まらなかったのでStochaBticResonanムeがはっきりとわ

かるようなSN比の計算はできなかった｡

1.(a)よりharmonicnoiseを入力したときもStochasticResonanceが起こっていることは明らかであ

る｡また1.(b)は完全な周期関数を入力したときには見ることのできなかった新しい現象であり､SN比だ

けでなくスペクトルの帽に関しても"Re80namCe"が起こっていると言えよう｡

これらをdouble-Gaussian近似を用い説明しようと試みた｡ある範開のか に関してはパワースペクトル

がうまく計算できたがStocha5ticResonanceの特性が見られるであろう範臥 こついては計算できなかった｡

また2.(b)にも述べた通り､スペクトルの幅の変化についても知ることができなかった｡harmonicnoiseを

扱うにはもう少し工夫がいりそうである｡
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