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概要

情報幾何学の文脈において，リー群上の左不変統計構造と呼ばれる概念が古畑―井ノロ—小林

[Inf. Geom. (2021)］によって定義されている．本稿では可換リー群股れおよび非可換な二系列

のリー群上の左不変統計構造の中で，“双対平坦'’および“共役対称”と呼ばれる重要なクラスの

分類について紹介する．本稿は， 2024年度 RIMS共同研究「表現論と調和解析のひろがり」に

おける発表に甚づくものであり，その内容は，大野優氏（北海道大学），奥田隆幸氏（広島大学），

田丸博士氏（大阪公立大学）との共同研究に基づく．

1 導入

微分幾何において，群が作用する多様体上の不変幾何構造（リーマン計量，擬リーマン計量，複素構

造シンプレクティック構造など）の分類や構成は主な研究テーマの 1つである．特に，リー群上の左

不変幾何構造の研究は活発に行われており，近年，そのモジュライに着目した研究がいくつかなされ

ている ([2,3, 7, 10, 11, 12, 14]). 

多様体上の幾何構造の 1つに，統計構造（定義 2.1.1)と呼ばれる概念がある．これは情報幾何学に

由来する幾何構造であり，リーマン計量とアファイン接続の組であって，いくつかの条件を満たすも

のとして定義される特に，リー群上の左不変統計構造（定義 3.2.1)の概念が [5]の中で導入され，実

際に情報幾何学において重要な例 (1次元正規分布族および多次元正規分布族など）を持つことも知

られている ([5,8, 9]）．我々は，この左不変統計構造の中で，ある二種類の特別なクラスに注目し，次

のような問題を考える．

問題A.特定のリー群Gに対し， G上の双対平坦 (duallyflat)および共役対称 (conjugatesymmet-

ric)な左不変統計構造を分類せよ．

双対平坦構造は，アファイン接続がflatな統計構造であり，情報幾何学において主な舞台となる ([1]). 

また，双対平坦構造はヘッセ構造と同値な概念である．志摩は [16]の中で「左不変ヘッセ構造は可解
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リー群上にのみ許容される」ことを示している．共役対称統計構造（定義 2.1.2)は双対平坦構造を含

むより広いクラスであるこの統計構造は，アファイン接続に関する断面曲率がwell-definedに定義

できるといった特徴を持ち，特に統計多様体の幾何の中で重要なクラスと言える他にも，情報幾何学

において重要な接続が，この共役対称性と左不変性によって特徴付けられることも知られている（詳

細は命題 3.2.2を参照）．特に，リーマン計量とその Levi-Civita接続の組が共役対称であることから，

任意のリー群は共役対称な左不変統計構造を許容することに注意する．

我々はまず，問題A.のGとして左不変リーマン計量のモジュライが 1点 (cf.Lauret [14]）とな

る次の 3系列（すべて可解）に取り組んだ．

G=町， G沢Hn(n 2: 2), H3  x艮n-3(n 2: 3). 

ただし， Gffi.HnはSO(n,1)の単位連結成分 so0(n,1)の岩澤分解における可解部分であり， H3は

3次元ハイゼンベルグ群である． また我々は，リー群 G上の左不変統計構造のモジュライ空間

M£Stat(G)（定義 4.2.2)を定式化し，その中の共役対称な部分集合M£Statc8(G)および双対平坦

な部分集合M£StatDF(G)を調べ，次の表 1を得た．

表 1 主結果

G M£Statc8(G) M£StatDF (G) 

股n M£Stat（野門 V/~ 

G股Hn lパラメータ 2点

H3  1点 0 

H3x艮n-3 (g;n-3 ①炉(g;n-3)）／～ 0 

ここで，炉(gin)は可換リー群罠nのリー代数g罠nの双対空間の 3次対称テンソル空間を表す．また，

Vはg即ニ町の標準基底に対する双対基底{e1,...,e門を用いて，

V = Span訊ei①ei①eill:<:::;i:<:::;n},

と表される炉(gら）の n次元部分空間である．系として，vから M£StatDF（野りに全射写像が得ら
れる（定理 5.2.2).

本稿の大まかな構成は次である．第 2章では，統計多様体の基礎概念を簡単に紹介する．第 3章で

は，リー群上の左不変幾何構造，特に左不変統計構造について紹介する．第 4章では，リー群上の左不

変リーマン計量のモジュライ空間 (cf.[7, 10]）および，我々が導入したリー群上の左不変統計構造の

モジュライ空間の概念を紹介する．第5章および第6章では，分類結果の一部とそこから得られた系

を紹介する．



2 準備：統計多様体

本章を通して，（M,g) をリーマン多様体とし，€を g に関する Levi-Civita接続とするまた M 上
のアファイン接続▽に対し， R▽によって▽の定める M 上の曲率テンソル場を表す．

2.1 定義と例

本節では統計多様体の定義と例，および双対平坦や共役対称といった統計構造のクラスを紹介する．

また本節の最後に， 「スケーリングを除いて統計同型」という統計多様体間に定まる同値関係を定義

する．まず初めに，統計多様体は以下のように定義される．

定義 2.1.1.▽を M 上のねじれのないアファイン接続とする．（0,3)ーテンソル場▽gが対称となる

とき，組 (M,g,V)を統計多様体という．このとき組（g，▽）を M 上の統計構造▽をリーマン多様

体(M,g)上の統計接続と呼ぶ

組 (g,v)はLevi-Civita接続の定義から M 上の自明な統計構造となる．従って，統計多様体はリー
マン多様体のある種の一般化と見なせる．

統計多様体 (M,g,V)に対し， R▽三 0が成り立つとき，統計多様体 (M,g，▽）は特に双対平坦多様

体 (duallyfiat manifold)と呼ばれ，このとき組 (g,V)は双対平坦構造 (duallyfiat structure)と呼

ばれる．特に，双対平坦多様体はヘッセ多様体と同値な概念である ([17]）．一般に，リーマン多様体

(M,g)上にアファイン接続▽が与えられると，▽との組でリーマン計量gを保つような M 上のも

う一つのアファイン接続▽が次式によって定まる．

Xg(Y,Z) = g（▽xY,Z) + g(Y，応Z).

ここでX,Y,ZはM 上の任意のベクトル場である． Vは▽の gに関する双対アファイン接続と呼

ばれる． Lauritzenは[15]の中で，共役対称を以下のように定義した．

定義 2.1.2([15]). (M, g，▽）を統計多様体とする． R▽＝ R~ が成り立つとぎ統計多様体 (M,g，▽）

は共役対称 (conjugatesymmetric)であるという．

本稿では，統計多様体 (M,g，▽）が共役対称であるとき，統計構造 (g,V)も共役対称と呼ぶ特に双

対平坦構造は共役対称である．

ここで，情報幾何学において重要な多次元正規分布族上の統計構造の例をみる．

例 2.1.3.平均ベクトルμE町と分散共分散行列:EE Sym+(n皇）でパラメータ付けられた n次元

正規分布全体の集合，

N = Nn := {p(x; μ, :E)＝亭exp(- 炉-µ)冗—l(x-µ))},

は自然に直積多様体応n X Sym+(n，艮）と同一視でき，特に多様体構造が入る．ただし， Sym十（n，賊）

はn次正定値実対称行列のなす開凸錐である． g瓦CAをN上の任意の点0= (μ, :E)および0にお
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ける接ベクトルX,Y,Zに対して，

炉(X,Y) := 1n p(x; 0)(X logp(x; 0))(Y logp(x; 0))dx, 
即

CA(X, Y, Z) := 1n p(x; 0)(X logp(x; 0))(Y logp(x; 0))(Zlogp(x; 0))dx, 
恥n

と定めると g互 CAはそれぞれN上のリーマン計量および3次対称テンソル場となるまた CAと

実数 aに対して，次式によってN上のアファイン接続▽A(a)が定義でぎる．

砂（▽i(a)y,Z)＝砂（応Y,Z)―亨び(X,Y,Z). 

ここで，▽は討に関する Levi-Civita接続である． このとき，任意の実数 a に対して組

(N,g互▽A(a)）は統計多様体となる．情報幾何学において， gFと▽A(a)はそれぞれn次元正規分布

の空間に対する Fisher計量および甘利-Chentsovの〇ー接続としてよく知られており，特に重要な統

計構造である ([1]）．また次のことが知られている．

(1)任意の実数aに対してN上の統計構造 (g互▽A(a))は共役対称である．

(2)統計構造(g互▽A(a))が双対平坦であることと a＝士1であることは同値である．

確率密度関数pを他の密度関数に漑き換えると， gFおよび▽A(a)によって，別の分布に基づく統計

多様体が得られる場合もある．詳細は [1]を参照されたい．

本節の最後に， 「スケーリングを除いて統計同型」という統計多様体間に定まる同値関係を紹介

する．

定義 2.1.4.(M,g，▽）および(M]，▽）をそれぞれ統計多様体とする．ある微分同相写像f:M→
M'と正の実数r>Oが存在して次の二条件を満たすとぎ統計多様体 (M,g，▽）と (M',g'，▽')は，

(J,r)によってスケーリングを除いて統計同型と呼ぶ．

(1) f＊▽ ＝ ▽， 

(2) J* g'= r ・ g. 

この同値関係について，次が成り立つ．

定理 2.1.5.共役対称性および双対平坦性は，スケーリングを除いて統計同型で保たれる．

注意 2.1.6.一般に，任意の統計多様体 (M,g，▽）に対して，▽に関する M 上の断面曲率は well-

definedに定義できない一方，（g，▽）が共役対称である場合，それが可能となることが簡単な議論に

よってわかる．共役対称統計多様体 (M,g，▽）は，▽に関する断面曲率が一定となるとき定曲率と呼

ばれる ([13]）．この統計多様体に関する定曲率性も，スケーリングを除いて統計同型で保たれる性質

である．

2.2 差テンソルおよび3次形式

本節では，リーマン計量との組で統計構造と等価となる差テンソルおよび3次形式を紹介する．そ

れぞれの定義は以下で与えられる．



定義 2.2.1.(M,g，▽）を統計多様体とする．次で定義される M 上の（1,2)—テンソル場 K, および

(0, 3)—テンソル場 C をそれぞれ統計構造 (g,v')に対する差テンソルおよび3次形式と呼ぶ．

K(X,Y)：＝▽xYー応Y, C(X,Y,Z)：＝（▽xg)(Y, Z). 

ここで， X,Y,ZはM 上の任意のベクトル場である．

差テンソルおよび3次形式は，▽およびVの捩率テンソル場が0であることより，特に対称テンソル
場となる． A(M)をM 上のアファイン接続全体の集合とし，以下を定める．

Astat(M,g)：＝｛▽ E A(M) I (M,g，▽）：統計多様体｝，

K(M,g) :={KE r(r(1,2)M) I K：対称かつgに関して自己共役｝，

炉(M):={CE r(T(0,3) M) IC:対称｝．

簡単な議論によって，以下の写像はそれぞれ全単射となることが分かる．

Astat(M,g)ぅ▽←→ Kv'E K(M,g), K(M,g) 3 K一CKE S3(M). (2.1) 

ただし K可X,Y)：＝▽xYー応Y,CK(X,Y,Z) := -2g(K(X,Y),Z)である．従って，一対一

対応，

Asta t (M, g) ~、 K(M,g)'1・ 1 、 S3(M) (2.2) 

が得られる．特に， gの Levi-Civita接続は，上記の対応で K(M,g)および炉(M)の原点 0に対応

する．

3 準備：リー群上の左不変幾何構造

本章では Gを有限次元実リー群とし， gによって Gのリー代数を表す．

3.1 左不変リーマン計量と左不変アファイン接続

リー群G上のリーマン計量であって， G上の任意の左移動が等長となるものを G上の左不変リー

マン計量という． gをGの単位元の接空間と同一視することで，各左不変リーマン計量gは， g上の

内積〈，〉を誘導する．よく知られているように，この対応は G上の左不変リーマン計量全体の集合

函G)とg上の内積全体の集合面(g)の間の全単射写像を誘導する． g上の内積全体の集合面(g)は，
g上の内積〈，〉oを一つ固定することによって，リーマン対称空間 GL(g)/O(g,〈，〉o)と見なすことが

できる．本稿では以降常にこの同一視9n(G)c:::: 9n(g) c:::: GL(g)/O(g,〈，〉o)を行う．

リー群 G上のアファイン接続▽であって， G上の任意の左移動がアファインとなるもの，すなわ

ち任意の gE Gに対して，

L；▽＝▽， 

が成り立つものを G上の左不変アファイン接続というただし， Lgは9E Gによる G上の左移動を

表す．以下， .CA(G)によって G上の左不変アファイン接続全体の集合を表す．
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3.2 左不変統計構造

本節では，リー群G上の左不変統計構造の定義および例を紹介し，式 (2.2)と同様の一対一対応が

リー代数の言葉で記述できることをみる．

統計リー群およびリー群上の左不変統計構造の定義は以下である．

定義 3.2.1([5]).〈，〉を G上の左不変リーマン計量， VをG上のねじれのない左不変アファイン接

続とする (G,〈,〉，▽）が統計リー群とは，（G，〈，〉，V)が統計多様体となることをいうまたこのとき，

(〈，〉，▽）を G上の左不変統計構造と呼ぶ．

次に統計リー群の例を紹介する． Rを，対角成分がすべて正となる n次上三角行列のなすGL(n，良）

内の閉部分群とする例 2.1.3で紹介した n次元正規分布族Nnは，半直積群Affs(n，罠） ：＝ R区罠n

による次のなめらかな作用によって， A町（n皇）ー主等質空間となる ([6]).

(A, b).(I;, μ) := (AI;AT, Aμ+ b) ((A, b) E Aff8(n，艮），（I;,μ)EN). (3.1) 

さらに， Nn上の Fisher計量砂および甘利-Chentsovのか接続▽A(a)はAffs(n，政）ー不変となるこ

とが知られている ([9]）．従って特に，組(N,g互▽A(a))は統計リー群と見なせるまた， Nn上の a-

接続は，左不変性と砂との共役対称性によって以下のように特徴付けられることが知られている：

命題 3.2.2(Theorem 3.4. in [9]). (g互▽）を多次元正規分布族のリー群N 上の左不変統計構造と

する．このとき，以下の二条件は同値である．

(1) (g互▽）は共役対称である．

(2)アファイン接続▽は甘利-Chentsovのか接続である．

他の統計リー群の例としては，例えば [8]を参照されたい．

本節の最後に，式 (2.1)と同様の一対一対応が得られることをみる．〈，〉を g上の内積とし，以下の

三つの集合をそれぞれ定める．

£Astat(G,〈，〉）：＝｛▽ E£A(G) I (G,〈,），▽） ：統計リー群｝，

JC(g,〈，〉）：＝｛KEHom(g⑳g,g) I K：対称かつ〈，〉に関して自己共役｝，

炉(g*):= g* 0 g* 0 g* ={CE Hom(g R g R g,良)|C:対称｝．

ここで， g*はGのリー代数gの双対空間を表す． Gの次元がnのとき，実線型空間炉(g*)の次元は

(n?）となり，特にこの空間は g上の 3次斉次多項式関数全体の空間と見なせる．簡単な議論によっ

て， G上の左不変統計構造(〈,〉，▽）に対する差テンソルおよび3次形式もまた， G上で左不変となる．

よって，式 (2.1)と同様な写像を考えることで，次の一対一対応が得られる．

£Astat(G,〈，〉） ＜ 1:1 9JC(g,〈,〉） ＜ 1:1 、S漏＊）． (3.2) 

従って本稿では，リー群G上の左不変リーマン計量〈，〉と K(g,〈,〉）の元の組や，〈，〉と炉(g*)の元

の組もまた， G上の左不変統計構造と呼ぶことにする．



定義 3.2.3.£Stat(G) :=｛（〈，〉，▽） I(G,〈，〉，▽）：統計リー群｝． また， G上の共役対称な左
不変統計構造全体の集合を £Statc8(G)c £Stat(G)，双対平坦な左不変統計構造全体の集合を

£StatDF (G) c £Stat(G)と表す．

式(3.2)より， £Stat(G)は底空間を 9J1(G)'.:::'.9J1(g)，ファイバー空間を炉(g*)とする自明ベクト

ル束9J1(G)X炉(g*）と見なすことができる．すなわち，

£Stat(G)'.:::'.面(g)X炉(g*)

が成り立つ．本稿では以降， £Stat(G)をこの同一視によって多様体と見なす．

4 モジュライ空間

本章を通して， Gを連結成分有限個の n次元実リー群， gをそのリー代数とする．この状況におい

て， Gおよびgそれぞれにおける自己同型群Aut(G)およびAut(g)はそれぞれリー群となることに

注意する．また，民＞。によって正の実数の成す乗法群を表す．

4.1 左不変リーマン計量のモジュライ空間

本節では， G上の左不変リーマン計量のモジュライ空間の概念を紹介する．

G上の左不変リーマン計量の空間9R(G)には，直積リー群艮＞oxAut(G)による，次に示すなめら

かな作用が存在する．

(r, <p)．〈，〉：=r.(<p―1)＊〈,〉＝r・ 〈炉:-1.，¢)＊-1•> ((r,cp) E艮＞ox Aut(G), 〈，〉€皿(G)). (4.1) 

この群作用から定まる面(G)c::::面(g)上の同値関係を～で表すと，〈，〉1,:::::〈，位であるとき，リーマ

ン多様体 (G,〈ふ）と (G,〈心）はスケーリングを除いて等長同型となる．ただし，二つのリーマン多

様体 (M,g)および (M',g'）が，スケーリングを除いて等長同型であるとは，ある正の実数r>Oと

微分同相写像f:M→ M'が存在して， r.f*g'= gが成り立つときをいう．本稿では，軌道空間
（恥oxAut(G)）＼函G)を平皿(G)と表し，これを左不変リーマン計量のモジュライ空間と呼ぶ特

にGが単連結のとき，次の位相空間としての同型が成り立つ．

罪叩(G)c::::（恥oxAut(g)）＼函g).

注意 4.1.1.[7]の中では，一般のリー群 Gに対して， GL(g)の閉部分群艮xAut(g) C GL(g)の

函 g)への自然な作用による軌道空間を， G上の左不変リーマン計量のモジュライ空間と呼んでいる．

平蚊(G)が1点集合となる単連結リー群は，次の 3系列のいずれかと同型となることが知られてい

る([14,10]). 
町， G賊Hn(n 2': 2), H3  X艮n-3(n 2': 3). (4.2) 

ただし， G尺HnはSO(n,1)の単位連結成分so0(n,1)の岩澤分解における可解部分であり， H3は3

次元ハイゼンベルグ群である．
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4.2 左不変統計構造のモジュライ空間

本節では，我々が導入したリー群G上の左不変統計構造のモジュライ空間を紹介する．

直積リー群罠＞oxAut(G)のG上の左不変統計構造全体の空間£Stat(G)へのなめらかな作用を

次で定義する．

(r, <p)．(〈，〉，▽）：＝（r・ (<p―1)*〈,〉，(<p―1)＊▽） （（r, <p) E恥 oxAut(G),(〈，〉，▽） E£Stat(G)). (4.3) 

この群作用から定まる £Stat(G)上の同値関係もまた，～によって表すと， G上の二つの左不変統計

構造(〈,〉,V)，（〈,）'，V')に対し，（〈，〉，V）~ (〈,〉＇，▽＇）となるとき，二つの統計リー群 (G,〈,〉，▽）と
(G,〈，〉＇， V'）はスケーリングを除いて統計同型となる．従って，次が成り立つ．

定理 4.2.1.式（4.3)の群作用は， G上の左不変統計構造が持つ共役対称性や双対平坦性を保つ．

リー群G上の左不変統計構造のモジュライ空間を以下で定める．

定義 4.2.2.式（4.3)の群作用による軌道空間，

（応oxAut(G))¥£Stat(G) =｛（応oxAut(G)）．（〈,〉，▽） 1 （〈，〉，v')E £Stat(G)}, 

をM£Stat(G)と表し，これをリー群G上の左不変統計構造のモジュライ空間と呼ぶまた，

M£Statc8(G) :=（応oxAut(G))¥£Statc8(G), 

M£StatDF (G) :=（応oxAut(G))¥£StatDF(G) 

とする (£Statc8(G)および£StatDF(G)の定義は定義 3.2.3を参照）．

特に，二つのリー群 G,G'が同型ならば， M£Stat(G)とM£Stat(G'）は同相となる． 同様

にM£Statc8(G)とM£Statc8(G'）および M£StatDF(G)とM£StatDF(G')もそれぞれ同相と

なる．

平洲(G)が1点集合となるとき，次の位相空間としての同型が成り立つ．

M£Stat(G)竺（応oxAut(G)）〈，〉¥S漏＊）．

ここで，（応ox Aut(G)）〈,〉は式 (4.1)の群作用の〈，〉 E9n(G)における固定化部分群である．また，

右辺は（艮＞oxAut(G))〈，〉の S3(g*）へのなめらかな作用，

(r, 1.p).C := r ・ C(1.p;:-1 ・, 1.p;:-1 ・, 1.p;:-1 ・). 

による軌道空間であるさらに，次も成り立つ．

命題 4.2.3.以下が成り立つ．

M£Statc8(G) ~（良＞ox Aut(G)）〈,〉¥｛CES3(g*) I（〈,〉,C)：共役対称統計構造｝，

M£StatDF (G) ~（恥。 x Aut(G)）〈，〉＼{CES3(g*) I（〈，〉，C)：双対平坦構造｝．

我々は式 (4.2)の3系列それぞれに対し，双対平坦および共役対称となる左不変統計構造の分類を

行ったそしてモジュライ空間M£StatDF(G)およびM£Statcs (G)（定義 4.2.2)を決定した結

果は表 1を参照されたい．次章からは，その中のいくつかを pickupして紹介する．



5 分類結果：良nの場合

本章では，リー群股れの場合の分類結果およびモジュライ空間 M£Statcs（股門， M£StatDF（艮門

を紹介する．

本章を通して， g罠n によって，町のリー代数を表す．また，罠n上の左不変統計構造全体の空間

£Stat（町）は直積空間函g町） xS噂）と同一視できることに注意する（3.2章を参照）．ここで，

函 g町）はgm上の内積全体の空間， S3(g;n)はginの3次対称テンソルの空間を表す．

5.1 艮n上の左不変共役対称統計構造

本節では，可換リー群罠nに対し，モジュライ空間M£Statcs（野りを調べる．以下が成り立つ．

定理 5.1.1.£Stat（町） ＝£States（町）．

従って［初上の任意の左不変統計構造は共役対称である．特に， M£Statcs（股門＝M£Stat（野n)が

成り立つ．

5.2 股n上の左不変双対平坦構造

本節では，可換リー群野tに対し，モジュライ空間M£StatDF（野りを調べる．以下が成り立つ

定理 5.2.1.（〈,〉，C)E 9Jl(g罠n)X炉(g記）とする．（〈，〉，C）に関する以下の二条件は同値である．

(1)左不変統計構造(〈,〉,C)は双対平坦である．

(2) g艮n上の〈，〉に関する正規直交埜底{e1,..., en}とn個の実数0:1,・・・,0:nが存在して，

n 

C=L叫ei0 ei 0 ei), 
i=l 

とかける．ただし {el'...'en}C g;iれは正規直交甚底｛釘，．．．，％｝に対する双対基底である．

〈,〉oをg知～町上の標準内積とし，｛e1,...,e吋 Cg;inをg罠n上の標準基底に関する双対基底と

する．また，炉(g;iサ内の n次元線型部分空間Vを以下で定める．

V := Span叶ei①ei①ei11さiさn}c S3(gふ）．

定理 5.2.1より，

V:={CES刊g;in)I（〈,〉o,C)：双対平坦｝ ＝O(n).V 

が成り立つ．また，（股＞oxAut（町））〈，〉0'.:::'.股＞oxO(n)，および命題 4.2.3より M£Stat°F（応りに

関して次が成り立つことがわかる．

M£Stat°F(町)= （恥ox O(n))¥ V. 

従って以下を得る．
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定理 5.2.2.モジュライ空間M£StatDF（艮りは商空間（艮＞oxO(n))¥ Vと見なすことができる．特
に，vから M£StatDF（町）に全射が存在する：

vぅC←→ （応oxO(n)).C E（応ox O(n))¥ V 
'::::: M£StatDF（町）．

定理 5.2.2は， 「応1上の任意の左不変双対平坦構造は， upto股＞oxGL(n，艮）で， g艮n 上の標準内

積〈，〉と CEVから得られる」ということを意味している．

6 分類結果： G股Hnの場合

本章では，リー群 G~Hn 上の左不変共役対称統計構造の分類結果と，そこから得られた系 6.2.2 を

紹介する．

本章を通して， gRHnによって， G股Hnのリー代数を表す．また， G股Hn上の左不変統計構造全体の

空間 £Stat(G艮Hn) は直積空間 wt(g~Hn) X S3 (giHn)と同一視できることに注意する (3.2章を参
照）．ここで，面(g罠Hn)はg罠Hn上の内積全体の空間， S刊9JRHn)はgi田の 3次対称テンソルの空間

を表す．

6.1 G股Hn上の左不変共役対称統計構造

本節では， GJRHn上の左不変共役対称統計構造の分類に関する以下の定理を紹介する．

定理 6.1.1.〈，〉 E函g艮Hn)とする．以下が成り立つ．

{ C E S3 (9JRHn) I（〈，〉，C)：共役対称｝ ～艮

定理 6.1.1は，リー群 G屈Hn上のどのような左不変リーマン計量gを選んでも， gとの組で共役対

称となる左不変アファイン接続は， 1パラメータ分しか存在しないことを意味している．実はこの定

理から， 「多次元正規分布族N 内のある特別な部分族上の甘利-Chentsov の a—接続の特徴付け」が

得られたこれを次節で解説する．

6.2 Takano Gaussian space上の左不変統計接続

本節では，定理 6.1.1から得られた系 6.2.2について紹介する．

多次元正規分布族Nn内の特別な分散共分散行列を持つ部分分布族として，次を定める．

応＝埒＝｛p(x; μ, diag（孔，庄）） ＝ （~exp （喜（xt2-6□}e炉
すなわち，分散共分散行列が単位行列Inの正のスカラー倍となる Nn内の部分分布族をNr=.N芹

とおく．この密度関数は， n個の互いに独立な確率変数Xi~N(μi,庄）に対し， X1から Xnの同時

確率密度関数を考えると得られるものになっている．

Nテ上においても，例 2.1.3と同様の式で Nテ上の Fisher計量 g互および甘利-Chentsovのa-

接続 v7A(a)が得られる．特に，ここで得られたNT上の Fisher計量は， N上のものを部分多様体



岳 cNに制限したものと一致している．▽A(a)に関しても同様である．［4]の中で，組(Nテ，gF)は

Takano Gaussian spaceと呼ばれるものになっている特に，（Nr,9互▽A(a))について次が知られ

ている．

命題 6.2.1([18]）．任意の aE艮に対して，統計多様体 (N五g互▽A(a)）は定曲率統計多様体である．

特に任意の aE良に対して，（N”T,g互▽A(a))は共役対称である．

n次アファイン群Aff(n皇） ＝GL(n，民）区町の閉部分群Aff8(n，股） ：＝ R区即しは， N に単純推

移的かつなめらかに作用していた (3.2章）．ここで， Aff8(n，股）の閉部分群Aff8+(n皇）を，

Aff8+(n良） ：＝ ｛aln I a E恥 o}区町 CAff8(n，艮）

と定めると，式 (3.1)の群作用を Affs+（n虞）に制限した群作用は， NTに単純推移的となる．また

リー群として，次の同型が存在することが簡単に確認できる．

G加＋1c::: Aff8+(n，艮）．

以上より，定理 6.1.1に墓づくと，次の結果を導ける．

系 6.2.2.(gF, V) を N•T 上の Affs+(n，民）—不変な統計構造とする．このとき，以下の二条件は同値

である．

(1) (g互▽）はNT上の共役対称統計構造である．

(2) アファイン接続 V は N'T 上の甘利-Chentsov の a—接続▽A(a) である．
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