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熱核を用いた DePhilippis-Gigliの予想の解決

東北大学理学研究科数学専攻本多正平
Shouhei Honda 

Mathematical Institute, 
Tohoku U niveristy 

1 紹介したいこと

講演では， DePhilippisとGigliによって [DePhG18]で提出された予想が，空間がコンパク
トなときに解決された，という事実を紹介した [H20]．そのアブストラクトでは，おそらく
講演を行うときには，一般の場合で予想が解決されているだろうと述べた．概ねそれは正し

くて，講演のおおよそ 3か月後に [BGHZ21]で解決された．その主張は次のようになる：

定理 1.1．測度距離空間 (X,d,m)が適当なKE恥NE[1,oo）で

Riccx,d,m) ~ K, dimcx,d,m) ::;; N (1.1) 

がsyntheticな意味で成り立ち，かつmはHNに絶対連続である（それをm≪HNとかく
）とすれば，ある正の定数c>Oが存在して

m＝直N (1.2) 

が成り立つ．

測度距離空間の定義は本稿の最後の章を見てほしい（定義3.1)．条件(1.1)を滴たす測度
距離空間をRCD(K,N)空間という．その正確な定義も最後の章に書いてある（定義3.10).
本稿の目的はこの定理の証明をナイーブに紹介することである．証明の鍵となるアイデ

アは（適切な体積の仮定 (2.25)の下で）n次元ハウスドルフ測度1{,nに関する部分積分公式
(!1かf2かどちらかはコンパクト台を持つと仮定する） ： 

Jx〈▽f直〉d初＝ーJxfltr(Hessf2)d初 (1.3)

の熱核を用いた新証明を与えることである．ここでnは(X,d,m)の本質的次元と呼ばれる
もので（定理3.11)，それはN以下で， mが1{,Nに絶対連続であるとき n=Nであることが
知られていることに注意しておく．

その証明は例えば閉リーマン多様体に限っても新しく，例えば重み付きリーマン多様体

(M叫g,vol[）（例3.2参照）からスタートしてその証明の議論を走らせると，（重みのない！）（1.3)
が得られる．これは少し驚きである．

それでは証明を紹介しよう．

2 証明

以下(X,d,m)を条件(1.1)をsyntheticな意味で満たす測度距離空間（すなわち RCD(K,N)
空間）として一つ固定して話を進める．
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2.1 熱核

熱流と呼ばれる滑らかな写像：

ht:び（X,m)→び(X,m) (2.1) 

が d
-htf ＝ △hふ lim||hJ -f||L2 →0 (2.2) 
dt t→o+ 

を満たすものとして一意的に定義される．（X,d,m)が体積の2倍条件およびポワンカレの不
等式を満たすことも知られているため，そのような空間の一般論から（例えば[St95,St96]) 
局所ヘルダー連続な関数p: X X X X (0, 00)→ (0, oo)が一意的に存在して

叫）＝／ f(y)p(x,y, t) dm(y) 
X 

(2.3) 

が成り立つことがわかる．このpを(X,d,m)の熱核という．リッチ曲率の下限を適切に用い
るとpはリプシッツ連続となる．より正確には次のガウス型評価が成り立つことが知られてい

る [JLZ16] ：任意の€＞ 0に対して1(1:,K,Nだけに依存する）正の定数C:= C(1:,K,N) > 1 
が存在して，任意のO<t<lおよび任意のx,yEXに対して次が成り立つ．

@exp( 年，y） Cd筆，y）m(B泊）） exp ― (4 — €)t -Ct) ：：：：p(x, y, t)：：：： m(B泊）） exp(— ~+ct),
C 

Lipxp(x, y, t) ::; 
d2(x, y) _』m(B泊）） exp(― ~+ct).

2.2 熱核を使って定まる幾何学的流gt

(2.4) 

(2.5) 

次に熱核を使って (X,d,m)を正則化することを試みる．正確には， t>Oを固定して写像
<I>t :X→び(X,m)を

<T:>t(x) := (y >--+ p(x, y, t)) (2.6) 

で定め，この写像によるび(X,m)の平坦計量gL2の引き戻しをgtと書く：

gt:＝釘gp. (2.7) 

写像也がwell-definedであることは (2.4)（の上からの評価）からわかる．これは形式的には
次のように書くことができ，実際にwell-definedである：

9t = J山p(x,y, t) 0 dxp(x, y, t) dm(y). (2.8) 
X 

これと (2.5)から次の評価が得られる：

tm(B迅•)） |9tl :<:'. C(K, N). (2.9) 

次に9tが幾何学的流の一種であることを見るために， gtのt→ o＋での挙動を調べる．結
論は次のようになる：（X,d,m)の本質的次元nだけに依存する正の定数％＞〇が存在して，
任意のpE [l,oo)に対して

LP 

tm(B0(-))9t均伍g (2.10) 

1実際には€＝ 1の場合だけ後で用いる．
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が成り立つ． ここでgは(X,d,m)の自然なリーマン計量であるが，その正確な定義は省略
する．2実際に9tが(X,d,m)の正則化としての役割を果たしていることについては，例えば
[HS21]を見てほしい（しかし以下ではその事実は使わない）．
次に (2.10)の証明のアイデアを述べよう．まず（野＼d即｝『）で以上の議論を行うと，熱
核を具体的に書き下すことができることから直接計算で9tがg尺nの定数倍になることがわ
かる．この事実を (X,d,m)の正則点の周りで局所化することで (2.10)が達成される．3局所
化を行うための道具に測度付き点付きグロモフ・ハウスドルフ収束やそれに沿ったチーガー

エネルギーのモスコ収束が使われるが，その詳細は省略する．興味を持たれた方は [AH17,
AH18, AHPT21, BGHZ21, GMS13]を見てほしい．
最後に，この章で自然なリーマン計量がでてきたので，後で使う Hanによる次の事実を
ここで紹介しておこう [Han18]:

m ≪ 1{N ===}△f = tr(Hess(f)) :=〈Hess(!),g〉・ (2.11) 

2.3 V*gtの計算

ここでのゴールはX上の 1次微分形式wで以下の等式を満たすものを見つけることである．

J〈gぃ▽n〉dm=1〈w,T/〉dm. (2.12) 
X JX 

ここでnはX上の（適切な正則性を持った）任意の 1次微分形式である．このような wを
▽*gtと書いてgtの共役という．この共役を決定することができて，答えは次のようになる：

1 
• *gt=-~ d△p(x,x, 2t). 

4 
(2.13) 

これは直接計算するだけでチェックできそうであるが，意外に難しい．その証明は次のよう

なものである．

まずX上の（適当な正則性を持つ）関数fに対してX上の (0,2)型のテンソル場dfRdf
の共役は直接計算で簡単にわかって，次のようになる：

▽*（df@df) =―△f df -½ di dfl2. (2.14) 

これを yEX, t > 0を固定してf= p(・, Y, t)として適用して次を得る：

▽*（dxp(x, y, t) 0 dxp(x, y, t)) =―△p(・, y, t) dp(・, y, t) -½ di dp(・, y, t)l2. (2.15) 

これを yEXに関してボホナー積分して

JX ▽*（dxp(x, y, t)Rdxp(x, Y, t)) dm(y) = -l（△p(・, y, t) dp(・, y, t) +½di dp(・, y, t)l2) dm(y) 

(2.16) 
を得る．この左辺が▽＊gtに等しいことは (2.8)から容易にわかるので，結局次を得たこと
になる：

匹 t=-J （△p(・, y, t) dp(・, y, t) +½di dp(・, y, t)l2) dm(y). (2.17) 
X 

次に，以下の等式を示す：

Jふp(x,y, t) dxp(x, y, t) dm(y) = ix p(x, y, t) d△ p(x, y, t) dm(y). (2.18) 
X JX 

囁らかな測度距離空間 (M叫d9,volt)のときにはgのことに他ならない．
囁らかな場合にはもっとよい収束が成り立つことが知られていて，それについては [BBG94,HZ20]をみて
ほしい．
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これを認めると (2.17)の右辺は

-l(；△p(・, y, t) dp(・, y, t) + ~p(·, y, t) d△p(・, Y, t) +~di dp(・, y, t)l2) dm(y) 

= -; jx山 (p(x,y, t)今p(x,Y, t) + I dxp(x, y, t)l2) dm(y) 

1 =-~山 fx (p(x,y,t)△xP(X, Y, t) + I dxp(x, Y, t)l2) dm(y) 
X 

＝ー以J！今（p(x,y, t)りdm(y)
2 ~ Jx 2 

＝ーロxLp(x, y, t)2 dm(y) 
4 x 
1 
= -~ dx~xp(x, x, 2t) 
4 

(2.19) 

となって (2.13)が得られる．よって残るは(2.18)のチェックのみとなった．最後にそれを示
そう．4

まず

fxp(x, y, t)p(y, z, s) dm(y) = p(x, z, t + s) 
X 

であるから，これを xに関して微分して

fxp(y, z, s) <lxp(x, y, t) dm(y) = <lxp(x, z, t + s). 
X 

この両辺にp(x,z, t)を書けて zに関して積分すると左辺は

lp(x, z, t) lp(y, z, s) <lxp(x, y, t) dm(y) dm(z) 

= LL  p(x, z, t)p(y, z, s) <lxp(x, y, t) dm(z) dm(y) 
XJX 

= Lp(x, Y, t + s) <lxp(x, y, t) dm(y) 
X 

となるので，結局次を得たことになる：

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

l p(x, y, t + s) <lxp(x, y, t) dm(y) = l p(x, y, t) <lxp(x, y, t + s) dm(y). (2.23) 
X 

これは次のように書き換えることができることに注意する：

ix ~dxp(x,y,t)dm(y) = fxp(x,y,t)d (~ 
X S 

崎 (x,y,t)dm(y)= Lp(x,y,t)d (~) dm(y). 

(2.24) 
ここでs→o+とすると (2.18)が得られる．

2.4 証明の完成

ここから次を仮定する：xの任意の空でないコンパクト部分集合AcXに対して

inf 
m(Br(x)) 
> 0. 

xEA,rE(O,l) rn 
(2.25) 

4この部分は空間がコンパクトだと熱核を固有関数を使って書いて，直接計算でチェックできる [H20]．空間
が非コンパクトのときには以下のようにもう一度熱流で正則化して達成される．
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ここで nは(X,d,m)の本質的次元であったこと，およびm≪ 1{Nであればn=Nであ
り，かつ (2.25)はビショップ・グロモフの不等式により自動的に満たされることを思い出し
ておく．

今コンパクトサポートを持ち，かつ適切な正則性を持つ X上の関数 f1,f2に対して，
(2.13)から

凶N+2J 』
N+2 

x〈▽*gふdf砂＝ー 4 Jx〈d△p(x,x, 2t), Ji dfz〉dm (2.26) 

がわかる．ここで極限t→o+をとることを考える．このとき (2.4)から右辺は 0に収束す
ることがわかる．一方で(2.10)と優収束定理を用いると，左辺は定数倍を除いて次に収束す
ることがわかる：

J (fl〈Hess(h),g〉+〈▽fl，▽f分）d初．
X 

(2.27) 

ここで (2.25)は優関数を見つける際に用いられる．よって次（すなわち (1.3)）が得られたこ
とになる：

Jx〈▽fl立〉d炉＝ーJxhtr(Hess(f分）d初． (2.28) 

ここからm≪ 11,Nを仮定する．このとき (2.11)を用いると (2.28)は次のように書き換える
ことができる：

d炉 dか
Jx〈▽f1，▽f2〉dmdm=-Jxh△f2 dm dm. (2.29) 

これが任意の丘f2で成り立つことを考慮して少し頑張ると d1lNが定数であることがわかっ
dm 

て定理1.1の証明が完成する．ここでは空間がコンパクトなときにこの最後のステップの証

明を以下のように与えて本章を終える．

hとして定数関数1を， f2として―△の固有関数をとると，（2.29)は次のようになる：

0＝入い芸dm. (2.30) 

ここで入はf2の固有値である．よって dfmNは任意の非自明な固有関数とび直交する．こ

れは一△に関するスペクトル分解を考えれば号紐が定数であることを意味する．

3 RCD空間およびその本質的次元の定義

この最後の章では， RCD(K,N)空間の正確な定義と本質的次元の定義，そして滑らかな測
度距離空間との関係を述べることが目的である．前章でリーマン計量やヘッシアンなどを用

いたが，その説明を加えるとページがかなり膨らむので，興味を持たれた方は参考文献をご

覧になっていただきたい（例えば[A19]はよいサーベイである）．

定義 3.1（測度距離空間）． 3つ組(X,d,m)が測度距離空間であるとは，次の 2性質を満た
すときをいう：

1. (X, d)は完備可分な距離空間．

2. mがX上のボレル測度で，そのサポートはXに一致する．

典型例は重み付きリーマン多様体である：
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例 3.2.完備な n次元リーマン多様体(M叫g)と滑らかな関数fE coo(Mn)に対して

(M叫d9,vol£) (3.1) 

は定義3.1の意味で測度距離空間である．ここに dgはgから誘導される Mn上の自然な距
離で， vol9はgから誘導される自然なリーマン測度（すなわちもに関する n次元ハウスド
ルフ測度といってもよい），そしてvol£ は次で定まる Mn上のBorel測度である：

vol£ A:= le―f dvol9. 
A 

この測度距離空間 (3.1)を滑らかな測度距離空間という．

以下，測度距離空間(X,d,m)を一つ固定して話を進める．

定義 3.3（チーガーエネルギー）．チーガーエネルギー Ch:L2(X,m)→[O,oo]を次で定義
する：

Ch(!):= inf｛杷己lLip2(fn) dm; fn E Lipb(X, d) nび(X,m), llfn -JIIL2→ ：し
ここにLipb(X,d)でX上定義された有界なリプシッツ関数全体を， Lip(!)でfの局所リプ
シッツ定数を表す，すなわち XEXが孤立点でないとき，

lf(x) -f(y)I 
Lipf(x) := limsup 

y→;;r d(x,y) 

とし，孤立点のときは0と約束する（本稿で扱うケースでは孤立する場合はない）．

定義 3.4 （ソボレフ空間）．ソボレフ空間 H1•2(X,d,m) を次のように定義する：

H叫X,d,m):= {f E L2(X,m);Ch(f) < oo}. 

これは自然なノルム 11!11秘，2= II!||わ+2Ch(f)に関してバナッハ空間になる．

(3.3) 

一般にH1,2(X)はヒルベルト空間でない．例えば（配，lxl+IY|，炉）は測度距離空間だが，
この Hl,2はヒルベルト空間でない．

定義 3.5（リラックスされた勾配）．各fE H1•2(X, d, m)に対して次を満たすhE L2(X,m) 
をfのリラックスされた勾配といい，それ全体をRtCび(X,m)と書く．

• fにび強収束する関数列fn E Lipb(X, d) nび(X,m)と， Lipfnのび弱極限FE
び(X,m)が存在して， F::;hがm-a.e．で成り立つ．

RJはび(X,m)で凸かつ閉集合であることが容易に確かめられる．よって次を満たす
I▽JI E恥が一意的に定まり，これを fの最小弱勾配という：

Ill▽JIIIL2 =,inf llhllL2・ 
hERJ 

このとき次が成り立つことが知られている：

命題 3.6.任意のfEH叫X,d,m)に対して次が成り立つ：

1 
Ch(f) ＝ -J向 dm.
2 Jx 

(3.4) 

(3.5) 



75

定義 3.7（無限小ヒルベルト的）． H1,2(X,d,m)がヒルベルト空間となるとき，（X,d,m)を無

限小ヒルベルト的と呼ぶ．

以下では (X,d,m)は無限小ヒルベルト的とする．このとき任意の f,h E H1,2(X, d, m) 

に対して

〈▽f，▽h〉
I• (f+€h)|2 _ 1▽!12 

:= lim 
€• 0 2€ 

(3.6) 

と置く．これはm-a.e．で意味を持ち， L1(X,m)に属する．

ここでラプラシアンが定義できる．

定義 3.8（ラプラシアン）．線形作用素△： D（△）→び(X,m)を次で定義する：

f ED（△） ⇔ヨh:＝△fEび(X,m) s.t. l hgdm = -l〈▽f，▽g〉dmVg EH叫X,d,m).
例 3.9. 滑らかな測度距離空間 (3.1 ) は無限小ヒルベルト的であって， C戸(Mn) は H1•2(Mn,dg, volt) 
の桐密部分集合である．そして任意のゃ，ゆ EC'.戸(M門に対して〈▽cp，▽心〉＝ g（▽cp，▽ゆ）が
成り立つ．すなわちこの場合〈•,·〉はリーマン計量 g に他ならなく，特に測度によらない概
念である．一方で直接計算でラプラシアンは

△r.p = tr(Hessrp) -g（▽r.p，▽f) (3.7) 

となることがわかり，これは測度による概念である．

ここで少し考察をしよう．説明の簡略化のため， n次元完備リーマン多様体(M叫g)を
固定する．このときボホナー公式とは任意の fE C00(Mりに対して，各点で次の等号が成
り立つことを主張する：

—• |V fl2 = IHess112 + g（▽△f，▽f) + Ric9（▽f，▽f). (3.8) 
2 

これから次が直ちにわかる： Ricg 2kかつ nさNを満たすための必要十分条件は

＿△|▽!12 2:: 
凶）2

2 
+g（▽△f，▽f)+K|▽f 12 (3.9) 

N 

が任意の fE C00(M”)で成り立つことである．これは積分で書いた

;j記△判▽庁dvol92::い（州＋g（▽△f，▽f)+K|▽f12) dvol9 (3.10) 
が任意の fE coo(Mn)と'-P2::0を満たす任意の '-PEC:戸(Mn)で成り立つこととも同値で
あることに注意しよう．

以上の考察の下に， RCD空間の定義を今与えよう ([AGS14b,AMS19, CM21, EKS15] 

も参照）．

定義 3.10(RCD(K, N)空間）．測度付き距離空間(X,d,m)がある KERとある NE[1,oo] 
に対してRCD(K,N)空間であるとは以下の4条件を満たすときをいう．

1. (X, d, m)は無限小ヒルベルト的である．

2.ある xEXとある C>Iが存在して，

m(Br(x))さCecr2

が任意のr>Oで成り立つ．

(3.11) 
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3.もし fEH叫X,d, m) n L00(X, m)が 1▽JIs 1をm-a.e．で満たせば， X上の 1ーリ
プシッツ関数jが存在して J=iがm-a.e．で成り立つ．

4.次の不等式が，△fE H1•2(X, d, m)を満たす任意の fED（△）と△cpE L00(X, m)を
満たすm-a.e．で非負値の任意のゃ ED（△） nL00(X,m)に対して成り立つ：

且△叫▽Jl2dm~ l cp(州-〈▽△f，▽f〉+k|▽fl2)dm. (3.12) 

次に本質的次元の定義を与えよう．次は [BS20]で証明された．

定理 3.11（本質的次元）． K,E恥NE[1,oo)とし，（X,d,m)を1点ではないRCD(K,N)
空間とする．一意的なnENが存在してm-a.e.x EXで

(x,~d,~,x) P吟H(炒
'r -, m(Br(x)) 

,x 町，d政叫
か (B1(On)) 

, On) (3.13) 

が成り立つ．ここに上の収束は点付きグロモフ・ハウスドルフ収束の慈味である．このnを

(X,d,m)の本質的次元という．

例 3.12.滑らかな測度距離空間(Mn,dg,VOば）がRCD(K,N)空間であるための必要十分条
件は次の 2条件を満たすことである：

1. nさN.

2. 
df Rdf 

Ric9 + Hess1 -：：：： K. 
N-n 

(3.14) 

ここで，これらがn=Nで成り立つということは， Ricg2 kかつfが定数であることを意
味するものとする．そして実際にRCD(K,N)空間となったとき，その本質的次元はいこ他

ならない．

最後にヘッシアンについてコメントを残す．

注意 3.13.(X, d, m)をRCD(K,N)空間とすると，任意の fED（△）に対してそのヘッシア
ンが定義でき，それを含んだ形でボホナー不等式が定式化できることが知られている [G18]

([H18]も参照）．このヘッシアンが本稿の主結果の証明で基本的な役割を果たしていること

は前章から明らかであろう．
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