
On　Even　Algebraic　Surface80f　General　Type

九州大・教養　今野一宏　（Kazuhiro　K皿no）

0．　1】〔“roductio江．

　本年（1990年）堀川穎二氏によって今後の一般型曲面研究の指針となるべき重要

な論文が書かれた：

　｛1｝　N◎tes◎n　canon輌cal　SuΣf痴ce＄（も◎appeaぽin　Tδh◎ku　Math．」．）

　｛2］　Deformatio聡◎f　sextic　su℃faces

　残念ながら論文団はほとんと証明なしに結果のみ述べられている。その§5は’Even

魂eb丈証suΣfaces，　ox　se㎡＜anoロ輌d　s糠faces’なる題である。ここで2次元コンパク

ト複素多様体がeven　surfaceとは、その第2Stie面一Wh▲tney　cl鰯w2が0ということ

である。従って例えX（0），κ2といった不変量が同じでもevenなものとそうでないも

のはホモトピー型が異なる。特にそれらのモジュライ空間は交わり得ない。§5自体は

わずか鐙行ほどで終っているものの述べられている結果の重要性はこの事からだけで

も推i察できると思う。また論文［2〕の6次曲面がeven　surfaceである事にも注意して欲

しい。従って6次曲面の変形になっている曲面はすべてρg＝10，g＝0，κ2＝24を満

たすeven　surfacesである。実際｛21ではそれらが完全に分類され、その結果モジュラ

イ空間の既約性が示されている。

　このノ」論の目的は一般型のeven謬urf㏄es研究の出発点である［1，§5］の結果を証明・

解説し、さらにρ＞7，g＝0，κ2灘16なるeven　surf反esの分類を述べることである。

以下において、Sは一般型のeve玖灘faceとする。物＝0だからその標準束κは2で

割り切れるからκ昧2五と書くことにする。このとき5は必然的に極小である。κは

nefなのでLもnefである。
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　　　　　　　　　　1．The　case　where　L2〈2九〇（L）－4．

　本節と次節では［1，§5］の結果（下のTheorem　1．3とTheotem　2．3＞に証明を与える。

　L脳ぬ1．1．五から誘導される有理写像軌の像が曲面ならば

（1ユ）　　　　　　　L2≧2ん゜（五）－4

　証明はもう少し一般的な設定で堀川氏の論文

　［3］　Algebraic　surfaces　of　general　type　with　sma11　cl．1，　Ann．　of　Math．104（1976）撒

357－387

の§7に書いてあるが、以下の話の都合上ここにも記丸

　PR◎◎n宮L故MA　U．σ：5→5をi〆L｛の可動部分1醐がfreeになるような

最短のブローアップの合成とする。一般の0∈1ルf｜は非特異既約であり

（1．2）　　　　　　　　　　　　　　　　んo（ノ↓flo）≧んo（」レf【）－1：＝んo（L）－1

一方Cli窟ordの定理より

（1．3）　　　　　　M2≧2為゜例。）－2

また

（1．4）　　　　　　　　　　　　　　　L2：＝ルf2十（1∬十σ＊L）Z≧ルf2

ここにZは1σ＊Llの固定部分である。従って（1．2），（1．3），（1．4）より（1．1）を得る。　q．e．d．

さてL2＜2んo（L）－4としてみよう。　Le㎜a　1．1によればΦLの像は曲線である。

このとき九〇lL戊≦η＋1なるある正整数nによってL三ηD＋Z（数値的同値）と書

ける。ここにDは軋の一般ファイバーである。仮定より簿≧2，ジ〈ぴ一2だから

が＝πLD÷五Z≧nLDより五D＝0，1。もしLD灘0ならば1ζD＝0なので

Dは（－2）curveになってしまい矛盾。従ってL1）＝1である。このとき1＝LD＝
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nD2＋DZ≧ηD2なのでヱ）2＃0となる。これらのことよりΦLはgenus　two丘bration

を与えることがわかる。

　丁遜◎鯉ML2．（H磁kawa）Even§u冠麗eがge巫tw◎6bΣati◎nを持てば1ζ2＝

2馬一4＋侮を満たす。

証明は特異ファイバーが高々有理二重点より生じるものに限る事に注意すればノ」、平記

念論文集収録の堀川氏の論文

　［4］　On　algebraic　surfac㈱with　pencil　of　curves　of　genus　two

より従う。実際［4］ではgenus　tw・丘brati・nの特異ファイバーが（0）型～（V）型の6種

類に分類されているが、（0）型以外のファイバーには自己交点数一1の因子が含まれてい

る。従ってeven　sw撤eは（の型のファイバーしか持ち得ない。この時五2ニ2W－4＋4g

になる事は14，Theo民m　3］にある。

　よって

　THEoREM　1．3．一般型even　surface　Sの標準束の半分Lが□2＜2が（Z）－4を満

たせば5はge皿s　2　nbrationを持ち1ζ2＝2pg－4＋4gである。

？＝◎なるものはすべて間に書いてある。下にg≧◎の例を与える。

　EXAMP珪L4．0を種数gの非特異曲線としてP㌧束

　　　　　　　　　　　　7r：W＝P（Oc㊥0σ（A））一伽C

を考える。ここにAはdeg、4エ4た（⇔q＋1）なる因子である。　Wのminimal　section

を△で表す。次に0上の次数砧＋2（g－1）の因子Aを3Aと2A1－2κσが線型同

値になるようにとる。このとき8sl5△＋2π串（．4十友一κc）1＝0である。一般の

・8∈i6△÷2π硲但＋ん一κo）1を考えると

　　　　　　　8△ニ（2〈鞠eg（／11－』（b）－3《leg／1）・－degλ＝－4鳶く0

なのでB＝△＋Bo，βo∈15△＋2πザ（・4十友一κo）1，だが80は非特異としてよく

80△ニ0なのでBも非特異である。Bで分岐するWの二重被覆を∫：S→Wとする
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と5の標準束は△＋友より誘導される。△はbranch　locusの一部なので∫承△＝2Z

と書ける。よってあらかじめ刷～2ん（線型同値）となるようにAを選んでおけば，

K～2Z＋2∫牢ゲあなので5はev頭になる。必＝［Z＋∫寵ゲA21とおくと

　　　　　　L・－Z・＋・Z醐・一一；d・g糾d・gA＝4★＋・（・－1）

またRiemann－Rochの定理より

　　　　　　　　　九〇（L）≧ゐ《）（C，0（ノ42））≧〈leg／42－←1－（～：＝3克

従って

　　　　　、L2－（2九〇（L）－4）五4ゐ十2（〈『－1）－6ん十4＝2（g十1一ん）＜0

を得る。Le㎜a　1．1より観はg頭u§2pen磁を与える。

　　　　　　　　　　　2．職e領ewhe鵜膓2＝2九゜（五）－4．

　この節ではκ＝2LなるLに対しぴ＝2んo（L）－4が成立し、かっ転はその像V

の上にgeneric瓠ly　6niteであると仮定する。

　為o（L）＝n＋1とおく。〃＝2n－2である。（L2），（L3），（L4）においてすべて等号

が成立しているから固は丘eeでその一般元（フは超楕円的かっんo（Llo）＝nである。ま

た乾より誘導される正則写像を∫：5→yとすれば

　　　　　　　　　2η一・2＝、L2≧（deg∫）（deg　VP）≧（η一1）（1eg了

だからdeg∫≦2である。　Cは超楕円的なのだからdeg∫＝1とはなり得ず、従って

deg了＝2，　deg　V＝抱一1となる。

　L£M1嘘ム2．1．　～11（L）：＝0妻｛2（ぷ）＝◎，ρ9（5）c3n

　PRooF．κ＃2LなのでRゐma皿jamの消滅定理より1f1（3L）＝五1（κ＋L）＝0を

得る。明らかに九2（3五）＝刑一勾＝0なので斑諏a蕊n・Rochの定理より

九・（・五）一；五・÷1づ＋・，一・・一・÷・ゾ・
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一方γ⊂Pは次数η一1の曲面なのでが（ジ0（3））＝6n－2である。従ってん゜（3L）≧

九〇（ジ0（3））よりρg一σ≧3ηを得る。

　再びRjemann－Rochの定理より

（・・1）　　・ん゜（L）一ん1（L）一一；L2＋1－・＋・，

すなわちん1（L）＝3n一ρg＋4となる。ん1（L）≧0だからρg－g＝3ηかっん1（L）＝0

でなければならない。ここで「般の0∈固に対して

0→Os→Os（L）→Oc（Llσ）→0

より得られるcohomology　long　exact　sequenceを考えるとんo（Llσ）＝が（L）－1だった

からん1（L）＝0よりg＝ん1（Os）＝0が出る。　q．e．d．

　さてγはPπ内の最ノ1吹数η一1の曲面なので次のいずれかである（例えば次の

永田先生の論文

　［5］OII　rational　surfa℃e　I，　Mem．　Coll．　ScL　Univ．　Kyoto，　Ser．　A　32（ヱ960），351－370

を見よ）。

　（ア）P2（η＝2）

　（イ）　Veronese　surf㏄e＝P2（η＝5）

　（ウ）Hirzebruch　surf㏄eΣdを1△o＋（（η一1＋d）／2）rlで埋め込んだもの。但し△。

はminimal　section，　rはファイバーで4はη一3＋4が非負偶数となる非負整数である

（η≧3）

　（エ）次数η一1の有理曲線上のcone（η≧3）

η＝2ならばLe㎜a　2．1よりPg＝6，　g＝0，κ2＝8だから［3］に書いてある。以

下、η≧3とする。

　（イ）の場合：P2上の直線をεと書くとL＝2∫ヅである。従って1（＝4∫ヅ，

∫＊κp・＝－3∫匂だから∫のrami6cati・n　divis・r　Rは7∫串2と線型同値。故にbranch
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locus　B＝∫Rは14次曲線である。よって［3，　Le㎜a　1．3］よりBの特異点は高々

simple　triple　pointsである。逆に高々simple　triple　p・intsしか持たない14次曲線Bを

とり、Bで分岐するP2の二重被覆5’を囮の中に実現するとこれは高々有理二重点

しか持ち得ない。そのdu頭zing　sheafωs’はκp・＋∂／2～“から誘導されるので

　　　　　　　　九〇（ωs’）＝んo（P2，0（4））＝15＝3n，　ん1（ωs’）＝0

　　　　　　　　ω1，＝2（4松）2＝32＝8n－8

となる。そこで5’のminimal　res・luti・nを考えると、それは期待される不変量を持ち

明らかにeven　surfaceになる。

　（ウ）の場合：L＝∫中（△o＋（（n－1＋の／2）r）なのでκ＝∫申（2△o＋（n－1＋d）r）

である。Σdの標準束は一2△。一（d＋2）rで与えられるから、∫のrami丘cati・n　divis・rは

∫＊（4△。＋（η＋1＋2のr）と、branch　locus　Bは8△o＋2（n＋1＋2d）rと各々線型同値に

なる。やはり［3，Lemma　1．3］よりBは高々simple　triple　pointsしか持たないことが従

う。このようなBの存在条件を求めてみる。まずBは重複成分を持たぬのでB△o≧－d

すなわち3d≦2η＋2が必要である。逆に容易に解るように、この条件の下で線型系

18△o＋2（η十1十2d）rlの一般元Bに対し次が成立する。

・2d≦n＋1ならばBは非特異既約

・2d＞η＋1，3d≦2η＋2ならばBは△。＋Boなる形の正規交差因子で．θo∈

　17△o＋2（π十1十24）rlは非特異既約、△oBo＝2η＋2－34である

さて高々simple　triple　p・intsしかもたないBを取るとκΣ、＋B／2～2△o＋（η一1十d）r

および
　　　　　　　　　　　　んo（2△o十（η一1十（∫）r）＝＝3η

　　　　　　　　　　　　（2△o十（η一1十dl）r）2＝＝4η一4

よりBで分岐する二重被覆5’に対して九〇（ω｝，）＝3η，九1（ω5’）＝0，ω多，＝8η一8を得

る。n－1＋4は偶数だったから5’のminima　resolutionは確かにeven　surfaceにな

る。この型の5はge皿s　3の超楕円曲線束1∫Tlを持っている。
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　（エ）の場合：次の補題を用いれば（ウ）と同様であるが、branch　locusに対する

条件よりn≦5となる。

　LEMMA　2．2．（エ）のとき∫は正則写像ん：S→Σ。－1にliftされる。

　PROOF．γのvertexを通る超平面のなす線型系を5に引き戻すことによって［3，

漉mma　1．5］と同じ議論からL＝｛（れ一1）．D＋（司となることがわかる。ここにしWは既

約なpencaでありGはvertexの逆像である。固はfreeだったから五G＝◎である。

従って2η一2＝L2＝（η一1）LDよりL1）＝2を得る。

2＝LD＝（＞1）D2＋DG≧（n－1）D2

だが5はevenなのでもしD2＞0ならば．D2≧2である。従ってD2＝0，1）G＝2を

得る。γのvertexをブローアップするとΣ。＿1が得られG≠0だから∫は5からΣ．一、

への正則写像九へ瓶されゲムo＝Gとなる。q，e．d。

　以上より｛1，§51の主結果である次の定理が得られた。

　THEoREM　2．3．　L2＝2んo（L）－4でΦLがその像の上にgenerically　6niteならば、

廷灘§p、－8，g＝◎を満たす。この様な5は頂滋m品degτeeの曲面Vの二重被覆で

あってそのb職ch　locusは（γのwtexをのぞき）高々simple垣ple　p。intsしカ・持ち

得ない。さらにγがP2と双正則でなければ（特にんo（L）≧7ならば）5は種数3の

超楕円曲線束を持つ。

　ましXMARK　2．4．

　（1）逆にκ2＝』Pg－8，　g＝0なるeven　su㎡㏄eは上記のものに限る。

　（2）［1］には書かれていないがっいでにdeformation　typeの数も与えておくとρ9＋3

が9の倍数のとき2つ、そうでないときは1つである。またモジュライ空間の次元は

18η＋20＝6ρ9＋20である。

　（3）L2＝2ん゜（L）－4でΦLがpencilを与えれば前節と同様の考察で5はge瓜5　tw・

茄戯ionを持ち従ってκ2＝2ρヨー4＋句を満たす事がわかる。このような曲面の例

は、Example　1．4でえ＝4＋1とおけば構成できる（実際ZがlLlの固定部分になる）。
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3．The　case　where£2＝2九゜（L）－2．

　次に考察すべきは五2＝2九〇（L）－2なるeven　surface§である。もし5がgenus　tw◎

6brationを持てばTheorem　1．2よりその構造は既知であるとしてよい。従ってそうで

ないと仮定する。

　結論から言うとこのような曲面は非常に少ない。実際、次の二っが証明できる。

　L翻MA　3．L　九゜（五）≧3で軌がpe郵Hを与えるならばそれはge登us　3のane雛

pencilである。このときんo（L）≦5である。

　PRのosmoN　3．2．九〇（L）≧5でΦるがその像γの上にgenerica∬y£加eならば

degΦL≡2でγは△－genu8≦1の曲面である。このとき九゜（L）≦10になる。

　PROOF　O．　LEMMA　3．1．§1におけると同様にL≡ηD＋Zと書くとん゜（L）≦η＋1

なのでL2≦2nとなる。

2η≧L2＝γネLZ）→一、乙2r≧π．乙D

よりLD＝1，2を得る。　LD＝1ならば§1と同様にDはgenus　2になってしまう。従っ

てLD＝2，玖＝0，　L2＝2nである。特に為◎（L）二篇÷1なのでΦ乙はline碇p題caを

与える。n≧2とすれば2＝LO＝ηD2＋DX≧ηD2よりD2＝0を得、　Dはgenus

3である。さて1ζZ＝2LZ＝0だからZの各既約成分は（－2）－cu・veである。　Z。を

DZ。＞oなるzの既約成分とする。石の重複度をmとしzニm2』＋z’と書く。

◎：＝五2「o＝nX）Zo－27η→－2《02’，　2＝《）2r：＝γγ膓Z）Zo→－1）2rチ

よりπDZo≦2m，　m≦2なのでη≦4を得る。より詳しく見るとη＝2の時はZは2

っの交わらない（－2）一領vesの和Z＝Zo＋Z1かまたはZ＝2Zo＋Z’なる形⇒＝3

の時はZ＝2Zo＋Z’、ηニ4ならばZ＝2石である。　q．e．d．

　PRooF　oF　PRoposlTloN　3．2．これはキチンとやると長くなるので概略のみに留

める。∫：5→γを肌から誘導される有理写像とすると2η＝L2≧（deg∫）（degγ）≧

（n－1）deg∫なので抱＝2ならばdeg∫＝2，3，4、れ＝3ならばdeg∫≦3、n≧4な
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らばdeg∫≦2である。ここで仮に∫が双有理とするとρ〉が（2五）≧4ゐo（L）－6で

あって勿論標準写像も双有理だから、Castelnuovo－Ho猷awaの不等式

　　　　　　　　K・≧｛3P9－7，max｛3ρ9－7十9，3X（Os）），妾；；r

を満たすはずである。Pg≧4ヵ一2，κ2＝加だからπ＝3でρg＝10，4＝◎，κ2＝24

の場合（wme竃al　sextic！）しか起こり得ない。従ってれ≧4ならばde訂＝2である。

このときdeg　V＝n－1またはnである。

　degγ＝nの時は83固＝0だから§2とほぼ同様の議論でρg＝3η＋1，　g＝0が証

明できる。この場合γは不正則数0のnomal　Del、　Pez勿o　sur』eだからη≦9となる。

　degγ＝π一1の時は851ゐ1≠6なのでまずこれを調べる必要がある：

　LEMMA　3．3．　degγ＾＝n－1の時ILI∋ルrl＋Z（variable＋五xed）とすると次のい

ずれかが成立する。

　（1）Z＝0でlMlのbase　pointsは2回のblowing　upによって解消される。

　（2）．88μW＝②でLZ＝MZ≡1かつZ2＝0

　（3）日slMl＝0でLZ＝0，　M2＝2，　Z2＝－2。

　PROO官．σ：3→5を1♂Llの可動部分lMdがfreeになるようなブローアップ

の合成のうち最短のものとする。ある例外因子Eによって〆L～Mo＋E＋〆琢と

書ける。degγ＝n－1なので1吋二2n－2である。よってL2＝〆L1臨＋LZ＝

M8・＋M◎五1＋Afoσ事27÷LZより

（3．1）　　　　　　　　　　　　　　　　1砥）五1十．Moσ串Z十L∬＝2

を得る。σに現れるbase　pointsの重複度をm↓と記すとMoE＝Σmiである事に注意

する。またL2r＝1ぬ♂z＋プである。

　（3．1）より、．Mo∬＝2ならばMo♂Z＝五Z＝0かっZ2＝0となる。このと

き頁◎dge　index癒祇轍よりz＝oを得る。これは（1）である。凪君＝1ならば

2妬♂z＋z2＝1なので22は奇数oこれはsがevenである事に矛盾する。陸E＝o

ならばσは恒等写像であってMZ＋LZ＃2となる。　MZ＝◎ならばZ2＝2になって
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しまいHodge　index　theoremに矛盾する。　MZ＝膓Z＝1は（2）、MZ＝2，　LZ＝0

は（3）である。qゑd．

　γは§2の（ア）～（エ）である事、丘brationを持つ曲面に関するXiaoの結果およ

び馴のcan・nic』・lutionを使弾によってまずLe㎜a　3．3の（1），（2）鎚こらぬ

事と？＝0が証明できる。（注：ここでXia◎の結果とは

　｛61　Fibered　algebraic　surfa£es　with　low　slope，　Math．　Ann．276（1987），449－466

のTheorem　1，　Theorem　3のことである。またcanoniαhesolutionについては堀川氏

の論文

　｛7］On　deformations　of　quintic　surfaces，　Invenも．　Maもh．31（1975），43－85

の§2を見られたい。下の§5にその使い方の一例を示す。）Le㎜a　3．3の（3）の場合に

はb品nch　1・cusが重複成分を持たぬ事とcan。nica　res・lut輌・nを使った議論からη≦7

が示される。

　以上の考察より、Pr・p・siti・n　3。2が得られる。

　このようにL2歪2為o（L）－2なるeven　suxfacesは僅かしか存在しないのだが、残念

ながら今のところ全部分類できているわけではない。特に艶がpencaを与える場合

にはそれが超楕円的か否かで事情が異なるので難しい。

　ここで、念のためeven　surf㏄esの分類の立場から見た6次曲面の位置を明らかに

しておく。SをPg＝1◎，窪＝0，κ2＝24なるeve頁suエfaceとする。1ζ＝2五とおくと

がエ6なので（2．1）と

（3．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρg：cんo（2L）≦2んo（L）－1

より九〇（L）＝4または5であるが、娯五）＝5ならばが＝2ん◎（勾一4だから前節

までに証明した事を考えれば不変晶から見て起こり得ない。従ってんo（L）＝4なので

L2＝2九゜（L）－2を満たす。6次曲面はΦLが双有理となる最初のeven　surfaceである。

　同様に次の節で紹介するρg＝7，gニ0，κ2＝16なるeven　su叢faceは（2．1）と（3．2）

よりん◎（L）＝3，ぴ＝2九◎（L）－2を満たすことがわかる。
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　　　　　　　4．Even　surfaces　with　pg＝7，　q＝Oandκ2＝16．

　上記の不変量を持つeven　surf㏄eはもともとK2＝3ρg－5なるcan碗cal　su・faces

（すなわち標準写像が双有理写像を与えるもの）の分類に登場した。それはcanonical

imageがVeronese　surf㏄e上のconeに入るもので下の分類では（Ia），（Ib）に相当する。

　まず前節で見たように次が成立する。

　LEMMA　4．1．ん゜（L）＝3，ん1（L）＝O

　THEoREM　4．2．ρg＝7，　g＝0，κ2＝16なるeven　surfacesはΦL：S→P2の性質

によって次の6種類に分類される。（z等の記号は前節の通り）

　（la）　ΦLはgenelically　4－to－1　holomorphic　map

　（Ib）B81Llは一点でΦLはgenerically　3－t・－1　map

　（II）ΦLはgenericaUy　2－to－1　map（ILIはLe㎜a　3．3，（3）の形）

　（III）ΦLは非超楕円的なgenus　3丘brationを与える。（固の固定部分の形によって

さらに（IIIa）：Z＝Zo＋Z1，（IIIb）：Z＝2Zo＋Z’の2種類に分かれる。）

　（IV）ΦLは超楕円的なgenus　3丘brati・nを与える（Z＝Z。＋Z、）。

　ここで（IV）型のlLlの固定部分が2Z。＋Z’の形になり得ない事に注意して欲しい。

一方（III）型には考え得る二っの形が両方現れている。このあたりにも超楕円的なもの

とそうでないものの違いがあらわれているのである。

　さて基本的にはh班cano㎡cal　ring㊥王r°（mL）を調べることによって各typeの曲面

の定義方程式を書き上げることができる。次節で一例として（IV）型の場合を紹介する。

　（Ia），（lb），（II）型はP（1，1，1，2，3）内のweighted　complete　intersectionである。

deg¢‘＝1，0≦↓≦2，　degu＝2，　degω＝3とし4，　B」は¢。，¢1，¢2のゴ次同次多

項式を表すものとする。

但）　　　｛註二：：
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（Ib） 　　｛㌫㌘ニニ＋恥。

（II） 　　｛1：㍑こご輌橘一。

　（IIIa），（IIIb），（IV）型はP（1，1，1，2，2，3）内のweighted　complete　intersectionであ

る。deg¢‘ニ1，0≦‘≦2，　deg　u＝deg　u＝2，　degψ＃3とし．43，防，（膓・は¢o，¢1，¢3の

」次同次多項式を表すものとする。考，隅も同様である。

（ma）

（田も）

σv）

∠41祖十・4奪μガ÷・42μ÷・4～響÷・・44＝◎

U2＋8。ぴ3＋86U3＋82匂2÷8‘・2÷恥一←8乏砕．8・＝◎

C2＝0

メ41秘十・40ぴ2÷∠42μ十メ4；〃÷・44＝o

初2＋恥u2＋8るガ3＋82w＋8▲・2＋8・齢．8▲時86＝o

C2＝◎

μη十A2u十A▲u十A4＝0

苗2＋8。ぴ3招6ガ3＋82μ2÷馬・2＋8・ぴ÷8▲砕刀・＝◎

c2＝◎

　これらを用いれば次の事がわかる。

　丁翻O魎M4．3．上記の不変量を持つeven　s1㎡ace§のモジュライ空間は既約（δ1

次元）である。

　実際spec泣zat迦（蓋ag蓄amは次の様になる。
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　　　　　　　　　　　　　　　Ib　－→　　II

　　　　　　　　　　　　　／　　　＼　　　　＼
　　　　　　　　　　　Σa　　　→　　難la　→　　IV

　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　IIIも

例えばきをpa臓meteΣとして、σV）型の方程式でσ2＝0を拓一亀＝◎で置き換えた

ものを考えれば（II）→σV）のspeci澁zation力鵯られる。他も同様である。

　R8M砥K　4．4．奇数番号の曲面はcan◎niば灘伝eである。偶数番号の曲面の標

準写像はその像の上にgeび在姐y　2－t（吐である。また83聞＝¢である。

5．Suτf哀ce80f　type（IV）．

　SをぴV）型とすれば固＝12列÷Zである。ここに問は種数3の超楕円曲線の

pencilで、　Zはふたつの交わらない（－2）－curves　Zo，　Z1の和である。

　岳MMA　5．1．君＝D∩乙とおくと、　aと君はconjugate（すなわちa＋a∈gD

またはどちらもWeierstr品s点である。

　PROOF．1ぐ～4D＋2ZなのでDの標準因子κDは2Zより誘導される。すなわ

ち2鳥＋2肩∈1陥）1＝2g▲である。瑠を几のconjugateとすると2君～2％となる。

君＝瑞ならば几と君はconjugate，肩≠％ならば（ロm　12君1＞0よりパはWeierstrass

点である。q．e．d．

　LEMMA　5．2．頁はweierstr品s点である。特にが（力，　OD（Z））＝ユ．

　PRoo宇．もし∩と君がconjugateならば

　　　　　　　　　0→0（膓）→0（3Z）→－2r）→OD（2r）→0

とん1（L）エ0よりが（3D＋Z）＝5を得る。従って13D＋ZlはP4内のcubic　coneの上

へのgene㎡caIly　2－t。－1有理写像を与える。（30十2）238＝2×3＋2より88131）＋Zl

はLemma　3．3と同様に次のいずれかになる。
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　（1）13D＋Zlは固定部分を持たず底点は2回のblow　upで解硝される

　（2）13D＋Zl＝IMI＋Gとおくと刀81Ml＝0でMG＝1，　G2＝0

　（3）13D÷川⇒MバGとおくと8sl殉＝¢でMG＝2，　G2ニー2

　（1）：（3D＋Z）己＝1なので底点は己上にひとっずつある。それを各々仏とする。

σ：5→5を底点の解消とし、玖＝σ≡1（（2、）とおく。また乙のproper　transformをZ‘

と書く。1〆（3D÷Z）｛の可動部分は13♂D＋2◎＋21｝なので2。÷21がcub輌c　c・neの

vertexの逆像である。従って正則写像∫：5→Σ3で∫喰△oニ2ro＋21なるものが存在

する。∫の聡面6cati◎n　di亘s◇蓄Rは∫慮（4△o－←9王）→－3（1㌔一←・ε1）と線型同値である。

また

　　　　　　2＝：σ＊《）σ卓（3、0一トZ）＝∫拳℃∫墳（△o－←3r）一｛一∫寧F（．君o－｛一」～ヲ1）

より域∫T＝◎であり、瓦∫宰（△o＋3r）＝1より了．星～Fを得る。従って∫のbza螂

locus　8は8△o＋24rに線型同値である。κΣ、＋β／2～2△o＋7rだからBで分岐す

る二重被覆5’を直線束［4△。＋12司の中に実現すると

　　　　　　　　　んo（ωsり＝九〇（2△o十7r）＝15，　ん1（ωs，）ぱ0，

　　　　　　　　　ω多、＝＝2（2△o十7r）2＝32

となる。57のc級。底由es。1頭oロをSと書くとその不変量は

　　　　　　　　　　　ρ、③司5一Σ；［m・／2］（［m・／2卜1），

　　　　　　　　　　　κ1＝32一Σ2（［m・／2］－1）2

で与えられる。ここにm↓はc雄◎n輌磁τesdu鋤nの過程で出現したb’anぬ1◎cu§の

特異点の重複度である。さて、1∫章B－2Rlはe猛ective　divisorを含み∫廟B－2R～

6（〆D－E。－E1）なることから［m、／2〕＝4となる事がわかる。従ってρg（5）＝7より

Σ1團（匿㌔1）一・－6＋1÷1

を得る。この時、碍＝1◎となる。特に5と5は一致せず、このことから8がin飯輌垣y

near　triple　p・intを持っていることがわかる。すると9は（－1）－curveと交わり自己交

点数が一2である因子ちをこの特異点上に持つ。5上の（－1）一く田veを潰して3が得ら
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れるから聡は5上にy2≧－1なる因子γをもたらす。γは特異ファイバーのひとっの

既約成分に過ぎないからy2＜0，従ってγ2＝－1であるがこれは5がevenである事

に矛盾する。

　（2），（3）：31）十Z～M＋Gなので2＝（3D十Z）Z）＝M1）十GZ）だ1がΦMによる刀

の像は直線なので」顕）＝2を得る。従ってGO＝Oだから2ξはGの成分ではない。

一方、cubic　coneのvertexの逆像をG’とするとM～3D＋G’なることから容易にわ

かるようにぴ≠§でありZ－Gと線型同値になる。ところが九§（X）＝1だから上で

見たことより∬o（Z－G）＝0なので矛盾である。q．e．d．

　従って君はWeierstx品s点でん゜（3D＋Z）＝4を得る。

LBMM　53・九゜（4∠）÷2Z‘）＝6，83｛4D＋2Ziピ＝0である。また8sl1日＝②

PR◎◎ぷ婦」とし、まず｛4《）＋2Z一勾を調べる。

0→0（4《）十2Z－2r3）→0（1ζ）→Oz、→0

よりんo（4D＋2Z一る）≧6を得る。一方、［2Z－Z戊］1ρ＝g▲＋名なのでん゜（D，0（2Z一

乙））＝2、また（3D＋22一乙）塚＝－1よりん◎（31）＋2Z一ぴ）＝九゜（3D＋Z）＝4だ

から

　　　　0→0（31）一←2Z－2ら）→0（41）十22r－2「戊）一→OD（22r－2ら）→0

を考えると九゜（4D÷22一乙）≦6が従う。よって九◎（4D＋2Z－2Dニ6である．

12Z一る］IDの形からろがBsl4D＋2Z一る1に含まれることがわかるからんo（4D＋2Z↓）＝

6を得る。14D幸2勾はP5内の騨鋲ic　c◎neの上への次数2の有理写像を引き起こす

が、（4．0十2Zi）2＝8＝2×4なのでβ814D十2乙1＝0．

　また上で見たように制限写像丑゜（幻→∬0（OZ」）は全射である。κ＝2Lより

担s凹ぐ∪乙であることに注意すれば85囚cのもわかる。q．e。d．

　以上で準備は終了したので5の方程式を書く。

　｛20，21｝をが（D）の基底とする。◎でないC∈悟（属）をとりζ＝6ζ1とおく。

∬o（4D＋2乙）竺C6でこれは％づ一」〈2（0≦」≦4）およびこれらと独立な元ξで生成
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される。ξはZi上0でない定数である。従って∬o（κ）＝∬o（4D＋2Z）＝C7の基底は

三毛之き一｛く2　　（0〈藪く4），　ζ3ξ1，　ζ：ξo

で与えられる。

　∬o（8D＋2Z）を調べる。　Riemann－Rochの定理よりX（8D＋22）＝16を得る。他

方班（8五）十2Z）寧ぱ∬2一守（－4D）だから義1（8D＋2Z）＝3パ2（8刀＋2Z）ニOとなり、

ん゜（81）＋2Z）＝19を得る。さて∬o（8D＋2Z）には次の20個の元がある。

　　　　　　　　　　　　　　z6づ口て2　（0≦i≦8），　　　　　　　　　　　　　憐：劉3き；奎3：

従ってこれらの間にはつぎの形の関係式がある。

（5．1）　　　　　　　　　　　　　　ξoξ1＝α4ζぎξ1－←α；ζ』ξ◎・←α8ζ2

ここにαk，α1はZo，　z1に関する欧同次多項式である。（もしξoξ1の係数が0になってい

るとXo等に関係式を制限することによって矛盾が導かれる。）

　っぎに∬o（3L）＝正fO（6D＋32）＝C14を見ると次の13個の一次独立な元が見っ

かる。

　　　　　　　　　　　　　・6zξΨ3〈3（◎≦‘≦6），　　　　　　　　　　　　優：1｛馴：妻謝

従って新しい元ψがある。これは2辻でもZ1上でも◎にならぬことが証明できる。

　最後に1暇6勾びが（12Z）÷6Z）＝C活を調べる。ここには（5．1）を法として次の

57個の元がある。
　　　　　　　　　　　　　zlz｝2柵‘（口　（0≦‘≦12），

　　　　　　　　　　　　　z↓zf胤‘ζ4（〈3ξ1）　　（0≦i≦8），

　　　　　　　　　　　　　z6zξ一‘ζ4（ζ｛「ξ6）　　（o≦《≦8），

　　　　　　　　　　　　　z6zf　8ζ2（＜8ξ1）2　　（◎≦i≦4），

　　　　　　　　　　　　　zきzf轍‘〈2（ζ～ξo）2　　（0る‘≦4），

　　　　　　　　　　　　　　（〈8ξ1）3，　　（ζぞξo）3，

　　　　　　　　　　　　　z；zf口零ζ3ψ　（0≦i≦6），

　　　　　　　　　　　　　z62』wξζ（ζぎξ1）ψ　　（◎≦《≦2），

　　　　　　　　　　　　　z62豆《ζ（ζぞξ己）ψ　（0≦《≦2），

　　　　　　　　　　　　　　ψ2
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最初の56個は明らかに一斑虹だから必要ならばψをとりかえて

（・・2）　ψ㌧聯2瀧1繍聯）W（ζ勧2

なる関係式を得る。但しA，βtは砧，z1の吉次式である。

　さてここでひ＝2ぎら哨＝Z碗ζ，¢2＝z』ζとおけばこれらはHO（L）の基底をなし、

関係式02：＝¢o¢2一堵＝0を満たす。さらにu＝¢ξ1，り灘ζfξo，ψ＝ψとおけば（5．1），

（δ．2）より

　　　　　　　w＝A2砕4＋A4，
　　　　　　　ぴ2＝8。μ3＋86u3＋82u2＋馬む2巳・糾81評8・

を得る。次元を比較すればΦHO（mL）の生成元と関係式はこれらしかないことが容易

に確かめられる。従って§4で紹介した方程式が得られた。

　念のため（5．1），（5．2）の幾何学的な意味を説明する。WをP1上のP2～束P（0㊥0㊥

0（4））として、トートロジカル因子をア、ファイバーをFと書く。Xo，　X1∈澄゜（τ）お

よびx2∈H°（T－4∬）をこれらが各ファイバーの同次座標を与えるようにとって固

定する。まず、ζ2，¢ξ1，ζ摘がノ10（1ζD）の基底を誘導する事に注意する。XO＝¢ξ1，

又＝ζ論，X2＝ζ2とおくことによってφκを正則写橡∫：S→Wに持ちあげる。その

像y：＝∫（5）の定義式が（5．1）すなわち

為x1＝x2（α4為十α；2ζ1十α8x2）

である。φ＝くψとおくと（52）は

φ2＝X2（β。Xぎ＋罵X～÷β4XぎX2＋β；XぞX2÷β8X。X多・÷β；XIX3÷β12×2）

となる。φは［2T－2司のファイバー座標と考えられから、この式はγの二重被覆S’を

定める。係数α，βが一般ならば5’は非特異になる。．X2＝0はγ上に二つの非特異有理

曲線X。＝．X2＃0，　X、＝X2＝0を与え、これらはbranch　loc田の一部である。従って

因子（X2）は♂上に2Zo÷2Z、なる形の因子を誘導する。5切標準因子はT～（X2）＋4F

の引き上げだからeven　suまfaceになるのである。

一 19i一

17




