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空間上の連続関数からなる束の構造と空間の位相構造の関係は 1930年代から調べら

れてきた．初期の結果としては，コンパクト距離空間，コンパクト Hausdorff空間につ

いて，その空間上の実数値連続関数からなる束が位相構造を決定することがそれぞれS.

BanachとM.H. Stoneによって示され，このような定理はその後バナッハ・ストーン

型定理と呼ばれるようになった．一様連続関数の束に対するバナッハ・ストーン型定理

は初期の段階でも扱われてきたが， 2000年代に入ってからこの方面の研究が再燃し，活

発な研究が行われ現在に至っている．本稿では，これら最近の研究の中から，特に Felix

Cabello SanchezとJavierCabello Sanchezたちが一様連続写像からなる束に対して考

案した束同型写像から位相同型写像を構成する方法に注目し，その構成方法を緩振動関数

からなる束上の束同型写像に適用することで，緩振動関数束に対するバナッハ・ストーン

型定理が得られることについて解説し，線形な束同型写像に対する表現定理についても

言及する [11]．これにより粗幾何学で扱われる Higsonコンパクト化間の位相同型写像と

緩振動関数からなる束間の束同型写像が結び付くことになる．

1 歴史的背景

コンパクト空間x上の実数値連続関数全体を C(X)で表す． C(X)の要素に対する
和と積，ならびにスカラー倍を各点で与えることで， C(X)は線形空間となる． C(X)

＊本研究は JSPS科研費 JP24K06726の助成を受けたものです。
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の要素 fに対するノルムを llfll= sup{f（叫： XEX}で与え，このノルムを用いて

f,g E C(X)に対し
p(f,g) = Iii -gll 

と定めれば， pはC(X)上の完備な距離となり，結果として (C(X),p)は完備ノルム空間

（バナッハ空間）となる．

ノルム空間X,y間の全単射写像T:X→Yが等長 (isometry)であるとは

IIT(x) -T(x')II = llx -x'II 

が任意の x,x'EXに対して成り立つことをいい， X とYは等長同型 (isometric)であ

るという．

次の定理はBanachの定理として有名である [1,p.170, Theorem 3]*1. 

定理 1.1(S. Banach, 1932)．コンパクト距離空間X,yに対し， C(X)とC(Y)が等長

同型である必要十分条件はX とYが位相同型となることである． ロ

Stoneが上記定理をコンパクト Hausdorff空間へ拡張した [16,Theorem 83] : 

定理 1.2(M. H. Stone, 1937)．コンパクト Hausdorff空間X,yに対し， C(X)とC(Y)

が等長同型である必要十分条件は X とYが位相同型となることである． ロ

関数環の代数構造が空間の位相構造を決定することは GelfandとKolmogoroffによっ

て示された [5].

定理 1.3(I. Gelfand and A. N. Kolmogoroff, 1939)．コンパクト Hausdorff空間X,y 

に対し， C(X)とC(Y)が環順同型である必要十分条件はX とYが位相同型となること

である．

関数束が空間の位相構造を決定することはKaplanskyによって初めて示された [12].

ロ

定理 1.4(I. Kaplansky, 1947)．コンパクト Hausdorff空間X,Yに対し， C(X)とC(Y)

が束同型である必要十分条件はX とYが位相同型となることである． ロ

Xを完備距離空間とし， U(X)をX上の実数値一様連続関数全体からなる束，そして

U*(X)をU(X)の有界写像からなる部分束とする． この比(X)の束構造が空間の一様位

相構造を決定することはShirotaによって示された [15].

*1原著 [1]の他に， F.Jelletによる英訳本 [2]がある．現在は Dover版が入手可能である．
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定理 1.5(T. Shirota, 1952)．完備距離空間X,yに対し，有界一様連続関数の束比(X)

と比(Y)が束同型である必要十分条件はX とYが一様同相になることである． ロ

なお，これより少し前に Nagataによって一様連続関数の束に対する考察が（少し違う

形で）与えられていたことに注意しておく [17].Shirotaは論文 [15]の中で，一様連続関

数の束U(X)が空間Xの一様位相構造を決定することも同時に主張したが，その証明は

約60年後に， F.Cabello Sanchez, J. Cabello Sanchezたちによって与えられた [3].

定理 1.6(F. Cabello Sanchez, J. Cabello Sanchez, 2013)．完備距離空間X,yに対し，

U(X)とU(Y)が束同型である必要十分条件はX とYが一様同相になることである． ロ

更に彼らは一様連続関数の束に対する束同型写像から導かれる自然な位相同型写像を構

成し，その性質を明らかにした [3,Theorem 1] : 

定理 1.7(F. Cabello Sanchez, J. Cabello Sanchez, 2013). X, Yを完備距離空間と

し， T:U(Y)→ U(X)：を束同型写像とする．このとき Tから導かれた一様同相写像

r:X→ Yで次をみたすものが存在する：

(Tf)(x) = t(x, f(r(x))) (f E U(Y), x EX), 

ここに t:XX民→艮は t(x,c) = (Tc)(x)として定義された写像であり， C は左辺では

実数値として与えられ，右辺では定数値関数を表していることに注意する． ロ

艮

T(f)(x)=Tg(x) r 
艮

『f(T(x))=g(T(x))
X ~ y 

特に線形束同型写像に関しては次が従う [3].

定理 1.8(F. Cabello Sanchez, J. Cabello Sanchez, 2013). X, Yを完備距離空間とし，

T: U(Y)→ U(X)：を線形束同型写像とする．このとき Tから導かれた一様同相写像

T:X→ Yによって， Tは重み付き合成作用素として次のように表される：

(Tf)(x) = w(x) ・ f(r(x)) (f E U(Y), x EX), 

ここに w=T(l)である． 口



本稿は第 2節で緩振動関数の束と Higsonコンパクト化の関係を述べ，第 3節で F.

Cabello SanchezとJ.Cabello Sanchezの手法を緩振動関数の束に適用することで位相

同型写像を構成し，第4節でその導かれた位相同型写像の性質を調べ，緩振動関数束に対

するバナッハ・ストーン型定理や線形束同型写像に対する表現定理について述べる．

2 緩振動関数の束と Higsonコンパクト化

この節では緩振動関数の束と，それが定めるコンパクト化である Higsonコンパクト化

との関係を述べる．

(X,dx)を距離空間に対し， Bdx(x, r)は中心がXで半径がrである Xの閉球を表す

ものとする．空間Xの距離dxが適正 (proper)であるとは，各 xEXとr>Oに対し，

Bdx (x, r)がコンパクトとなることである．特に断りのない限り，空間 (X,dx),(Y,dy) 

は非有界な適正距離空間で，それぞれ起点 xo,Yoを持つものとする．

C(X)の有界関数からなる部分族を C*(X)で表す．束£ c C(X)に対し，じでその

有界関数からなる部分束を表すものとする．特に，元の束£を指定しない場合において

も，£*によって，有界値関数からなる束を表すものとする．各束£*c C*(X)に対し，

その評価写像 (theevaluation map) 

ec,* : X→IT [inf f, sup f] 
f€£* 

を，各XEXに対して， et:,*(x) = (f(x))JEL＊として定める．単位元を持つベクトル束

£c C(X)がX において点と閉集合を分離する (separatespoints from closed sets)と

は、任意の閉集合 FcXと点pEX¥Fが与えられたとき、 fE£ でf(p) rj_ cl股f(F)

となるものが存在することをいう．£*が X において点と閉集合を分離するならば、丘＊

は位相的埋め込み写像となる [4,2.3.20]．空間 X と像 ec,*(X)を同一視することで，

H犀＊［inf f, sup f]における閉包

K(£*)＝知(X)

はXのコンパクト化を与える．

JC(X)で空間Xのすべてのコンパクト化の族をあらわすことにする． aX,1X E /C(X) 

に対し， axと,xであるとは，連続写像f:aX→,xでfix=idxをみたすものが
存在することをいう． aX:S 1Xかつ aX'.'.:=,Xのとき， aXと,xはXの同等なコン

パクト化 (equivalentcompactifications)という． Xの2つの同等なコンパクト化は位相

同型である．以降，（JC(X)，~)を順序付けられた集合とみることにする．

95 
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単位元を持つベクトル束£*c C*(X)がX上の関数からなる完備環 (completering 

of functions)であるとは，じがすべての定数値関数を含み，点と閉集合を分離し，かつ

上限距離(sup-metric)に関して閉じた C*(X)の部分環となることをいう [4,3.12.22(e)]. 

£* c C*(X)がX上の関数からなる完備環のとき，£*は一意的に Xの（同等な）コン

パクト化 K(£*)を決定する (cf.[4, 3.12.22]). <t(X)でX上の関数からなる完備環全体

を表す．チコノフ空間Xに対し，（K(X)，::s)と(<t(X),C)は順序同型であることが知ら

れている．

(X,dx), (Y向）を距離空間とし， dxは適正な距離とする．関数f:X→ Yが緩振

動 (slowlyoscillating)であるとは，任意の R>Oとc>Oに対し，コンパクト部分集合

KcXで，任意の xEX¥Kに対して

diamdy J(Bdx (x, R)) < c 

が成り立つものが存在することをいう．なお， AcYに対し， diamdyAは集合Aの直

径をあらわすものとする．つまり， diamdyA=  sup{dy(x,y): x,y EA}と定める．粗

幾何学において緩振動関数はしばしば連続性を仮定せずに議論されるが，本稿ではつねに

連続な緩振動関数のみを扱う．

SO(X)で適正距離空間 (X,dx)上のすべての実数値緩振動連続関数からなる集合を表

し， Sび (X)でSO(X)の有界関数全体からなる部分集合を表す．実数値緩振動連続関数

f,g:X→政に対し，（f八g)(x)= min{f (x), g(x)}, (f V g)(x) = max{f (x), g(x)}に

よって fI¥ gとjVgを定めると， SO(X)とSび (X)は束となる．

適正距離空間 (X,dx)上の実数値一様連続関数全体からなる束を U(X)で表す．距

離dxが適正であるとき， SO(X)はU(X)の部分束となることに注意する (cf.[10]). 

U*(X)とSO*(X)は共に X上の関数からなる完備環である．したがって， U*(X)と

Sび (X)はそれぞれXのコンパクト化 sX= K(U*(X)）と hX= K(Sび (X)）を定め

る． sXはSamuel-Smirnovコンパクト化 (cf.[18]), hXはHigsonコンパクト化と

呼ばれる．特に， Higsonコンパクト化の剰余vX=hX¥XはHigsonコロナと呼ばれ

る (cf.[13], [14]). Sび (X)はU*(X)の閉部分環だから， hX~ sX ~ (3Xとなる．な

お， (3XはXのStone-Cechコンパクト化を表す．

次の命題はHigsonコンパクト化の基本性質である [13,Proposition 1]. 

命題 2.1.(X,dx)を非コンパクトな適正距離空間とするとき，その Higsonコンパクト

化hXは，コンパクト空間Yへの連続写像f:X→ YがhX上の連続関数へ拡張できる

必要十分条件がfが緩振動連続関数であるような， Xの唯一のコンパクト化である． ロ



Samuel-Smirnovコンパクトの場合と同様次が成り立つ (cf.[6]). 

補題 2.2.適正距離空間 (X,dx)に対し，その Higsonコンパクト化hXの点xが可算近

傍系をもつ必要十分条件はxEXとなることである． ロ

3 束同型写像と位相同型写像

この節ではF.Cabello SanchezとJ.Cabello Sanchezが論文 [3]の中で構築した一様

連続写像の束間の束同型写像から位相同型写像を導く方法を，緩振動関数の束を含む束間

の束同型写像に対して適応すべく，修正・拡張する．

束£,M 間の写像T:£ → M が束準同型写像 (latticehomomorphism)であると

は，任意の f,g E £に対し，

T(f V g) = T(f) V T(g)かつ T(fI¥ g) = T(f)八T(g)

をみたすことをいう．特に全単射な束準同型写像を束同型写像 (latticeisomorphism)と

呼ぶ

空間Yの開集合Uが正規開集合 (regularopen set)であるとは，それ自身の閉包の内

点集合が自身と一致すること，つまり， U= Intx(V)となることをいう．空間 Yの空で

ない正規開集合全体の族をR(Y)で表す．

連続関数fE C(Y)に対し， fの余零集合 (thecozero set of f)をcoz(f)で表す．つ

まり， coz(f)= {y E Y : f (y)ヂ0}とする．また， OJ=Inい(coz(f)）とする．容易に

わかるように， OJE R(Y)であり， 0f=0-fが成り立つ．

束£ c C(Y)に対し， £,+ (resp. £,一）で£の非負値 (resp.非正値）関数全体からな

る部分束を表す．

記述を簡潔にするために，各点xEXに対する dx(xo,x)を日で表すことにする．

補題 3.1.各正規開集合 UE R(Y)に対し，関数fE SO*(Y)＋で U=0fをみたすも

のが存在する． ロ

証明与えられた正規開集合 UER(Y)に対し， g,h:y→民を次式で定義される関数

とする：

g(y) = 
1 + IYI' 

h(y) = dist(y, Y ¥ U). 

97 
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このとき g> 0かつ gE SO*(X)であり，切＝『となる． uと仇は共に正規開
集合だから， Ori=『であることから Oh=Uが従う．関数 f=g八hを考えれば

JESび (Y)＋かつ 01=Uが従う． ロ

£を SO*(Y)を含む束とする． f,gE,e+に対し， fcgであるとは， h/¥g=Oをみ

たす任意の hE,e+に対し， h八f=Oとなることをいう． f,g E £,一の場合に Jcgで

あるとは， lV g = 0をみたす任意の lE £,―に対し， lV f = 0となることをいう．

補題 3.2.£,をSO*(Y)を含む束とする．各aE{＋，ー｝と f,g E,eaに対し， fcgで

ある必要十分条件は01C 09となることである．結果として， 01=0，である必要十分

条件はJcgかつgCfとなることである． 口

以降，この節では£と M はそれぞれSO*(Y)とS〇*（X)を含む束とする．

補題 3.3.T: £→  M をT(O)= 0をみたす束同型写像とする．各 aE{＋，ー｝と

f,g Eかに対し， Jcgである必要十分条件はT(f)c T(g)となることである．すなわ

ち01c 09である必要十分条件は OT(J)C OT(g)となることである．特に， 01= 09 

である必要十分条件はOT(J)= OT(g)となることである． ロ

T:£ → M をT(O)= 0をみたす束同型写像とする．各aE{+，-｝と fE c,aに

対し，

'I(01) = OT(J) 

と定める． これによりては順序保存写像

四 (R(Y),C)→(R(X), c) 

を導く．てが矛盾なく定義されることは補題 3.1と3.3から従う．特にては全単射であ

る．てを Tから導かれた正規開集合間の全単射と呼ぶ．

各xEXとyEYに対し，

切(y)= nは(U): y E U E R(Y)}, 
も―l(x)= nは―1(V): x EVE R(X)}, 

と定め，さらに

駈＝｛（x,y)EX x Y:'I(y) = {x}, ir-1(x) = {y}} 
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とする．このとき，束同型写像T:£ → M から導かれる部分集合XrcXとYrcY  

を次式で定める：

Xr={xEX:ヨyE Y,(x,y) EE叶，

Yr= {y E Y:ヨxE X,(x,y) EEけ・

補題 3.4.T: £→M をT(O)= 0をみたす束同型写像とする．このとき XTと乃は

それぞれX とYにおける桐密部分集合である．

T:£ →M をT(O)= 0をみたす束同型写像とする．このとき写像

T : XT →YT 

口

を(x,y)E ETに対して， r(x)= yと定める．もし (x,y)と(x,y'）が共に ETの要素で

あれば{y}='J:'-l(x) = {y'｝となるから y=y'である．同様に，（x,y), (x', y) E ETの

ときは X=X'である．したがって Tは矛盾なく定義された全単射であることが分かる．

特に Tは連続である．なぜなら 'I:R(Y)→ R(X)は包含関係に関して順序保存写像だ

からである．同様のことがT―lに対しても成立するから， Tは位相同型写像である． Tを

Tから導かれた位相同型写像と呼ぶ

補題 3.5.T:,C→M をT(O)= 0をみたす束同型写像とし， r:XT→巧を Tから導

かれた位相同型写像，そして 'I:R(Y)→ R(X)をTから導かれた全単射とする．この

とき，任意の VER(X)に対し， r(Vn XT) ='I-1(V) n巧が成り立つ． ロ

各fE C(X)に対し， f+とf―をそれぞれfの非負部分と非正部分で作られる写像と

する．つまり， j+= f V 0, f―=  f八0と定める．

補題 3.6.各f,gE,e+に対し， U上で J::=;gとなる必要十分条件は，£+の要素 hで

Oh CUをみたすものに対し，常に f八h::=;g/¥hとなることである．一方， f,gが共に

£一の要素である場合， U上で fさgとなる必要十分条件は，£一の要素lでOzCUを

みたすものに対し，常にfV ZさgV lとなることである．

このことを用いて，次の性質が導かれる．

ロ

補題 3.7.T:£ → M をT(O)= 0をみたす束同型写像とし， 'I:R(Y)→ R(X)をT

から導かれた全単射とする．このとき，各f,gE £と UER(Y)に対し， U上で f:s;g

となる必要十分条件は 'I(U)上で T(f):s; T(g)となることである．結果として， U上で

f=gである必要十分条件は'I(U)上でT(f)= T(g)となることである． ロ
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補題 3.8.f, g E £, y E乃が f(y) = g(y)かつ f:S gをみたすならば，£の要素 h

が存在して，任意の yの近傍Uが空でない正規開集合 V,W を含み， hlv= !Ivかつ

hlw = 9lwをみたすようにできる． 口

定理 3.9.,CとM をそれぞれSO*(Y)とSO*(X)を含む束とする． T:£ → M を

T(O) = 0をみたす束同型写像とし， T：XT →乃を Tから導かれた位相同型写像と

する．このとき， f,g E,CとxE Xrに対して， J(r(x))= g(r(x)）をみたすならば，

T(f)(x) = T(g)(x)となる．
罠良

T(f)(x)=T(g)(x) I 『f(T(x))=g(T(x))
X T ----=------+ y T 

証明． xをXTにおける点とし， 'I:R(Y)→ R(X)をTから導かれた全単射とする． f,

gを£の要素で f(r(x))= g(r(x)）をみたすとする．このとき fとgをそれぞれf八g

と fVg で置き換えることにより， f~g をみたすとしてよい． hE£ を補題 3.8 をみた

す写像とする．このとき， T（x)の近傍Uに対し，正規開集合V,W でhlv= flvかつ

hlw = glwをみたすものが存在する．したがって，補題3.7より， T(f)|'I(V)= T(h)|'I(V) 

かつ T(g)l:r(W)= T(h)l:r(W)となる．近傍Uは任意であり，ては包含関係に関して順序

を保存するから，このことより T(f)(x)= T(h)(x) = T(g)(x)が従う． ロ

連続写像h:X→ Yに対し，写像

が： C(Y)→C(X)

を，各fE C(Y)に対して h*(f) = f ohと定める． h をhから導かれる合成作用素と

呼ぶこのときがは h*(O)= 0をみたす束準同型となる． hが位相同型写像の場合は，

h*は束同型写像となる．

注意 3.10.T :,C→ M とT:XT →好を定理 3.9のように取る．このとき， ［3, 

Theore叫にあるように， t:Xx民→民を各xEXとCE股に対して， t(x,c) = T(c)(x) 

と定めると，任意の XEXとfE£ に対し， T(f)(x)= t(x, J(r(x))) = t(x，戸（f)(x))

が成り立つ． 口

線形な束同型写像Tは常にT(O)= 0をみたす．したがって，定理 3.9より次が従う：

定理 3.11.,CとM をそれぞれSO*(Y)とSび (X)を含む束とする． T:£ →M を線

形束同型写像とし， 7:XT→巧を Tから導かれた位相同型写像とする．このとき，写



像w= T(l) EMは，任意の xE XTとfE£ に対し， T(f)(x)= w(x) • j(T(x)）をみ

たす．つまり， T= w. T*と表すことができる．

証明． w= T(l) EMとする．また， xE XrとfE SO(Y)に対し， C= f(T(X))とお

くと， T(f)(x)= T(c)(x) = c ・ T(l)(x) = f(T(x)) ・ wに）となる． ロ

次の補題は次節で必要になるものである．

補題 3.12.,CとM をそれぞれS〇*(Y)とS〇*(X)を含む束とする． T:£ → M を

T(O) = 0をみたす束同型写像とし， 'I:R(Y)→ R(X)をTから導かれた全単射と

する． Yにおける正規開集合 u,vに対し，訂がコンパクトかつ VnV=0のとき，
'I(U) n'I(V) = 0が成り立つ．

証明の概略定理を否定すると， Yの正規開集合u,vで UがコンパクトかつUnV=0
をみたすが， 'I(U)n'I(V)ヂ0となるものが存在する．点 zE'I(U) n'I(V)を取

る．このとき z(/_'I(U)となることに注意する． xTはX において桐密だから，点列

（叩） CXr n'I(U)で叩→ z(i→ OO）となるものが取れる．各iに対し， Yi=T（叩）と

おく．補題 3.5によって，任意の iに対し，防 EUとなる．万はコンパクトだから，必

要なら部分列を取ることにより，ある点WE万に対して，防→ w(i→ oo)としてよい．

W をYにおける点wの正規開集合である近傍で， W がコンパクトかっWnV=0を

みたすように取る．次に，正規開集合U'ER(Y)を(Yi)C U', w E U'かつ U'CUUW 

となるように取る．このとき，補題 3.5によって，任意の叩は'I(U'）に含まれる．つま

り， zE'I(U'）となる．しかし， z(/_'I(U'）となることに注意する．また，『はコンパク

トである．

£＋の部分集合

£'= {f E,e+ : coz(f) = U'} 

を取る．このとき£'は£の部分束となる． M'=T(,C'）とする．このとき， Tは£'と

M'の間の束同型写像を導く．次に，以下の股Nの部分束を考える：

F=  {s E配：ヨfE £', s (n) = f（珈）｝，

Q = {s E配：ヨgEM', s(n) = g(xn)}. 

定理 3.9によって Tはrとgの間の束同型写像を導くことが分かる．実際，もし
f, f'E,C'が，条件j(T(xn))=『（T(%））をみたすとすると， T(f)(xn)= T(f')(xn)と

なるため， Tは矛盾なく定義される．
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任意のgEM'に対し，£'の要素fをg= T(f)となるように取る． 01=U'だから，

zは'I(U')＼'I(U')＝切＼0，に含まれている．つまり， g(z)= 0である．したがって，

gは0へ収束する点列からなる束 Coの部分束である．

次に， fE£'をとると， 珈→ wのとき， f(Yn)→ J(w)となる．しかし， wEU'= 

coz(f)だから， J(w)は任意の正の値を取ることができる．すなわち， Fは収束点列から

なる束 Cの部分束だとわかる．

rは，可算部分集合Cで，任意の sEFに対して，ある tECが存在して， s:::;tとな
る部分集合が存在する．しかしながら， gの各要素は 0に収束しなければならないため，

このような性質を持ちえない (cf.[3, Lemma 4]）．ゆえに， rとgは束同型にはなり得ず
矛盾である． ロ

4 緩振動関数束間の束同型写像とバナッハ・ストーン型定理

f: X → Yを距離空間 (X,dx)と(Y，む）の間の写像とする． fが一様拡大的

(uniformly expansive)であるとは，非減少関数CY:罠四→罠2:0で，任意のx,x'EXに

対し，

dy(f(x), f(x')) :S CY(dx(x, x')) 

をみたすものが存在することをいう． fが距離的適正 (metricallyproper)であるとは，

任意の Yの距離dyに関する有界集合BcYに対し， f―l(B)がXの距離dxに関する

有界集合となることをいう．一様拡大的かつ距離的適正な写像を粗写像 (coarsemap)と

呼ぶ 2つの写像f,g:X→ Yが近接している (close)とは，ある正の実数r>Oが存在

して，任意の XEXに対し， dy(f(x),g(x))< rとなることをいう．粗写像f:X→ Y 

が粗同値写像 (coarseequivalence)であるとは，粗写像g:Y→Xで， gofとfogが

それぞれ idxとidyに近接するものが存在することをいう．空間 X とYの間に粗同値

写像が存在するとき， X とYは粗同値 (coarselyequivalent)であるという．粗同値な

適正距離空間は位相同型な Higsonコロナを持つことが知られている [14]．位相同型写像

f :X→Yが粗同相写像 (coarsehomeomorphism)であるとは， fとその逆写像f―1が

共に粗写像となることをいう．粗同相写像はもちろん粗同値写像である．

次の補題は粗写像と緩振動関数の関係として基本的である．

補題 4.1.h: X → Yを適正距離空間の間の連続な粗写像とし， f:Y→艮を連続な緩

振動関数とする．このとき，合成関数foh: X→賊は連続な緩振動関数である． ロ



4.1 非線形束同型写像

正の数 r> 0 に対し，距離空間 X が r—鎖連結 (r-chain connected)であるとは， X

内の任意の 2点X,X'に対し， X 内の有限点列PO,・・・,Pnで， Po=x, Pn = X'かつ

dx(Pi-1,Pi）::::; rがすべての i= 1,...,nに対して成り立つものが存在することをいう．

ある r>Oに対して， r-鎖連結となる空間を鎖連結 (chainconnected)と呼ぶ．

補題4.2.(X, dx)と(Y，む）を適正距離空間とする． T:SO(Y)→SO(X)をT(O)= 0 
をみたす束同型写像とする． Xが鎖連結ならば， Tから導かれる位相同型写像 r:XT→
好は距離的適正写像である．同様の結果は T(O)= 0をみたす有界束間の束同型写像

T:Sび (Y)→S〇＊（X)に対しても成立する．

証明の概略． T:SO(Y)→SO(X)の場合を解説する． T:SO*(Y)→SO*(X)の場合
も同様である．

位相同型写像 Tが距離的適正でないと仮定すると， Xの点列(%)で

(1) Ix』→ oo(n→ oo)，かつ
(2)点列 (T(％）)はYのある点 w に収束する

ものが取れる．各nに対し， Yn= r(xn), an = X2nそして bn= X加＋1とする．必要な

ら部分列をとることにより，点列 (an)と(bn)は次をみたすとしてよい：

(3) la』+2炉<|bnl < lan+1I -2(n + 1)生
(4) lim r(an) = lim r(bn) = w. 

Xは鎖連結で，応はXの中で桐密だから，正の実数6>0と点列 (en)C XTを適当に

とって，任意の nに対し，

(5) dx(bれ,Cn) < 8 

とできる．特に，任意の m,nに対し， am-:/ Cn-:/ bmであるとしてよい．したがって，

Tは位相同型写像だから，任意の m,nに対し，

(6) r(am) -:/ r(en) -:/ r(bm) 

となる．（3)により，関数 fE SO*(X)で，任意のnに対し， f(an) = 0かつ f(bn)= 1 
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となるものが取れる． g＝T-1(f)とする．定理 3.9により，条件f(an) = 0より

g(T(an)) = T―1(j)(T(an)) = T―1 (0) (T (an)) = 0 

となる．したがって，（4)により n→ 00のとき， g(T(bn)）→ 0となる．

kをlimT(bn)のYにおけるコンパクトな近傍で，（T(an)),(T(bn)) C Int(K)をみたす

とする． A=(T(a砂）U(T(bn)) U (T(%））とおく． このとき写像h':AU(Y¥Int(K)）→股

をh'(T(b砂） ＝g(T(bn)）かつ，その他の点yに対し， h'(y)= 0と定める．（6)より， h' 

は矛盾なく定義される．また， g(T(bn))→ 0(n→ oo)であるから， h'は連続である．

Tietzeの拡張定理により， h:Y→艮を h'の拡張された連続関数として取ることができ

る． coz(h)がコンパクト集合K に含まれているから， hE SO* (Y) c SO(Y)である．

すべての nに対して， h(T(an))= h(T(cn)) = 0かつ h(T(bn))= g(T(b砂）となっている

ことに注意する．定理3.9によって， h(T(cn)) = 0であることから

T(h)(cn) = T(O)(cn) = 0 

が従う．一方， h(T(bn)) = g(T(bn)）であることより，

T(h)(bn) = T(g)(bn) = T(T―1 (f)) (bn) = f (bn) = 1 

が従う．しかしながら，（3)と(5)により，これらはT(h)が緩振動関数であることに反

し，矛盾である．ゆえに T は距離的適正な写像である． ロ

命題 4.3.(X, dx)と(Y，心）を鎖連結な適正距離空間とする． T:SO(Y)→ SO(X)を

T(O) = 0をみたす束同型写像とし， T：XT→乃と 'I:R(Y)→ R(X)をそれぞれTか

ら導かれる位相同型写像と全単射とする．このとき， XT=Xかつ Yr=Yが成り立つ．

即ち， TはXから Yへの位相同型写像であり，各UER(X)に対し， T(U)＝て一l(U)を

みたす．同様の結果はT(O)= 0をみたす有界束間の束同型写像T:S〇*（Y)→ S〇*（X)

に対しても成立する．

証明の概略 T:SO(Y)→ SO(X)の場合を開設する． T:Sび (Y)→ S〇*(X)の場合

も同様である．

補題 4.2より， T とT―1は共に距離的適正な位相同型写像である．このことより，

X のコンパクト部分集合列 XnC Xn+lとYのコンパクト部分集合列 YnC Yn+lを

x = u~=1ふ， y = u~=lYn かつ T(XTn ふ） C %となるようにとることができる．

A,B c Ynを交わらない閉集合とし， u,vをYの正規開集合で ACU, BCVそし
て『nV=0であるようにとる．汎はコンパクトだから， A,Bは共にコンパクトであ



るから， U とVは共にコンパクトであるとしてよい．補題 3.12により， VnV=0で

あることから 'I(U)n'I(V) = 0が従う．したがって，補題 3.5によって

T―1(A) n T―1(B) CT―1(U) n T―1 (V) c'I(U) n'I(V) = 0 

となる．ゆえに Taimanovの定理 [4,3.2.1]より， Tix戸 Xnは一意的に冗： Xn→ ％へ
拡張される．特に各 Tn+lは石の拡張写像となるから， Tは一意的に T00:X→ Yへ拡

張される． T： XT →巧は桐密集合XrcXとYrCYの間の位相同型写像だから，

ち。は位相同型写像である．

最後に Xr= X, Yr= Yとなることを検証する．各 VER(X)に対し，補題 3.5

より，

Too(V) = T(V n Xy)＝て一1(V)n YT=て一l(V)

となることがわかる．集合 TOO(V)とir-1(v)は共に正規開集合だから，このことより

翠 (V)= ir-1(V)が従う．同様に，各 UER(Y)に対し， Tご(U)＝'I'(U)が成り立つ．

このことは (x,y)E Eyである必要十部条件がT00(x)= yであることを意味する．ゅぇ

にXy=X,巧＝ Y となり， T:X→ Yが従う． ロ

補題 4.4.(X, dx)と(Y，む）を鎖連結な適正距離空間とする． T:SO(Y)→ SO(X) 

をT(O)= 0をみたす束同型写像とする．このとき Tから導かれる位相同型写像 T:

X戸巧は一様拡大的である．同様の結果はT(O)= 0をみたす有界束間の束同型写像

T:Sび (Y)→ Sび (X)に対しても成立する．

証明． T:SO(Y)→ SO(X)の場合を解説する． T:SO*(Y)→ Sび (X)の場合も同様

である．

Tが一様拡大的でないと仮定する． このとき，ある正の実数 R>OとXの2つの点列

加），（bn)で，任意の nに対して

(1) 0 < dx(an,加） ＜R,かつ

(2)心(T(an),T(b砂） ＞ n 

をみたすものが取れる． dxは適正距離であるから， （1)と(2)によって

(3) la』→ oo,lb』→ oo(n→ oo) 

でなければならない．また， T は距離的適正写像だから，

(4) IT(an) I→ OO, IT(bn) I→ oo (n→ oo) 
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でなければならない．必要なら部分点列を取ることで，任意の nに対して，

(5) lr(an)I + 2n2 < lr(bn)I < lr(an+1)I -2(n + 1)2 

としてよい． このことから， gES〇*(Y)でg(r(an))= 0かつ g(r(bn))=lとなるもの

を取ることができる． f= T(g)とする．定理 3.9より， g(r(an)) = 0であることから

f (an) = T(g)(an) = T(O)(an) = 0が導かれる． fは緩振動連続関数だから， （1)と(3)

より f(b砂→ 0(n→ oo)が従う． Yは鎖連結だから，点列 (en)C X とfJ>Oで，任意

のnに対し，

(6) 0 < dy(r(bn), r(cn)) < fJ 

となるものが取れる．特に，任意の m,nに対し，

(7) r(am) -/= r(cn) -/= r(bm) 

であるとしてよい． f(bn)→ 0(n→ oo)だから，関数hESび (X)で，任意の nに対

し， h(an)= h(cn) = 0かつ h(bn)= f(bn)となるものが存在する．定理 3.9により，

h(cn) = 0であることから T-1(h)(r(cn))= 0が従う．同様に h(bn)= f(bn)であるこ

とから， T-1(h)(r(bn))= T-1(f)(r(bn)) = g(r(bn)) = 1が従う．しかしながら， （4) 

と(6)より，これらは T-1(h)が緩振動関数であることに反し矛盾である． ロ

定理 4.5.(X, dx)と(Y，む）を鎖連結な適正距離空間とする． T:SO(Y)→ SO(X) 

をT(O)= 0をみたす束同型写像とする．このとき Tから導かれる位相同型写像 T: 

XT →巧は粗同相写像で， f(r(x))= g(r(x))をみたす f,gE SO(Y)とXEXに対

し， T(f)(x)= T(g)(x)となる．同様の結果はT(O)= 0をみたす有界束間の束同型写像

T: SO*(Y)→SO*(X)に対しても成立する．

股

T(j)(x)=T(g)(x)『
股

『j(T(x))=g(T(x))
X ~ y 

証明． T:X→ YをTから導かれた位相同相写像とすると， T―1:y→ X は束同型写像

T-1: SO(X)→ SO(Y)から導かれた位相同型写像である．したがって，補題 4.4より

T は粗同相写像である． T とTの間の関係式は定理 3.9より従う．

次の補題は [3,Corollary 2]と同様にして従う：

口



補題 4.6.(X, dx)と(Y，む）を鎖連結な適正距離空間とし， T:SO(Y)→ SO(X)を

T(O) = 0をみたす束同型写像とする．このとき T(S〇*(Y))= SO*(X)となる． ロ

以上の考察により，次の緩振動連続関数の束に対するバナッハ・ストーン型定理が従

う．一様連続写像の束に対するバナッハ・ストーン型定理については，文献 [3],[6], [7], 

[8], [9]などを参照されたい．

定理 4.7（バナッハ・ストーン型定理）．鎖連結な適正距離空間 (X,dx),(Y,dりに対し，

次は同値である：

(1) SO(X)とSO(Y)は束同型である．

(2) Sび (X)とSび (Y)は束同型である．

(3) X とYの間に粗同粗写像が存在する．

(4) Higsonコンパクト化 hXとhYは位相同型である．

証明．最初に (1),(2), (3)の同値性について述べる．任意の束同型写像 TはT(O)= 0を

みたすように修正できるから，補題 4.6より， （1)から (2)が従う．（2)から (3)が従う

ことは定理 4.5で示されている．また，補題 4.1によって， h:X→ Yが粗同相写像な

らば，その合成作用素 h*:C(Y)→ C(X)は束同型写像 h*lso(Y) : SO(Y)→ SO(X) 

を導く．つまり (3)⇒(1)が従う．

(3)が成り立つと仮定し， h:X → Y を粗同相写像とする． eso*(Y): Y → 

K(Sび (Y))= hYを評価写像とすると，命題 2.1 と補題 4.1により，合成写像

国（Y)0 h: X→ hYは一意的に hX上の連続写像h:hX→ hYへ拡張される．

h 
hX 〉 hY

憂 (X)『 『eso*(Y)
X~Y 

このとき h:hX→ hYは同相写像でなければならない．即ち， （3）⇒(4)となる．
(4)が成り立つと仮定し， h:hX→ hYを位相同型写像とする．補題2.2より， h(X)= 

Yでなければならず，したがって h=hlxはX から Yへの位相同型写像となる． この

とき， 合成作用素 h*: C(Y)→ C(X)は束同型写像 h*lso* (Y) : Sび (Y)→ Sび (X)

を導く．実際， JESび (Y)に対し， j:hY→政を fの連続な拡張写像とすると，

j。h:hX→股は Joh:X→股は連続な拡張写像である．したがって，命題 2.1より，
Joh緩振動関数でなければならない． hが位相同型写像だから， h*lso*(Y)は束同型写
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像となる．即ち，（4）⇒(2)が成り立っ． 口

4.2 線形束同型写像

次に線形な束同型写像 T:£→ M を考える．即ち， Tは全単射で，任意の f,gE £ 

とk,lE民に対し，

(i) T(f V g) = T(f) V T(g), T(f八g)= T(f)八T(g)，かつ

(ii) T(kf + lg) = kT(f) + lT(g) 

をみたす写像である．これら 2つの性質より， T(O)= 0とTの正値性（任意の fE£ に

対して， T(lfl)= IT(f)Iとなること）が従う．

SO(X) の部分集合 SO~(X) を， wES切(X) となる必要十分条件が以下の 3 つの条

件をみたすこととして定義する：

(ttl) w > 0, 

図）任意の fE SO(X)に対し， w・ f E SO(X), 

図）任意の fE SO(X)に対し，（l/w)・ f E SO(X). 

特にwES切(X)であれば，その逆数として与えられる関数 l/wもS叫(X)の要素と

なることに注意する．上記 (i1)~ （tt3)において， SO(X)をSび (X)で置き換えて得ら
れる Sび (X)の部分集合をso;(x)で表す．

補題 4.8.(X,dx)を適正距離空間とする． このとき S切(X)とS切(X)はそれぞれ束
SO(X)と束 Sび (X)の部分束である． ロ

関数fE C(X)が強正値 (stronglypositive)であるとは，ある正数 c>Oが存在して

C :'.Sfをみたすことをいう．

補題 4.9.(X, dx)を適正距離空間とする．このとき， S可(X)はSび (X)のすべての
強正値関数からなる束である． ロ

注意 4.10.X =｛研： nEN} c N上に Nを制限して得られる距離を考える．このと

き， SO(X)= C(X) となるから，特に SO~(X) = C(X)＋である．したがって SO~(X)

は非有界な関数を含む．特に強正値ではない関数を含むことに注意する． ロ

これらの結果と，定理3.11ならびに定理 4.5より，次が従う．
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定理 4.11.(X, dx)と (Y，む）を鎖連結な適正距離空間とし， T:SO(Y)→ SO(X) 

(resp. T: Sび (Y)→ Sび (X))を線形束同型写像，そして w= T(l)とする．このと

き， Tから導かれる位相同型写像r:X→ Yは粗同相写像であり， T= w ・ r*をみたす．

特に wE SO~(X) (resp. w E so;(x)）である． 口

Hc(X, Y)によってXから Yへのすべての粗同相写像からなる族を表し，ダso(Y,X)

(resp.ダSO*(Y,X)）によって SO(Y)から SO(X)(resp. SO* (Y)から SO*(X)）上へ

のすべての線形束同型写像からなる族を表すものとする．

定理 4.12（表現定理）．（X,dx)と (Y，む）を鎖連結な適正距離空間とする．各 wE 

SO(X)とTEHc(X,Y)に対し,<l> (W, T) = W ・ T*と定める．このとき， ①を制限して

得られる写像

叱： SO~(X) x Hc(X, Y)→fso(Y,X), 

叩：S切(X)x Hc(X, Y)→fso*(Y,X) 

は，共に矛盾なく定義された全単射写像である． 口

系 4.13.(X, dx)が鎖連結な適正距離空間とすると， SOij(X)は S切(X)の部分束で
ある． ロ

系 4.14.(X,dx)と(Y，む）を鎖連結な適正距離空間とする．同一視 fso(Y,X)= 

S叫(X)x Hc(X, Y)とfso*(Y,X)= so;(x) x Hc(X, Y)の下で， fso(Y,X)c 
ダSO*(Y,X)である． ロ

注意 4.15.(X, dx)が鎖連結な適正距離空間であっても，一般的にSOij(X)とS切(X)
は一致しない．特にグso(Y,X)とfso*(Y,X)も一般的には一致しない．

例えば， X = [O,oo)とし，通常の距離 d(x,y) = Ixー引を考える． x上の関数

w, f: X→罠をそれぞれw(x)= 2 + sin y'x, f (x)＝嘉と定義すると，容易にわか
るように wESび (X), f E SO(X)である．特に wは強正値な緩振動関数だから，

d 
wES②(X)である．しかしながら，ー(w・ f) = (cos嘉）／2+ (2 + sin y'x)/2嘉であ
るから， W・fは緩振動関数ではない． dぇぜなら，（2＋sin{E)／2{E→ O (|m → OO）で

あり，（cos嘉）／2は緩振動関数だからである．したがって， W はSOij(X)の要素ではな

いことが分かる．ゆにえ S切(X)s:;so;(x)であり，表現定理から得られる同一視をし
たとき，ダso(X,X) £:; fso* (X, X)となる． ロ
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