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1.序

非可逆過程論に於るLangevinEq,の重要性は古 くから指摘さitl,)～4)多くの物理的 ･数

学的研究が為されて来たが,未だに対応するFokkeトPlanckEq.と現象論的方程式 (巨視

的物理法則 )の形はどうなるのかという基本的な問題が,少くとも非線形の場合には,莱
2)

解決である｡

最近の微視的力学より演鐸されたL｡ng｡vinEq.の一般-i&5㍍立場よりこの間題を考え,

従来 Ⅰ｣こingeVinEq･と呼ばれて来たものを二種類に区別する事によって系統的に理解でき

る事を示す｡

2. M.Lax等の理諾)

非線形 LangevinEq･

da/dt-B(a)10(a)f(t)

〔但し′, ∫(t)はGaussianrandom variableであって

< f(t)>-0, <f(I)f(u)>-26(t-u)

とする〕を考える.一般k7,)確率変数 aに対するFokker-PlanckEq･

∂ ∂ ∂2

前 P(a,t)-~~~~ A(a)P(a,t)+諒 D(a)P(a,･t)∂a

は,

A(a)- lim <ta(t+At)-a(I))>/At
Jt･･･--0

D(a)- lim <ta(t+At)-a(t))2>/AI
At- 0
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によって与えられる｡_IJaXによれば, (2.1)式は積分方程式

a ( t+A t ) -a (t)-I:' A t(B (a(S))'o (a(S ) ) i(S) ) ds

と同等であるので,逐次近似鋲によって

AagB(a)A t･o(a)I:'A tf(S)d s

･a(a)ao/∂a･Itt+AtdsItsduf(S)i(a

と求まる｡結局

A(a)-B(a)+oao/aa

I)(a)- lo(a)]2

(2.6)

(2.7)

となる｡

こ でゝ問題とするのは, (2.8)式の第二項である｡この項を "DynamicalFrictionI-

と呼んでおこう8).

K･Zt̂09)や,J･L.DooblO)といった数学者のBrown運動の理論では,.･(2.1)式は

Aa-B(a)At+ a(a)i(t)At (2.10)

と同等であ-" I,0)(2.8)の第二項は生じない｡この相異は (2.1)式に於る時間微分の意

味の相異,従って又, (2.6)式の積分の意味の相異に由来する｡即ち, (2.6)を通常の

Stiel勺es積分と＼考えれば, (2･1)は Ordinarydiff･ eq･となり,この時 driftvelo-

cityA(a)は (2.8)で与えられるoLかし, (2.6)を確率積分と考えれば, (2,1) は■

確率微分方程式 (stochasticdiff･eq.)となって (2.8)の第二項のない結果A(a)-B(a)

が得 られる｡

即ち, "DynamicalF.rictjon" 〔(2.8)の第二項〕が表れたのは, Laxが (2.1) の

時間微分が ordinarydiff･であると 『選択』 した為である｡彼は,こう ｢選択｣ した理

由をこう述べている : 通常数学者達は, (2.1)式の f(t)はBrown運動過程と仮定する

なく/て,小さくとも有限の相関時間 Tcがある筈である｡ Tbより小さい時間間隔をとって

考えれば Stieltjes積分は定義できて, (2.6)～(2.7)の演算は可能である｡最後に

丁｡-O の極限をとればBrown運動が得 られる｡
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この議論は本当だろうかO有限の時間間隔 Tを設定 し,極酎 _0で力学過屋1)が確率

過程になるという議論は,基本的には Einsteln12)の拡散方程式の導出にはじまるものであ

るが,何か結果が逆になっている様にも思える｡いずれにせよ,問題は単なる数学の問題で

はなく物理の問題である｡次に力学に基 く非線形 LangevinEq5.)についてこの間題を考え
㌔

よう｡

3.物理的非線形 Langevin方程式 一

上記論X5iこ於で 勘 厳密な巨 視変数の理 露 3),14)&援用する事によって物理的な非線形

LangevinEq.が導也された｡この理論をmastereq.

∂

∂t

又は,同等な一般化 Fokker-PlanckEq.

∂ ∂ 1 ∂2

- p(a,t)- 巨 石 al(a)+ 訂 87 a2(a)+.'')P(a,t)∂t
/

an(a)= I(a'-a)nw(a',a)da'

の成立する領域 (kineticstage)で整理すると次の様である｡

巨視的物理法則は

∂
- a
∂t
α1両

で与えられ (vanKampen 14),15)),Langevineq･ は

∂
- a - a l(a)+R(t)
∂t

<R(0)R(t)> ニ ーaαl(a)♂(t)

で与えられる｡但 し, (3.6)では詳細釣合の仮定を使 う｡

即ち, (3･4)式は, (315)式より求まるべきdriftvelocityA(a)が
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A(a)-al(a) (3.7)

である事を示 している｡ この事は又, (3.2)式と(3.5)式との比較よりも云える｡前節

の議論によれば,この事は, (3.5)式がIt';,Doob等の意味での確率微分方程式であ

る事を示 している｡今まで数学者の専売特許であった確率微分が正しく物理法則を表して

いた事が分った｡

しか.L,問題が残るO (3.5)式は, (ある時間領域で)運動方程式と同等であり5,)運
動方程式は通常の微分方程式である｡運動方程式は有限の系について立てられており,

･LangevinEq.(3.5)は熱力学的極限での方程式として与えられている点に注意を要す

る｡この熱力学的極限をとるということはLaxや Einsteinの議論にあるで-O の極限操

作に対応する｡Laxも引用している数学者の論216)に於て,ある種の極限で通常の微分方

程式が確率微分方程式に推移する事が論じられている｡即ち,Brown運動過程 y(t)によ

って与えられた確率微分方程式

dx(I)-m(x(I),I)dt+α(Ⅹ(I),I)dy(I) (3.8)

を考えるのに, n一三∞で y(t)に収束する様な区分的に微分可能で,有界変動の函数 yn(t)

で置換した通常の微分方程式

dxn(t)-m(xn(t),t)dt+o'(xn(t),t)dyn(t) (3.9)

を設定する｡すると,この解 xn(t)はn-- で (3,8)の解ではなく,別の確率微分方程式

1
dx(t)-m(x(t),t)+T o(Ⅹ(t),t)〔ad(x(t),t)/∂x〕dt

+a(x(t),t)dy(t) (3,10)

の解に収束する｡これによって通常の微分方程式 (3.9)と ｢対応する｣確率微分方程式

(3･10).の関係は明らかである｡ (3･10)式の右辺第二項が問題の dynamicalfriction

である｡

4.例題 〔古典スピン〕

前節の理論の演習として古典スピンの問題を考える1.7)即ち,運動方程式

-278-
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d
- M -γHoxM +γh(t)×M
dt

(4.1)

に従 うベクトル量 M について, B̀lochEq.I-を導こう. こゝに, h(t)は熱浴との相互

作用を磁場の形で表したものである｡

前節の理論の出発点はHamiltonianである｡ (4･1.)式に対応するHamiltonianとして

LU-H｡L+hOr)･L+dY

∂
LニーiM x-

∂M

を考えれば,HeisenbergEq･

∂

訂 M - iUuM ~MLu)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

は正 しく(4.1)を再現する｡但し,Yは熱浴の自由度を表す｡これより, "BlochEq:a

d

訂 Mj-γ(HoxM)｢ Mj/Tj

及び,それに伴 うLangevi王lEq･

d
弄Mj-γ(HoxM)｢ Mj/Tj+Rj(t)

(4.5)

(4.6)

を導くのは容易である. "BlochEq?は (Mz-<Mz>)/Tlの項が弛/Tlになっている

BlochEq.である｡

さて,この間噂はh x18,)Rub.19),牲 よっても論 じられている｡彼らの方法は, (4.1)

式の右辺のh(t)を統計的性格の与えられた確率変数であると考える｡即ち,運動方程式

(4.1)a"LangevinEq':と見倣す方法である.一般的方法はStochasticLiouvilleEq.

の方崖 〉21)として定式化されている｡この結見 "B.｡chE｡.～(4.5)と共にMjに対する

Fokker-PlanckEq.が導かれる｡

我々は二種類のLangevinEq･ (4.1)と(4.6) を有す る｡
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5･二種類のLangeウnEq･

今までLangevirlEq.七呼びならわされて来たものに二種類あ■る事が明らかとなった｡

古典スピンの例では (4.1)と(4.6)であり,数学的には (3.9)､と(3.10)である｡

第二の例をLaxの非線形I｣angevinEq. (2.1)に関して云えば,通常の微分方程式 (2.

1)に "対応しで 確率微分方程式

da/dt-B(a)+a(a)f(t)

B'(a)-B(a)+aao/ao

が考えられる｡ (2.1)と(5.1)の関係が,丁度 (4.1)と (4.6)の関係に対応するのは

明らかである｡よって,今仮 りに, (2.1),(4.1)をType0(Ordinarydiff･eq･)

のIJangeV.in.Eq･(4･6),(5･1)をTypeS(Stochasticdiff･eq.)と呼ぶ事にするo

TypeOは運動方程式であり,TypeSは現象論に密着している｡TypeSでは,Dyna-

micalFrictionoao/∂aは既に減衰項の中に入って居り,従って, (2.7)式の如き計算

は行わない｡

では,当初 La｡g｡V.㌔2)の提出した方程式

d
- uニー γu+ R (t)

dt
(5.3)

はどちらであろうか ?こ でゝ, uは粒子の速度であり,一面に於てNewtonの運動方程式

と考えられ,他面,経験的な減衰常数 γを含んでいる｡即ち,一面に於てType0 (-運

動方程式 )であり･,他面,TypeS(-経験的,即ち,現象論的 )である｡この矛盾した

性格は, "酪 'u(t)が時間微分不可能という数学的矛盾となって表れOrnsteinとUhlen-

b｡｡k7),23i D｡.blO)達を刺戟し,自己無撞着な体系 (確率過程論 )を作らしめた.この

様な自己無撞着な体系は,物理的には運動方程式 とは別の水準 (kineticstage)に於

る現象論である可能性を持った体系であり,事実その通りである事が分っf=50)現在の立場

では, (5.3)はTypeSである｡

上述の如 く, LangevinEq.は対になっているものと考えられる｡では, (5.3)式 に
′

"対応する-ITypeOの方程式はどうであろうか｡ (5.2)式で, B(a)--raとしてB(a),

a(a)を決定する問題であるが,これだけでは一意的でないO普通には,

B(a)--ra, o(a)-const.
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と考えられている様であるカ.;2,)･4)TypeO の方程式は運動方程式であるとい う観点からみ

ると具合が悪い｡運動方程式には散逸項は含まれるべきでない｡又,数学的な困難もある｡

揺動散逸定壷),4),5もかEinst｡inの関

D- r<a>

Bi2)

(5.5)

の見地よりすれば,減衰項はすべてDynamicalFrictionによるべきである｡従って,

B(a)- 0, 0(a)-√アa (5.6)

が考えられる｡しかも,こゝで困った事は符号が合わない｡

前節の古典スピンの例を考えよう｡

(4.6)式でH｡-0とおけば,線形 LangevinEq.に他ならない｡これに対するType0

の式は (4.1)式で (H｡-Oとしたもの )であって,三成分の混った-寸 した複雑さが,

丁度上記の困難 を救っている｡

この事より, TypeOの式として (2.1)式とか (3,9)式とかを考えるのは理想化 しす

ぎであって,現実には (物理的且つ数学的に )TypeOとしては (4.1)式程度には複雑

な運動方程式を考えなければならない事が明らカ子であろう｡

今まで断りなしに "DynamicalFrictionI-と云って来たが符号が違っていた｡もう少し,

正確にDynamicalFrictionを論じよう.

8)
6. DynamicalFriction

chandrasekharは vonNeumann との共著による天体運動の統計的研gE24)で,粘性媒

質中のStokesfrictionといったものとは異る減衰機構を発見 しDynamicalFrictionと

呼んだ｡彼は更に,統計力学の一般論として定式化することを試h2,5)多粒子系にある確率

論的な仮定を導入すればDynamicalFrictionが導かれることを示 した｡

ch｡ndr/as｡kha,の研究はKirkw｡.d竿)M.S.Gr｡｡n3)に受継がれた｡又,Kub｡のS.｡-

｡hasti｡IJi｡｡vill｡Eq.の方房1)bこの研究の直接的な発展と考え､られる｡又,M｡riの

generalizedLang｡vinE｡.の方.i )も又,Zw｡｡zlg29)Sを通してこの研究の影響下にあ

るものと思われる｡

これらの研究に特徴的な事は,運動方程式をLang.evinEq･と見倣す点である｡

Kirkw｡｡㌔)に明確に述べられている様に運動方程式

d
-u = l F
dt m
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の右辺を system･aticpart<甘>ニーγuとrandom forceR(t)-F(t)- <甘(t)>に分割する

ことによってLangevinEq･が得られるとい う考えである｡この分割が自明である場合は

簡単であり,直接 StochasticLiouvilleEq.が導かれる｡

古典スピンの例では,Hamilto_nian(4.2)によって定義されるLiouvilleEq･に於て,

熱浴の自由度まで含めた完全な方程式の代 りに, h(I)を与えられた相関函数によって規定

される確率変数とみる事も ｢近似的には｣ 可能である｡しかし,この様な場合ですら力学

過程とMarkov過程は全く別の過程であるのT,1,1)正しい結果を得る為には十分の注意が必

要である｡云うまでもなく,現在の我々の観点よりすれば,上述の考えはTypeOとType

Sを混同している｡

更に,M･S･Green3)はKirkwoodの考えを発展させ,直接JJF(t)を分割する代 りに,

Fokker-PlanckEq. (2.3)の導出に於てLangevinEq･(2.1)の為した役割を未分割

のまゝの運動方程式 (6.1)に荷わせる様工夫した｡又,巨視変数の概念の重要性を指摘

した｡即ち,巨視変数 aj(Xt)〔Xtはr空間の点〕 の運動方程式

d

訂 aj(Xt)=vj(Ⅹt)
(6.2)

の右辺を何かの確率変数と見倣 して, (2.4),(2.5)を用いてFokker-PlanckEq･ を

導く｡

Aj(a)At- <Aaj>

<Aai>-JAtdTJvi(XT)E(X;tak))dX/W(tak))0

と書けば,

(6.3)

(6.4)

となる｡こゝに, E(Ⅹ;tak))はak(Ⅹ)-ak等で指定される超曲面 (物理的には薄い殻 )

の定義函数でW((ak))はその体積である｡積分は,任意函数 甲(a(X))…甲((ak(Ⅹ)))

を用いて行われる｡

JAtdTIvi(XT)?(A(X))dX-J<Aai>甲(A)W(A)dA0

-JAtdTJ,i(Y)甲(A(Y_I))dY0

に於て,展開
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∂

甲(A'Y-T))-ダ(A(Y))一打 oTVk'0'玩 甲(A(Y))do ･ ･-

を用いて

(6.7)

(6.6)-JAtdT<Vi>甲(A)W(A)dA0

i loAtdT!TO- <viVk(0,,芸警 -(A)dA (6･8)

と変形 し,最後に部分積分を行って,結局

d ∂ ∂

- 'ai> = `Vj>+∑tEjk(a)有 logw(a)一㍍ Ejk(a))dt k

Ejk(a)≡ Jdo<viVk(a)>

(6.9)

(6.10)

を得ている｡

(2.7)式と(6.7)～ (6.8)式の対応は明らかである｡従って, (6,9)の右辺第二項

がDynamicalFrictionを表している｡

我々の二種類のLangevin Eq･という観点よりすれば,以上の理論はTypeO の方程

式 (6.2)より, (6.9)の右辺に更に random forceを付加して得られるTypeSの方程

式を導く理論と見倣す事が出来る.事実,Gr9enの理論を一部精密化 した7JWanZigの理

議 9)を論25)

る｡即ち

の手法を参照して,直接この様なTypeSの方程式を導出する事は容易であ

d

& aj=Vj'alj(a)+Rj(i)

∂ ∂

alュ(a)竺 ∑tE"(a)転 logw(a)一転 Ejk(a))k

(6.ll)

(6.12)

がTypeSの方程式として-応得られる.

こ､に於て,物理的非線形L｡ng｡vinE｡.(3節の理謡))とDyn｡micalFri｡ti.nの関

係が明白となった｡
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DynamicalFrictionの理論及びその展開においては,TypeOの観点に立って 運動方

程式-LangevinEq.という関係が発見法的に重視されているが,3節の理論ではType

Sの観点に立って 現象論-LangevinEq.という発想に立っという違いはあるにしても,

結局は運動方程式より非線形 LangevinEq･(3.5)又は (6.ll) を導く理論の一環であ

る｡

では,M.S.Greenの現象論に random forceを付加して得られた (6.ll),(6.12)

は (3.5)と全く同一であろうか｡

こゝで注意を要するのは,Greenの理論は自身明記 してある様に発見法的論議に重点

が置かれ厳密性には注意されていない事である.Greenの理論を射影演算子q)方i ),31)

を用いて精密化する事はZw｡nzlg29)ヵ嘉 っている｡又,彼はm｡m｡,y｡ff｡｡tのある場合

-の拡張も同時に行ってい82.9)しかし,Memoryeffect については,この様な現象論で

は必要ないL?)又理論的にはな言4)事に現在ではなっている｡残る問題は (6.12)式の近

似が正しいか否かである｡この点に関して,Greenの演算 (6･6),(6･7)は現在の厳密

な巨視変数の概忌 3),14)よりみれば問題のある事を指摘するに留めよう*o)即ち,巨視変数

A(Xt)又はその函数で決まる変数 甲(A(Xt'))の運動を考えれば非可逆過程が導かれると

いう考えは概略では正しいが, Emch13)の細い議論にあるAとAの区別が行われていない.
～

いかに巨視変数 と錐も,その運動A(Xt)を正確に記述すれば可逆的な又決定論的な運動

を行い,決して非可逆性といった確率論的様相は表れない｡この様な様相を呈するのは

coarse一grainedされた量A(Xt)13)である.この様な厳密な立場に立てば (6･4)～(6･7)
～

の計算は followできない｡私見であるが;Zwanzlg29)vaGreen,の論文の精密他 こ当って,

当時の支配的な物理的括像 (LangevinEq･-挙動方程式 )に引きづられた点がある様で

ある｡

7.結 語

二種のLangevinEq. (TypeSとTypeO)という概念によって,Brown運動の研

究の大凡がよく整理される事が分つた｡TypeSは数学的には確率微分方程式で,物理的

には巨視的な法則である｡TypeOは通常の微分方程式で,物理的には運動方程式である

が,多少とも確率論的な括像がもてるのは,確率論的仮fE21),25)が自然に持込める様な簡単

*) M.S.Greenに於る巨視変数概念の不徹底はrr･Yamamoto〔prog･Theor･Phys･LO_(1953),
11〕によっても指摘されている｡
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･な場合又は近似に限られる｡

この二種の異なる方程式を最初に混同した張本人はP.L｡ng｡Ⅴ日食 ある｡又,この混同
26)

を踏襲 した統計力学者はKirkwood である｡現在の水準からみれば混同ではあるが,こ

の二種の方程式の一致した側面 ((3.5)式は藤力学的極限に於て,適当な時間領域で,

運動方程式と ｢厳密に｣同一であi))を指摘 した歴史的重要性は測 り知れない｡

今までLangevinEq･の立場に立っ統計力学の理論として挙げたものは-盆25)&除きす

べてTypeOの立場に立つものであった｡これらとは必ず しも明かではない関係にあるが,

線形の場合にはTypeSの立場に立っ理論がある｡即ち,Onsager-Machlupの理諾3)と

O｡S｡g｡,の現象-i )との関係等に関してH｡shits｡m ｡35)0,導入したL｡ng｡vinEq.は丁度

TypeSになっている｡ 又, vanKampen諏)がmastereq.の線形近似 として提出した

LangevinEq.はTypeSで,正しく(3.5)式の線形の場合に対応している｡

最近,Z｡W｡nzig尋 7)～39)によって輸送係数の "r｡｡｡,m｡lizati｡n"という事が主張され

ている｡尤も,その正確な内容は末だ確定していない｡彼らの議論の基礎は (6.ll)+

(6.12)であるが,その理解の仕方は6節とは少し違う様である｡6節では, (6.ll)式

は,熱力学的極限に於るvanKampenの現象論 (3.4)又はそれに伴 うLangevinEq.

(3.5)と基本的には同内容で従ってTypeSと理解 した｡彼らは (6.ll)は正 しいが,

それに対応する現象式は (6.9)ではなくて "renormalization"と称する何らかの操作が

必要であると主張 している｡この操作はおそらく(2.7)式でLaxが行った様なものと考

えられる｡即ち, TypeSとTypeOを混同しているのではないかという疑問が生じる｡

尤も,彼らの理論では熱力学的極限の概憲 o)が欠落している為,彼らの (6.ll)式がTy｡｡

Sかどうかは定かでない｡従って,問題は,運動方程式 (Type0)よりTypeSのLange-

vinEq.(3.5)を導出する過程に表れる方程式,例えば熱力学的極限をとる前のmemory

effect のある表式等,の物理的解釈にあるのかも知れない｡しかし,現在広く受容され

ている統計力学に関する信忌4)『微視的運動法則 と巨視的法則 (流体力学の法則等で,そ

の一般形は (3.4)式 )の中間にはkineticstageの法則 ((3.1)式又は (3.5)式 )があ

る』よりすれば,その様な中間的な表式が妥当する物理的対象があるとは考えられない0

揺動まで含めた完全な巨視的法則は (3.5)式又はその一般形

d

訂 aj-α1j( (a k )) + R j ( t)
(7.1)

で与えられるとしても,個々の実験の条件では直接この形が得られるとは限らず (7.1)
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を 『解 く』 とい う問題がある｡この時,上記, "renormalizationlIと類似の手続が必要に

なる｡この様な例は,液体- リウムの超音波吸収の理露l)にある｡又,直接 Lang｡vinE｡.

は取扱っていないが,BixonとZwanzig42)の理論は関係が深い｡又,Kawasakiのmode

-modeCOO,lingth｡｡ry43)～45t素朴には同主旨と理解出来よう.

多くの文献の中には評価を誤ったものや,数学的側面で思わぬ誤解等が残っているかも

知れない｡読者,諸先輩,諸賢兄の御叱正を期待している｡
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