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- 方法論的拡張 (その2:接触テンソル解析の応用),-
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(8月 1日受理 )
tr

§1 序
1)

･我々が前論文 でのべた方法論的拡張は, フイJVム空間と vie迂bein表式

であったが,ここでは最 も一般的と考えられ る接触テンソ~JV解析的な考え方をl

のべよう.2)5)その本質的なところは,要す る紅相対立す}る二つめ独鹿な自由

度によって構成さ′れ る二つの空間 (あるいは場)を統合 した形で~議論すること

で あり,特に両空間の物垣的相互停用が考えられる時,その相互搾摺場が非対
2)

称場になることが韓徴的である｡ 我 々は,その性格の異なる相対立する自由度

に対してL,種々の物理的表現が与えられ .例 えば方向特性,内部回転,内部変

形などといわれていることをみてきたが.?)我 々が一般的変形論の立劇 こ立つ時,

基準になる母空間､は無形場であり,これを幾何学的 自由度をもつ場 とみなし,

これに対して方向性,内部変形などと特故的にいわれている自由度を物理的自

由度 とみなし,その物理的場が相互降用をひき起すところに′非対称な相互作用

場が出現すると考えるo vオロジー的には,例えば我々が主として扱ってきた

粘弾性に於て,通常の力学的モデタレでは粘性的なものと弾性的なものとに分解
＼

して考える如 く,変形場を構成する力学的自由度の相違 とい うものが潜 目され,∫

亘れらの複雑な組合わさり方を解析 していこうとするとこ]ろに,接触テンソ/レ■

解析を用いる本質的な必然性が存 していると考える｡

/

§2 接触テンソ/レ解析

前節でのべた如 く,我々は変形に際 しての相対立する性格をもっこつの自由

度に着 目するわけで,その二つの自由度が,それぞれに構成する空間 (あるい

は場)をe琴plieitに区別して表わすところに接触テンソJV解析的表現が導入

されて くる｡まず .幾何学的場を (K)一空間 とし,物理的場を _(i)-空間と
【
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する｡以下同様に (〟,A,fL,y-)などは (K)一空間の指模, (i,j,k,･･･)

などは (i)一空間の指標とする.この節の表現はレオノーム性を explicit

に表わしていないーが,そのためには (x)や (i)をフイJVム空間的座標とみな

してやれば充分であるし.又,時間 (ち)をつけ加えた拡張は容易に出きるか

ら,その点はここでは省略する｡但 し∴次節でこの間題にふれる｡

それぞれの空間り標溝を (∂Ki,iei)とお くと,我々は ((l㌔‡,teil)
の rl次元の統合空間を部分空間に分解するという立場をとることになり,しか

とか くと,それぞれの自由度に粥する変形が,

恕K - TRA ･〇A, (6-11･･m･i-m+1,･･･n,/
達i- S冒<･jB A-1-n,)

qiiiiii

nriiiiiiF
-I- ･-I--･-=--(2.1)

と表わせる｡ (T:) は基 準 と.な る自由度のはる母空間の変形, (S冒)･畔それ隼

伴 う物理場の変形を表わす｡相互停用が存在して,物理的条件から

oi-lXi･iJl応 - --一一1･-(2･2)

などとおける場合には, (㌶ )なる畳が本質的に非対称場を現坦させるもので

ある｡ それぞれの空間の計量は, (2.1)に従 って

伊 l 花 -T言 霊 SBA ,

ダji-S苧sLP∂BAJ

1
･-
･･･/
.･･-

ノ

･- ･一一- -･--一･- ･ - ‥-(2.5)

などと導入されるが,相互作用場の計量は,

才Ii- T芸 S言 ∂BA - - - ･ - ･ ･ 一一･(2.4)

と導入されて非対称であ り, (2.2)が成立つ時は,更に

gli- i?伊lぷ
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V オロジーの幾何学的研究 -V

とかけて,A乍が非対称性を現出させることを裏付ける｡一方,線素VLついてI

紘

且Ⅹ 応 -T三 dxA

d･xl-S呈d･XB

l

-

1ノ

l

--･･A-1･････-･･-･,--I---------･-･一･-I--･･(2.6)

の如 く分解されるが,､我々が変形場で線素とい う場合,基本になる幾何学的垂

間の線素 d,ⅩK を考え,変形は この線素に基づいて物理的相互作用を含めた形

で規定されねはなら1ないと考えるから,物理的自由度の線素 d_Ⅹi屯 は直接に一一

は着 目しないこと.にする. その条件は,a_xi- Oであ り,これが (E),⊥空間

を非ホ ロノームにするもので ある.5)さて,一一このように して (局)T空間を母空

間It考え,あく革で変形場近着目してい く立琴からは,接続は次の'ように導入

される｡

DXK ≡ axK+lpEIX}axpヰFu･TiXldxP,

DXも… dXL･ 鳥 ⅩldxP + rp;･ⅩJdx〝

そこで共変微分商は,

▽px6- ∂〟Ⅹ応+PpNIXA+rpRiXL,

▽pxL - ∂pxL･-rpixA･ Fp;.xJ

と定義される｡そして各接続係数は

flpnl - TZTpGT;rcAB･TEAa調 ,

㌔

LIpKi- TXAT/CpfrcAB･TRAaps/㍗,

･り ･- siTST;TcAB･ SLa武 ,〟ノ

rp81 - siTpGsJfToAB･･ SLapsチ
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と変換されるo IIpKi,IIptJ,rpLl などが相互作用を explicitqこ表わす もの
であるOそして, (2･･2)が成立つ時は,基本量 rpElか ら

jlぷ･-1ま,pxl+apス写 ,pat

IIpLスニ ス三 FpKl ,

I.乙･ニ スLxllj･FpEi 十 AL ∂ スK･JLj K P J

I(2.10)

と表わされる｡ IIpLl は ス-変換でテンソ}V的に変換され,,より一般的な変換

一下のテンソ叫 こ解消されて しまっていると考える､と,JlpKiとrp81が より本質
的な相互作用係数 といえる. (A)-空間は,変形前の自然状態と考えているか

ら 餌 clia空間 とみなせ,lloAB-Dと仮定できるから,結局遠隔平行櫨空間
を与えることになるが,これは物理蛍の塵格 として 巨号)なる自由度の方向特
性は,局所的に一意的に定まっ'て くることからうなづける.さて,次に,(2.8)

に基づ くテンソ7レ童は,通常の計算 と同掛 こして,次の如 くに定義 される.4)5)

2lvy㌔ 〕xK-RL詳 Ⅹ1日 L;ふ;Kx i - 2U宣LAvIX K ,

2lvリVp 〕 Xi-R;i l･ixス+ a;i･il･Lx j -

X

hlL晶 ･ - 2(∂lyIIp]Kl +r(yKltpirp3ス

且-,GT- 2(∂〔yFp 〕与 + 描 ,oIFpS iリP 乙

･R;/llol 芸 2(8〔y弘 十 ItyLlkl砧

-B･･ei≡ 2(∂〔yrpL"･･瑞 k.Tw]kJリP }

u/u応 … Il読 〕 + 鶴 ,

私 ≡ TkA∂〔〟TIA)
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Z,

+ nLy吊TFp;i+ -1AyPpIIpXl),

辛 nLリヤ高 ]K2 十鳩 Iも号),

H llyk;満 3k+ i;I:,･yP/iIIpLl),

･ 招 jIlp 3k+ 鳩 TpLi)

(2.12)

但 し,



Vォロジーの幾何学的研究 - V

と定義される｡ 遠隔平行性だとすべての曲率は消失し,ただ一つ非ホロノーム

対象 mpGAが散逸性を代表することになる､O､更にこのような燕触テンソ′レ解析

的取扱いの結果,Riema,nn-Christoffe1曲率にかわっ七相互陣用を表わ

すべきものとして.丑血 er-Sp,houten曲率 車ンソJVなるものが導入される5.)

それらは形式的には

sLvp Ti ≠ H詳 ′,

--･･--.---I-･-A-I---一･---･･･-(2.15)

･RAノ▽p S含三 H〆

と定義され,VJLを近似的に ∂〟 でおきかえれば･ (2･2)から

軍訂 - i; 瑞 ,

三;言で-:-･:;-r..:-,:.

1
--

し.r･寸
トト･･J

ぶ

●乙'′八.〃
∂+

(2.14)

とかれ H謡 は実質的I.･T-壬‡;iKの申L:/r-含まれてしま-ているといえるoあく

まで (K)一空間を母空間として考える時,変形場わ基本量としては (,glK,

･{払 ,呂訂 )が狼立変数とし七拷用されること!/1なrるが-･着は 作用場な･るも
のせ explicitに抽出すると,その場を支配す るのは く伊拓 王局 方)である

ことがわか町 そこに (弓 )なる物理的条件が加わって･ (2･5), (2･14)2 ,

の如 くに母空間と楕びつけられるo 叉,当然その場は非対称であるO･

大体以上が嶺触テンソ′レ解析的考察はよ.る変形場の表現形式であるが,我々

が薄目するのは, レオロジ-一的にも､又,更に一般的な物理的立場からいって

も,絵局, (ヤ)一空間と (i)-空間の相互作用場の状態把壕であ､り,粘弾性

などの二つの自由度が同時に含まれ る現象の解析が重喪だから,相互作用場

再 Ii∴Hふlx)を考察することになる｡その議論に移る前l/T-,前述のレオノ
ーム性の強調のための措置について考えよう｡

§5 Vオノーム幾何学的拡張について

(k)一系などを jilm-S‡)ace的に解釈することもできるがこ従来の立場
I
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に準拠す る意味で,5),4)=こでは (方)一系などを純空間座標 とみなし,新しく

暗闇 (ち)をつけ加えることを考える｡

まず,計畳などは (2.1),(2.6)及び (2.2)などが強ベク トルとしてのV

オノーム変換 とみなすことにより, (2.5),(2.5)と同じ形で導入される.

次に接続は, (2.7)に対して

DXG- 且Ⅹ年+ (揖 Ⅹl･FpKiXも)axP･(FlEⅩ与 IILFxも)dt

DXt- 且Ⅹl+(Fp;･Ⅹ)･扇Ⅹl)dX〝+(r:xJ+rlXl)dt
と拡張され , (2.8)に対してほ ,その他に

▽Ⅹぷ芸 弧 E

且t +Il貰Ⅹ l + IltFx-

vx 乙 … 壁 +Fjix ス +d_i
.JJX

.召
ノ

｢
1-
I/
--･--｣

l

1
-～
-･･

･-ノ

(5.1)

-(5.2)

が新しくつけ加わるo寮続係数Il}7,Fi'V,FIL,F;,が新しく登場するが,そ
れ らは (2.9)に対応して,

F貰-TEA T冒P,A +

inLF- T覧 S冒F豊 +

Fit- Sを T言 F芸 +

Lf
AT⊥

ぷ
AT
一

I-AUU

I:.I...:･.I
.∵

十

三

･aS言

F チエSと S写 rAB . S三 言 ㌻ ,ノ

と変換される｡ (2.10)に対しては

1ヽ
-
--････-
･-
I-～
-･-
----…
･･/･1-I--
-
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レオロジーの幾何学的研究 - Ⅴ

r乍ニスill芸L+8
aA写
at ,

111-}ヱT;

--i-I;:;
弓 - :ti ･=L巨 -I:t三三J

-･･･---･-･-･･---∴--山一(5.4)

とかかれる｡ (2･11)に対しては,▽少と▽ の組合わせが新しく茸場する.

例 えば.

2lv y v j xK--p ;距 A.p折 j- 2 q-;Pvpx方,

2CVy▽〕Ⅹi,-p;Jtxj+p;}･ixス-2q;PvjLXi

1ヽ
-～
-
-

ノ

･････一山････-･･(5.5)

などと雇義され る｡但 し各pは (2.12)の各 Rにおいて形式的にp-指標を時

間指標におきかえたものに等しく･屯;畑 ま従来通 りの変形の時間的変化のテ

ンソ,'V形壱あるoP),2)(､2.15)VL対してほ,新しく

Sエ▽ TA -= J･lG I G

T芸▽S今… 才･t左右
rゝ
1--ノ

･･…-･･･-･---(5.6)

が出現し,これ も形式的には Hの ilを時間指標におきかえたものに等しい,

･そして (2･.4)に対して恥 ▽せ 近似的に蓋 とおいて,

J〆 -1呈IIGl,
/

J言方-ニス巨IE
一

ー

＼
′-
-
,.メ
.

壁

肌
+

∴--t･一･-一･･---∴--_(5.7)

が対応するO 従って,このようをこ V オノーム幾何学的に鉱車された場合には,/

･(H)一空間なる変形場を表わす基本量としてほ (伊拓 ′鯨,H封ll,ql･'6,
J打 が独立変数として採用され,一相互陣周場の基本量は (gli,H品irb了 ;･E)
の三種類になる｡結軍,前節の議論に時間をとり入れることは,形式的l,r-は単
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に時間に関する項をつけ加えて拡張すればよいことにな り,非対称場にはJ;E
がつけ加わるのみとなる｡一般に,.Ruler-Sbhouten曲率は,母空間からの

不適合的はみだ Lを意味 し,従って,例えば weissent)erg効果で申回転円筒lヽ

にそ う盛 り上が りなどを本質的に説明す るものであ りJTKはその ような不適合i
的変形としての粘弾性変形の時間依存性を代表す るものである｡前節にもふれ

た如 く,我々はVオロジー的には相互作用場に斎 目したいから,それほとりも

なおさず, (才 頼 H滋;E, Join ) に基づ くVオロジ-方程式を求めることに通
ずる｡

§4 レオロジーと接触 テンソル解析(/?関係

感触テンソル解析的表現は,結局, (Ⅹぷ }?)を elementof supportI

とする一億 の勤榛南の方法とも考えられたO 宴する町損越は (樟 ),あるいは
(ei,iなるものを,物理的に如何にとらえるかとい う事に集約され る｡その意

韓から,前論文1)の ･･{rierbein表式を含むものであるといえ,･その点を強調す

れば孤立鎖各要素の運動についての議論1)Q6)に容易に移行できることが,まず

指摘 されるOさて,Vオロジーは,我々の立場からは時間依存性変形 として把

遷 され,通常の変形場 としての (E)一母空蘭に.新しく時蘭的変化 という性格

がつけ加えられたものとみなされる｡そこに本質的な硝対立する二つの自由度

の統合 という考え方が成立し,それが (Iex),ieil)とい う形の非ホロノー
7)

ム部分空閥分解に帰薄する. 若干の例をあげよう｡まず,網 目構造においては,

その構造 自体が劫塵演の方法でモデル化されることになるが,令,その内部構

造の寝蒲 を teiiとおいてや り,外部変動 こよる TnaC･rCな変形状鐘の標滴を

ieE†とおいてやれば,明らかに (項 は/相対的酎 紬 表わすこと.になるO そ

して JL･Kが粘弾性的特徴を代表 し,定常的な場合には 胃ム;Kがそれを代表す

ることT,=なる. 次に孤立鎖では,6)BRにのべた如 く,vierbein義軍-の移行が

考えられる｡そして更にモデ′レ的問題 として,形状の異方性や粒子モデ/レの内

部回転などの表現として ‡eiiが iex)とは孤立i'--憂えられる｡ そり他,-内部

自由度､と考えられて (畑 の実例を与 えるものとしては,誘電体9億塩,癖結
晶体の配向蓬,非晶鎖の配向性,あるいは力学的モヂタレの類似性か ら,粘塑性,

8),9)
粒体,粉体など,の非ホ ロノーム変形などがあげられる.i
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§5 一非対称相互停用場のV オ､ロジー方程式

レオロジーの塵何学的研究-V

5節でのべた如 く･ (ieKh t頼 )に基づ く相互作用場は･必然的V-準対

称 とな り (xG,弓 )滋独立変数 として扱わねばならない｡その結果,Vオロジ

ー的な,例えば療弾性の如き,性格の異なる二つの自由度の相互作用がひきお

こす変形場は,そのような相互搾用場そのものとして実現されてし､るキ考えら

れるo そ土で (伊Ii,HムiK;J;a).に基づいてレオロゾー方感式を求めていこ
うO_既にのべたごとく,これらは

5スi- ス言516,

･-こ:･!!,,r- ･:L･;::'.=三一一E,十 二

d-1苦
J;･β - 1付 言 . 巧手a

で与えられ,かつ.今の場合

才スE- T冒 T;SBA,

IIpKl-T芸 ∂p T倉 ,

aTIA

rlだ-TKA 芯 -

で与えられる｡ 一方,エネルギー変分原理･より,エネルギー函数を W=W(gAi,､
2),4)

H滋iK,J了 )とお くと,■帝論文と同じくゝ,

SJ'waxdt-J'loiA8g}i･症pSH去声 TG･18J;K]axat-o
VX工 ⅤⅩ= ･----･-1･･1 5.5)･.

とかけるO但 し各応力成分は

oiAeL% ･ 好 p …蒜 , ど-;L = 葦

T 5 7 5 ■-

(5.4/)
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で与えられるとする｡ (5.日 ,(5.2)より,各変形成分 を変分し,これらを

(5.5)に代入し,部分積分を行なって,自由境界条件が適当に満足 されている

と仮定すると,場の方程式,即ちレオロジー方程式として

8杵 oilダlぷ+〟〆〝I.〟+PK I･乙JlZJリ 応
(JTqt･

･T芳‥20il中 三SBA-P〆dlYT芸Fply-T打;T芸Fyl

l

リノ

-∂p(pK･ip車 芸巨 岩 (豆 小 笠)- o｣

を得 る｡こ九らほ叉,

∂杵 UL･ +MLC･ん十 で〆 IIKリーapp〆PIT

A
-:--::ニー.:-17･:_-:-i,I:--ニー-･:_･:--I:::_::--=二i

をかきなおせる｡但 し,

ヽ

I, ijtt;,h ･ -i GL･圭 ,･1,:,(.'J.[!.: ~三∴∴

丁∵ : -- 丁 =;_. ∴ ∴ -｡ニ ーl;-'

EiiZ1
5にJ(

--(5.6)

(5.7)

などとおいた O こ こ に O L･h･は璃互作用応力で相対的変形をひきお こし,物理

的 自首度の変形への寄与 を表わ し非対称であるoM了は局 とい う変形全体
か ら派生する空間構造に左右され,体モ-メン トを生起 させるO 叉,その時間

依存睦を TI,i FEレが表わ しているo (5･6)からわかることは,相互作用場の

モーメン 蟻 カはすべからく H最 lヵゝ ら派生することで ,o･L/Cと T了 は通常
7)

の Vオノーム幾何学的取扱いの場合の応力鉱分 と同様の扱いがで きるC (5･6)2

は外部変形に抗 する応力方程式で, (516)1 ほ内部変形に抗する応力方程式で

あるO通常のレオロジー方程式の形式は (516)1に相当し,明 らかに (スKi)に
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関する応力の釣合 い方程式 となってお り,一例えば粘性的要素と弾性的要素がい
IJ

かなるかかわ りあい方を･して,いかなる形にまとめられるかを表わ_しているこ

とになる.1号か ら派生する応力が非対称故に,交叉応力効果,結線応力効果

なども容易に説明される羊ととな り,その給果,.weis8.enberg効果などの一

連の現象が H最応及び Ji･Kによ-て説明さ､れることとなる｡例えば, (5･6).
において,これを

･浩 リ+ 琉 十 ∴ ‥_"._,_"_(5.8,

メ

d豆
d_t

但し が∴≒68･E･' 好 一 ∂招 8〝

乙

とお くo∑･ぷ は り言,∂p巧 )に依存した空間的変形に抗する応力であるo今
の場合は,体積変形に依存 した,高分子鎖の女ウス分布か らのはずれな-どの非

線型性を表現す る.7)･8'[錘 (5･2)2で与えられる如 く,J外部変形に依存 し
たものだから,相対的変形を explici七に表わすためには, (5･8)を我々の

観測している (守)一系の表現になおす必要があるOそこで ,メ

r;ス≡ T打 上 紙 ≡ ∑L･Kli ･15･9)

などとおいてやると, (5.8)は

-蕊 - (Tま豊 )アユy- (l悪 ノ)豆 十∑YE - - - -･･･i"･.｡)

d_T･y

とかける｡ここに外部変形速度
(Tま雲 上 湖 変 形 速 度 (ス悪 )捕

した項が,それぞれ分廃 され､た形で登場 し,か くして物理的仮定の入 りこむ余

地ができてきてi (5･10)隼基づいてi/オロジー方程式を解いていこうとする

7)･8･)(56)1 で で･8に着のが,､一般虹 Maxwel1-mod-elの粘弾性論である. E

目したら一般化 Ma,Ⅹwell⊥mod_el形式を与え, oL. に着 目すれば一般化
方

vt･igtTmoaelを与 えLるro7),4)(5･41に基づいて, cons七itutiveequaもー
1

-575-



池田 恵

ionsを求めれば,文献 4),7)な.どの議論に移行することも可能L,=なる.

§6 粘 び

漠触テンソJV解析を物晃的に応用しようとする時,本質的なことは (ieKI,
teiT)あもいは (xK,A?)を独立変数 とする非対称な相互作用場に着目する
ことで,いわゆる内部 自由度などの物塾的自由度を expllcitに把握 してい

くことである(}Vオロジー的には,外部変形 と内部変形の対立,相対的変形の

出現がこれに対応するoしかも,最 も大切なことは,それ年の考え方は,動橋

桟の方蔭に他ならないとい うことの認識であり,それによって一般的な非ホ ロ

ノーム変形論の立場に移行できる.具体的に物理現象を専門的に扱 うことは,

これからの課鍾であるが.その際,この ような一般的取扱いは,当然,物理的

条件にあ･i?せて縮退され翻 まならず,幾何学的な m nsler空間-の嘩週間giaS)

などと相供 って,我々の物性に即 した展開がなされなければならないことはい

うまでもない｡
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