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§1･ は じめに

いま対象 とする体系 (質量m,運動量 3)の量子力学的ハ ミル トニアン会が

-U… 2m金主 昌2 + 2mU(q̂) (1)

に よ り与えられ,ポテンシ ャルエネルギーU(蛋)が位置座標 左の解析.関数で示

され る場合の固有値問題･を因数分解法で解 くことを考 える｡処方は次の通 りで

ある｡

定常状態 j,そ の 土 ネルギー準位をEj≡ 2me･として, jに対するノ､ミJ
ル トニアン

LH .
J - (LLr- eJ)十 61

,.
.し.1r
､､

に対 して

II
t･pj- (V 2)-grad en p･J,

pj- l当･l2-状勘 に対す る確率密度

をとり, jに対する波動方程式が

E_- 2mU- LJZ)2- ThdivLP.
I

J ∫ i

となることに留意 し, (1),(2)か ら

LH .- p̂ 2 +TidivL,i,.+LZ,?+ E_
I

J ▲~ J' J J

- (p̂- i還.)(p̂+ i還.)+ E.J ` J J
栄

-PjPj + E･J

-1-
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と表わせ ることがわかる一｡ ここ･に■̀

<

p･- p+ iLBi; P ･米 - p̂-i誘･J ▲ ■ J′ J ∫ J (2･4)

を導入 した｡

これ らによ り単なる書 きかえりレベルをこえて,固有値問題 における因数分

解法 につなが り,そこにおける必要十分条件が漸化式

-U1..- Pi芸. pi+.+ C'J+1

-pJpi米十 ㌦

の組であるこ とを知 った｡ (2･5)は (2･3)によ り

Hi+1- Hi+〔pi,Pi米〕

(2･5)

(2･6)

となる＼から,交換 関係 〔pj,Pj米〕 -pjPi米 -pj米piが 正 に- ミル トニアンを

昇位 させてい く項で, (2･1&4)によ り

〔pj,Pi#]--恵2△cnpi (2･7)

で ぁ̀るか ら, かって量子ポテ ンシャル (Bohm)としてさわがれた項 と直接 関

連 することがわかる｡ この報告の目的 は;因数分解法 を2; 3の具体例 に適用

し卜枚挙 の精神 に基 いて足場がためを行 な うことである.

ところで上述 のよ＼うに書Y､たのでは方法 として活用できる余地は全 くないで

はないか と苦情 がでるであろ′ぅ｡それで具体的手続 きを記 してお くことにする｡

まず基底状態 j- 1に対 して (2)の Xlは

-6 - uu- ;2+ 2mUl

であ り,未定 の関数 i.(a)に よ り

LPl- fl(q̂)
>

ととると, (2･3)と (3)によ~り

LU1- 32+石▽f.+ f.2+ 8.

-2-
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-;2+ 2mU

が成立 しなければならない｡ こうなるように,即 ち

2m_U - 石 ▽ fl+ f12+ El (3･2)

とな-るよ うに, fl(左)を決定す.ることが最初 の課題 となる｡ これ が定 まると

後は (2･4)を j- 1に対 して作 り, (2･5)によって j- 2,3,･･･,nといもづ

る的 にノ､ミル トニアンが昇位 しつつT固有値 が求 まる｡ この方式 は (3･2)によ

る f.(a)の決定が代数的に行 なえる点 にすべての利点 がある｡

§2･ 例題 (1)Morseoscillator

2mU(x)- A(el2ax- 2e-aX)

の場合 である｡

未定関数 fl(Ⅹ) として

fl(Ⅹ)- al(e~αⅩ- bl)

をとり, (3･2)が成立す るように未定係数 al,bl を定 めるo

j- 1に対す る (2,3)揺

/＼.
p1 - p十 王al(√αⅩ- bl)

p.栄 - LLia.(√αⅩ-bl)

によ り,次式 となる｡

JUl- p̂2十 a12e-2αⅩ- al(2albl+盲α)e-αⅩ+ a12b12+ 81

- 議′- p †A e-2ax1 2Ae-aX
<2

これが成立す るためには,次 の関係 が成立 しなければな らない｡

(4)

(4･1)

(4･2)

(4･3)

a12 - A ; al(2albl+育α)- 2A; a.2b.2+ 81- 0 (4･i)

-3-
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最初 の等式 から al- ±V'A となるが, (4･2)による

-αⅩ> o〔p.,p.米〕-2もaa.e

(α>0)から al>0でなければならず

al=√打

が定 まる｡ (4･4)の2番 目の式かう,

bl- (2A一缶αal)/ 2a,2

- 1-(Tia/ 2√耳 )

I
3番 目の式か ら

e1-二 a12b12--A i1-(七α/ 2vrjrH 2

と固有値 が求 まる｡

(2･6)によ り, (4･6･a),(4･5)を使 って

P -P̂2+ A e- 2 a x-2(A一石av甘 )e-aX2

と求 まるが, (2･5)によ り

LU2-P2米p2+ 82

(4･5)

(4･6･a)

(4･6･b)

(4･6･C)

(4･7)

(4･8)

<

を成立させる P,-p+ ia,(e-aX-b2)を j- 1の場合 と同様 に (4･7)に対

して未定係数 a2,b2を定めることによ り求める｡

LK2-32+ a22e-ax- a2(2La2b2+石a)eqαⅩ+ a22b22+ 62

を (4･7)と比較 して

a2-√言

が定まり, b2は

2A b2+ 石a√有- 2(A一一もα√有)

-4-
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から,

b,- 1-(37iα/ 2～/7 )

と定 まる｡ これ らによ り固有値 は

82 - - a22b22 1

--Ail-(3恵α/ 2rA)52

と求 まる, また

〔pl,P.米〕- 〔p,,p,米〕- 2石a√有epαⅩ

が成立する｡

-般 に

pi-芸+iai(e-αⅩ- bj)

とおいて

〔pi,PJ米〕 - 27iaa･e-αⅩJ

(4･8′･b)

(4･8′･C)

(4.9)

(4･10)

(4･10･a)

を求めておいて, (2･5)により, jと j+ 1との間 の準位差 を出す と

ei+1- Ei-aj2bj2 - aj2+1bj2+1+ (aj2 - aj2+1)el 2ax

- iaj(2ajb了 古aト aj̀1( 2aj←1bi←1+ 瓦a))e-aX

(4･10･b)

となるが′,帰納法的に √2αⅩ, √αⅩの前 にかかる係数 は消 えなければならな

いことが明 らかであり, (4･6･a),(4･8′･a)とともに, まず

a L . - a; - ･･･- a22- ai - A

あるいは,

aj+1- ai--- a2- al-∨甘

-5-
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がいえて, (4･10･a)に対 し(4･b)とともに

〔pl,Pl米〕- 〔p2,P,米〕- - - 〔pi,Pi米〕- 2 有 叫 甘 e - α Ⅹ

(4 ･10･d)

が成立す るこ ととなる｡ これによって, (4･3),( 4 ･ 7 ) の 系 と し て , 一般形

LK1- idl+ 2石αVK(j-1)e-aX,

LU.- LU- ;2+A(e-2αⅩ-2e-αⅩ)

(4･11)

がえられ る｡

(4･10)を用 い, a.-√言 としてえられる
J

-I/･- PJ米pi+ eJJ

- p"2+A e-2a-(2Abi十石av甘 ) {aX+ Ab,?.ei

を (4･11)と比較 して未定 の bjを

2A bi+ 7iαV官- 214-石a(j-1)VJTK)

か ら

bi- 1- 沌 a(2j-1)/ 2V'育子

と定 め,同時 に (4･11′)から固有値

8.--Ab.2
J J

--Ail一芸 (j㌶ ))2

が求 まる｡

あるいは (4･10･b)か ら, (4･10･C)とともに

ai(2a･b- 石a)- aj+1(2aj+1bi十 1+加 )JJ
l

により,

-6-
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bi+1- bi- (石a/V'TK)

これ を j- 1,2, , (j-1)に対 して使 って

bj= b1-(缶a/ vrjO (巨 1)

-1- ∫( TEα/vJ甘~)(jJ/2)

が求 まる｡ただ し, blは (4･6･b)であるoまた

ei十1+a,?十1b;十. - Ej +a,fb,?

の関係 を漸化式 として用い,最後 に (4-!4)によって

(4･12()

8･+ aJfbj2-･･･- 82+ a22b22- 81+ a12b12- oJ

が成立す るが, これか ら固有値が (4･12′)を用 いて (4･13)の形 に求 まる｡

定常状態 を区別する量子数 を j- 1,2,3,･- から,

りかえると通常の形

En - ej../2m

- (A/2m日 1-(古a/V甘 H n+y2日2

- - (A/2m)+(もα■V'A-/m)(n+y2)

⊥ (石2α2//2m)(n+1/2)2

とな り,

A/2m ≡ D-解離 エネ ル ギー,

石aVA-/m - 盲a(2D/m)y2三 石W,

石W/4D ≡ Ⅹ

のおきかえにより,よ く知 られた式

En- -D+軸 (n+y2)-Ⅹ加 (n+y2)2

となる｡

-7-
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相隣 る定常状態 のノ､ミル トニナンの差は (4･10･d)により一定であ り,これ

によ り順次昇位 してい くが,エネル ギー準位 は非調和項 の存在 によ り,決 して

等間隔 とはな らないのである｡

例題 (2) Ⅹ-0の両側 で対称的 であり, Ⅹ-±- からの深 さが-Uoである
ポテンシャル

U(Ⅹ)ニー u o sech2αⅩ

(α> o)の上での振動子の場合であるo

Lu - p̂2-vo+votanh2ax,

Vo ≡ 2mUo

に対 し, ajを未定係数 として

→

LPi=~ a･tanhαⅩJ

(5)

(5･1)

(5･2)

を導入 し, P1- p̂+ iLPji, Pi米 -3-巧 により次式 を準備 してお く｡

pi米pi-;2+ aJ(ai十方α)tanh2αⅩ- 7iaai (5･3･a)

pjP〕米 -p̂2+,aj(a了 石α)taムh2ax+baaj (5･3･b)

〔pj,Pj米〕- 2郎 ajSeCh2ax> o (5･3･C)

量子数 のとりかえをさけるために基底状態 を j-0で区別することとし,

Ldo-Po米po+ 80

- p̂2+ao(ao+ 石a)tanh2αⅩ- 石aao+Eo (5･4)

を (5･1)と比較 して

80--Vo十七aao,

'vo- aD(ao+Ti｡)

-8-
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の関係 か ら aoを定め, eoを求めるo

'(5･4･b)か ら

aGニー ka/2±(1/2日 (7ia)2+ 4Voiy2

の 2根 が求 まるが, a｡>0巨.(5･3･C))を満す のは

aG-(有a/2)li1+(4Vo/硫 2日y2- 1〕

である｡これ と (5･4･a)から固有値が次のように求 まる｡

(5･5)

80--Ⅴ｡+ (巌 2/ 2)い1+ (4Vo/巌 2)‡y2- 1〕 (5･6)

j- 0に対す る (5･3･b)を用 いて, (2･5)から

dl- PoPo米 + 80

- p̂2十 ao(ao-ha)tanh2ax十 五aao+ Eo

- pl米p1- 1

- p̂2+ al(al+石a)tanh2αⅩ一石aal+ el

(5･7･a)と (5･7･b)の係数 を比較 して,一未定の a-が

a lニーao, ab一石α

と求まるが, (5･3･C)を満す ものは,

al- ao一 石α

- (Tfa/2)lt1+(4Vo/旬2a2日y2-3〕

である｡また,定数項 の比較 から

E.- E｡+ 石a(ao+ a.ト

(5･7･a)

(5･7･b)

(5･8)

(5･9)

がえられる｡これは (5･5,6,8)により具体化できるが, ここで (2･5)によ

り一般形 を求めよ う｡

-'9-
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j-nに対 し (2･5)か ら

En+1- en- PnPn米 - pn#+1Pn+1

- も｡(an+ an+1)+ tan(an一 石｡)- an..(an..+Tiα))

× tanh2αⅩ

これ と n- 0のすでに求 めた関係 とか ら帰納 できるこ とは

an(an-TIば)- an.1(an十.十も｡)

- (an+ an.1)(an- an..一石a)

=0
からの

an+1 = an一 方α

あ るいは

a = aへ_n石αn u

及び

en..- en+ ha(an+ an..)

あるいは (5･9)に留意 してえ られ る｡

en- eo十 もα(aD+ an)+ 2㍍ (al+ a,+ -･･･+ an-1)

- eo+ 2n一五αa0- m2石2α2

(5･10)

(5･11)

の二式 であ る｡ (5･11)は (5･5),(5･6)を用 い整理すれば次式 となる｡

en-｢琴 (1+豊 ,y2-(2n･1)}2

あるいは

-10-

(5･12)



盲2α2 8mUo

En=~宝 ~i(1'毒 ト (2n'1))

固有値問題-の因数分解法の適用

2

(5･12′)

相隣 る定常状態 jか ら (j+1)-ハ ミル トニアンを昇位 させ る演算子,

Hi.1-Lk'J+〔pJ,PJ米〕∫

における右辺の交換子は (5･3･C),(5･10)及び (5.5)_によ り次のように具体

化 され る｡

〔pj,Pi米〕- 写加 (ao- j加 )sech2αⅩ

-b2a2〔(1+詰 )鴇--(2j+1)〕sech2ax

これが正 にとどまるための条件 として

2j< (1+語 ,y2- 1

(5･13)

(5･14)

が必要であるが, これは (5･12)で有限数 の準位 が存在す るために量子数 に課

される条件 でもある｡従 って (5･3･C)が正 であることを要求 してハ ミル トニア

ンを昇位 させてい くことは,正 しくとびとびのエネルギー準位 を有す る定常状

態 を昇 っていくことに対応 し,これが量子 ポテンシャル,あるいは量子雲 の拡

散 ポテンシャルの定常現象 における実体論的役割 といっても過言ではない｡

例題 (3)上述 のこっの場合 を包括する例 としてTeller-paschelの第 2ポテ

ンシヤ /レ

2mU(Ⅹ)-7i2a2iy(y-1)cos｡｡h2αⅩ- LL(p+1)S｡｡h2αⅩ) (6)

(〃> 1,〟>0,α>0)を考 え, ポテンシャル修飾 の技巧が問題 を非常 に簡
単化することがあること～と注意 したい｡

未定係数 aj,b･を用いてj

I,

βj= a･COthαⅩ- bjtanhαⅩJ

ととり次式 を準備する｡

-ll-

(6･1)
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p･米p･- (p̂- iT･pi)(p̂+ i31)J J

- ;2+ ai(a了 hα)cosech2αⅩ

- bi(bJ+如 )sech2ax+ (aj-bi)2
(6･1･a)

〔Fj,Pi米〕- 2下a(ajCOSeCh2ax+ bi SeCh2ax)>o (6･1･b)

基底状態 j- 0に対 して

LUo-Po米 po+ Eo - Ly
の比較 から

ao(ao一石a)- 石2α2y(y-1)

bo(bo十 もa)-石2α2〟(p+1)
∫

がえられ,

ao= 石αy 及 び bo-盲aJL

と定 まる｡一方

80--(ao-bo)2

か ら, (6･2)を用いて

60-一石'a2(リーP)2

と求 まる｡ 次 に Xo から LL'. -の昇位 は

〔p｡,p｡米〕- 2巌 2(ycosech2ax+ psech2ax)

(6･2)

(6･3)

であるから (6)に加 え, (6･1･a)で j=三1としてえられ る式 を用 いて作 られ

る｡

Lul- Pl米pl+ el

-12-
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と比較 して,

al(al- 石α)- y(y+1)fi2a2

bl(bl+ 石a)- 〟(pll)も2a2

の関係 がえられ

al-石a(y+1),

b1- もa(LL-1)

と定 まる｡一方,固有値は

E1- - (al- bl)2

= 一 石2a2(y-LL+2)2

(6･4)

(6･5)

となる｡相隣 る定常状態間の準位差 は

eJ+1- Ei- PiPi米 - pi#+1PJ+1

- ( aj- bJ)2- (aj+llTbi+1)2

+ laj(aj+ 石a)- aj+1(aj+1- - )icosech2αⅩ

- tbj(bi- 石α- bJ+1(bi;1+古a)isech2αⅩ

であるが,二つ の i )内 を零 とおいて,次 の一般的関係 が帰納 され る｡

aj+1- aj+有a

か らの

aj- ao+ jiia- Tha(y+ j),

bi+1- bi一 石a

及び

-13-
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◆か らの

bj - bロー jhα~- 石a(p-j),

であ る｡

これ らに/3:り, 固有値 tj:

eJ- - (a了 bi)2

- 112α2(リ ーLL十2j)2

と求 まるQ

En- -.(h2a2/2m)(y-･p+2n)2

(n-0,1,2,･--)

(6･6･b)

(6･7)

が よ く知 られ た固有値 である｡

ところで (6.1･b)か らの

〔pn,pn米〕-2も2a2i(叶 n)cosech2ax + (〟-n)sech2αⅩ‡

に よ り定 常状 態 nに対 す る- ミル トニア ンは次 のように求 まる｡

-m- i,0+ 苦 1)〔p詳 〕
-苗2+石2α2〔巨 (y+1)+ (n-1)(n+2,y)icosech2ax

- iJi(LL-1)+(n-1)(n-2〟)‡sech2αⅩ〕

(6｡8)

(6･9･a)

これが

H - pn米pn+ En∩

- p̂2+ an(an-7ia)cosech2ax

- bn(bn+石α)sech2αⅩ+ (an-bn)2+ en (6･9.b)

となる ことは (6･9･a,b)間 に

-14-
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an(an- - )- 有2a2iy(y+1)+ (n-1)(n+2y))

- iT12α2(y十n)(〟+n-1)

及び

bn(bn+盲α)- 石2α2iH(〟-1)+ (n-1)(n-2p))

- 石2a2(LL-n)(p-n+1)

が成立す るとともに, 同時 に固有値

en--(an- bn)2

がえ られ る ことを意味す る｡

§3･ む す び

この報告 は演習問題 (実際, 前二 つ の例題 は Landau,Lifschitzのテキス.ト

か ら,最後 の例題時戸 田氏 の ¶振 動論 始か らとった )の域 を出ない こ とは十分

承知 している積 りである｡伝統的処方 に比 して, どの よ うな特徴 があるか をみ

る為 に,一度 は くぐらざるをえない関門 であると考 えて とり上 げた次第である0

それ だけ に初歩 -基礎的 に因数分解 法 の代数的特徴 をえが きだせたのではなか

ろ うか ? 本法 の代数学的構 造 には注 目すべ き様相 がみ られ , 三題 はそれぞれ

ユニー クな姿 をみせなが らも全体 としては最後 のポテ ンシャルが前二題 の場合

を包括 してい ることは良 く知 られ てい る｡ ランダムに並べたのではない ことを

くみ とって頂 きたい｡

終 りに,前報 (竹 山 ;物性研究, 16-5) の Teller-paschelの例題 の不

注意 な誤 りを今回の例題 (3)で正 させて頂 く｡ なお例題 (2)では 講 として,

tanh を採 用す るこ との必然性 をみ る為 に回 りくどい道 をえらんだ. この場合

でも, 例 えば (5･4･a&b)から, eL0--ao2,同様 に 81-｣a12,等 ,一般
には en.1十 a三.1- 8｡+ an2- ･･･.･･- El+ a.2- 8｡+ a.2- 0が成 立 し, よ

り容易 に (5･12)に達 しうる｡

注 目すべ き唯一 の本 質的 な ことは,
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により,右辺 の量子雲のひろが りを左辺 による代数 によ り追随 しながら,基底

状態の上に各定常状態 をとらえてい く ｢いもづる方式｣の論理 である0
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