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量子ホール効果 -
その意義と幾何学的および代数的構造

東京大学大学院工学系研究科 物理工学 初貝 安弘1
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1 はじめに

量子ホール効果に関してはその現象の発見に対してKlitzing(1982年)にノーベル賞が与えられ
【1ト この現象において存在すると考えられている分数電荷の発見に対してTsui,St6rmer,Laughlin
(1998年)に再びノーベル賞が与えられています｡裳による評価がすべてというわけでは当然あり
ませんが､この現象の現在の物性物理における意義の大きさをある程度､象徴しているといえるで

1llatSugai@pothos.t.u-tokyo.ac.jp,http://potllOS.i.u-tOkyo.ac.jp/summerschool/ vl.01 披終変更2001.5.9
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｢第46回 物性若手夏の学校(2001年度)｣(その1)

しょう｡量子ホール効果は磁場中の2次元電子系でおきる現象です｡この系においては後で述べま
す幾何学的位相 とよばれる量子力学的な位相が本質的な役割を果たします｡また､分数量子ホール
効果は運動エネルギーに比べて電子間の相互作用エネルギーが極めて大きいいわゆる強相関の問題
の典型例です｡振 り返ると量子ホール効果は現在の物性物理の重要な問題である ｢幾何学的位相｣
と ｢強相関効果｣の主な舞台であ り､事実ここで得られた手法は他の問題へ適用され新 しい知見を
産みつつあるわけです｡
この現象を中心 としてその固体物理における重要性が理解できるような講義をしたいと思いま
す｡また量子ホール効果の舞台となる磁場中の2次元電子系は講義で議論するように現代的な幾何
学的､数学的構造､代数的構造を含んでお りその面からも極めて興味深い対象となっています｡こ
の数学的な構造についても理解 して頂ける講義としたいと思います｡電子系の基本的かつ 普遍的
現象としての 量子ホール効果に関連 して､しっか りわかってきたこと 及びその研究の過程で生ま
れてきたアイデア をできるだけ自己完結する見方でお話 したいとおもいます｡特に量子ホール効
果については ｢通常の固体物理的側面｣からの解説はすでに多 く存在するのできるだけ特徴あるも
のとなればと考えています｡
脚注番号がついている部分については導出その他の部分で講義では説明する予定です｡自分で埋
めてみて ください｡また参考文献は最低限のものを多少の参考となることを期待 してのせていま
すO原論文で引用 しているようにここでの議論は多 くの人々の結果によるところが多大であること
はいうまでもあ りません｡ここで関係の方々に感謝したいとおもいます｡ただし時間の関係で参考
文献リス トは最小限かつランダムなものとなっていることを了解 していただきたいとおもいます｡
紙面の制限で以下所々及びある部分より残 りを省略するので詳 しくは､｢2001年度夏の学校｣講
義録､もしくは初貝ホームページ(llttpソ/potl10S.t.u-tOkyo.ac,jp/llatSugai/)内の講義のページを
参照されたい｡なおWeb上では機会を見つけてより詳 しいものとしてい く予定です｡

2 量子ホール効果と磁場中の電子系

2.1 量子ホール効果とは

量子ホール効果 【1,2,3,4,5,6】とは文字 どおりホール伝導度が量子化される現象でその実験的
発見に対 して K.V.Klitzingにノーベル賞があたえられています｡驚 くべ きはその精度でそれが6
桁以上の精度を持つというのです｡伝導度ですから電流/電圧なわけで電流と電圧をはかって例え

ば34.51231/17.25616-1.999999-､67･88631/22･62876-3･000001となったら ｢これは普通で
ないなんかがある｣､というわけです｡こんなぐあいに整数の値にホール伝導度が極めて近 くなる

現象を 整数量子ホール効果といい､ある場合には､この値が 14.512/43.535-0.3333.等と整
数/奇数 に極めて近 くなるときを分数量子ホール効果といいます｡この現象の特異なところは､結
果がとてもきれいな数に なるので一見 して何かの物理量を摂動論とか○×近似で計算す
定量的な議論では 不十分だと感 じるわけです｡ つまりこの現象は､何 らかの形で整数が

る
ら

論がその裏にあることを 示唆 していると思いませんか｡そして実際､量子ホール効果とは
部に依存 しない 境界が何個あるか､どんなぐあいにつながってるかといった物理系の位相
にのみ依存 した形で 理論 としてきれいにまとまり､それが ある意味で現実にも実験 として
かかっている (と信 じられている)非常にまれな現象なのです｡
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2.2 磁場中の電子系

この節は標準的かつ基本的なので紙面の関係で省略する｡｢2001年度夏の学校｣講義録､もしく

は初貝ホームページ(http://potl10S.t.u-tOkyo･ac･jp/hatsugai/)内の講義のページを参照

2.3 格子上磁場下の電子系

次に格子間隔を αとした格子上で磁場中の電子系を議論 したい｡【12,13,14,15,7,181以下わ
かるようにこのように格子上で議論を行 うことにより境界条件､状態の数え上げ等が簡単になる｡

また通常の連続空間での議論 も適当なスケーリング極限 (α-0)の下で再現する[叫｡
まず､第二量子化 した表示で次のハ ミル トニアンを考える｡

Hニーt∑ (CtTeiOLjc,+h･C.)+V((nk))
(iJ)
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図 1:リンクに割り当てる位相とブラケットあたりの磁束

ここで cLは2次元格子上 iサイトの電子の消滅演算子で((cnc,t)-6ij),Vは電子の粒子数 (演
算子)nk-Cとckにより書ける項で乱れのポテンシャル及び､電子間相互作用はこの項に含まれる
が､以下当面のところ相互作用も乱れもない V-0の場合を考えよう｡ Oijはjサイトからiサ

イトに電子が飛び移るとき受ける位相の変化でベクトルポテンシャルA～(r7と次のように関係する
ものとする｡

otj--罷 -7dr-A-(rl--2汀去 f7dr-A-(r- 0-等
なお ◎Oは磁束単位と呼ばれる｡これが磁気並進演算子 Tx,Ty を使って以下のように書けること
にまず注意しよう｡

H - Ho+V

H0 - -i(Tl･+TIT+Ty+Tut)

T x - ∑ cL .1,neiO:"I,lCm,n
rn,n

Ty - E c,tn,n.1eiOTy" t7LCm,n
7n)n

特に位相を図 1のようにとった場合

oL,n 孟aAx(小 言,n)+o(a)

私 n 孟aAy(-,n･;)十o(a)

となり

∑
plaquettep-(1--+喜,∩+喜)

0-私 n十 0‰+1,n-OA,n'1-OEl,n-27T4p-(m+主,n'i)

と定めるとαについて展開してαについて最低次で

βα2
Qp-一志 a2(∂xAy-∂yAx)いす

となる｡これから物理量 Qp はブラケットPでのxy2次元平面に垂直な磁束を磁束量子 Ooを単
位として計ったものと考えよう(B--rotA-)0
この格子上の系は (pi)を任意として次のようなユニタリ変換 (局所ゲージ変換)で不変である
ことに注意しよう｡

ct - ct′-Cte叩1, (ci/,C/f)-6i,l

Ctj - 0;,-Oij+pi-P,
H((C"Oi,)) - H((C;,0ij))
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ただし各位相 Ot,そのものには不走性があるが､毎 は確定する｡またこれがユニタリ変換である
ことから観測量はすべて不変である｡

次にこの格子系の-粒子のシュレディンガ-方程式HIE)-BEE), lE)-∑ m,n4,m,ncL,nlO)
を考えると (V-Oの暗)

-i(eLO71"-1･7･4,m_1,n+e-iO:･L･丁偏 .1,n+el'O,:L･7- 14,,n,n-1+e一戦 ,714,m,n.1)-E4,帆,n

となりこの波動関数についても

4,m,n-砂(17)-4,(ma,na)

として αについて 2次まで展開すると

一志 (吾や十三A-)2m -eMC

と連続空間における 磁場中のシュレディンガ-方程式が得られる｡ただしここでe-蕊 (E-4t)
である(確認せよ)｡
ここでこの系の-粒子エネルギーを計算 してみよう｡まず､位相の選び方つまり､ゲージとして
ランダウゲージ

0,xn,n-0,0.yW -27TQm

をとり､4,として¢-苦,p,q は互いに素な整数としようoさらに境界条件としては LxxLyの
系で周期的境界条件をとる｡

ここでこのゲージではx方向に周期はqであることから運動量空間の演算子C-1(Kx,ky),･-,eq(Kx,ky)
を次のように導入する｡(Lxは qで割 り切れるとしよう｡)

C-･n - cq-/･-",n-両 議 長 Je iK .･'m '' ikyncTTn"'Kご,ky)

1

m - qm'+m", m '-1,･･･,Lx/q, m"-i,.･･,q

Kェ - 2打訪 na･-1,-I,LJq

ky - 2菅 ny-1,･-,L･y

ここで et(Kご,ky)は (C-i(Kx,ky),C-,t･(Kt,ki))-∂nnn16ny,n,y等を満たすフェルミ演算子であり､
Kx∈[0,2可,ky∈【0,27T],△Kx- 競 ,△ky-蟹 であるoここで KT-qkxとし(△kx-貿 )､
C3(k｡,ky)-C-i(qkx,ky)とするとL7:方向のとりうる波数は

kx｡【0書1,ky｡【0,2可
q

であり､ブリルアンゾーンが 1/(‖こなっている｡これはゲージを固定する際に実空間の周期が q
倍になったことを反映しており､磁気的ブリルアンゾーンと呼ばれる｡なおフェルミ演算子の周期
は N,M を任意の整数として

cj(kx･N:,ky･M2q)- cj(kェ,ky)
であり､磁気的ブリルアンゾーン上 x,y各方向に0と27T/q､0と27Tを同一視するわけで磁気的
ブリルアンゾーンは トーラスTMBZ と見なせることに注意しよう.
このとき並進演算子は

-687-
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をもちいて

Ta. ∑ ct(k-)
k,.,ll"

o ellqk･r

1 0

1 0

- LxLy/T ,̂I,Z蒜 cf(i)

0
10

∑ cI(i)e- ikvdiag(ei2wQ,･･･,ei2q"Q)C(k-)
k.,,ky

La.Ly/T̂/′jZ蒜 C†(i,e-･Lkydiag(e22牛 ･,e12-"C(k-)
1となる｡よってハ ミル トニアンは

H - (-i,LxLy/T̂I,,Z蒜 C†(k-,-o(如 ,

Ho(k) -

2cos(ky-27T4,) 1 0 e-iqkk

1 2cos(ky-47T4,) 1 0 0
0 1 2cos(ky-67r¢) 1

1 2cos(ky-27Tqd,)

となる｡
以下詳 しく議論する前に基本的な事実を確認しておこうOまず､ハ ミル トニアンがフェルミ演算
子について2次形式であることから､1粒子固有状態はバンドインデックスe-1,
ロツホ関数 Jd,e(k-))で与えられる｡

H14,e(kl)-Ee(k-)14,2(i))

r4,e(i))--∑C囲 o)
i

4,1(i)H｡(k-)4,(k-) - diag(El(k-),.-,Eq(k-))

,qを持つブ

ここで各バンドごとの規格化されたブロッホ関数を列ベク トルとしてならべた係数行列 4,-
(が,･.･,4,q)はユニタリである｡
まず特定のフラックスに対 してエネルギーバンドを書いてみよう｡ 図参照｡

さらにこの系のスペクトルEb(kl を¢を変えながら図示 したものがフラクタル構造として有名
なHofstadterのバタフライである｡(図 2)【12,13,14,15]
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p,q<51

ハU

(U

(U

nU

nV

2
.

7

^
6
,

㌢

T

4

0.0

図 2:格子上磁場中のフェルミ粒子系の-粒子エネルギー:Hofstadterのバタフライ｡図中の整数

はフェルミエネルギーがそのエネルギーギャップにある時のホール伝導度 (e2/九を単位として)で

ある｡[16】

このスペクトルの特徴はハ ミルトニアンの構造からわかるように4,-号(p,q整数)のときエネ
ルギーバンドが q個に分かれていることにあり､見ての通 り至る所に入れ子構造がありフラクタ

ルとなっている｡[13】2
最初に一様磁場 B一中の粒子の量子力学について復習しよう【101｡
まず､古典的なローレンツ力に従う電子 (電荷 -e)のニュー トン方程式を導くハミルトニアン
が次のものであることに注意して

H -去(p-･三A-)2C
(量子力学における)ハミルトニアンとしてつぎのものをとろう｡

H - 去 百2
rI = _ihラ十三A-

C
l.J 一･･◆
β = rotA

ここで磁場をZ方向にとって

H-去 (2×再)2- 去 (昭 ･nZ)

とする｡ 3 ここで 再の成分間の交換子を計算すると4

liH-i ny]--i

ー 689-
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ここで

は長さの次元を持つ量で磁気長と呼ばれる｡この交換関係より

a- 請 (ny･inx)

として演算子 αを定義すれば【α,α†一-1であり､ 5ハ ミルトニアンは6

H - ,wc(na･芸),na-a†a
LJ｡ = 望 ‥サイクロトロン周波数

mC

と書ける｡ これは1つの調和振動子のハ ミル トニアンである｡
-方

:::- 一一千‥二

Ry - y+鍾

を定義するとこれらはハ ミル トニアンと可換であり7

lH,Rx]-lH,Ry]-0
運動の定数となる｡ 8

よって観測量となるエルミート演算子 RxまたはRyがハミル トニアンと可換となり､一つのエ
ネルギー状態は異なる量子数を持つことを意味する｡すなわち各エネルギーは縮退していることと

なる｡この縮退をランダウ縮退という｡(特に系の大きさがeBを単位にマクロな系ではこの縮退
度はマクロなものとなる｡)

さらに磁気並進演算子T(A)を

Ti(A)=e孟ヌ･百
･.･■

とすれば9
囲む面積 ×β

T(aま)-1T(b73)~1T(a盆)T(blj)-e ◎0

すなわち並進操作により閉じた曲線を動 くときに得る位相は囲む面積あたりの磁束を磁束単位で

計ったもの(×2打)となることに注意しておこう【11】｡
以下有名な2つのゲージについて少し議論 しよう｡

●ランダウゲージ

Aに B(0,I,0)

としよう｡このとき最低エネルギー状態状態 (最低ランダウ準位)はα陣)-0を満たすか
ら10

-ikyy-

27r

(I- C2Bky)2

となり､異なる

4 ,(.T,y)- e u'uy3 222B

Ryゆ - e2Bky4,

Ryb-22Bky

- 6 90 -



｢第46回 物性若手夏の学校(2001年度)｣(その1)

の状態が縮退した状態を与えることとなる｡これらはx方向には22Bkyに局在した波動関数と

なる｡ここで仝系がLxxLyの有限系とし､y方向には周期的であり､x方向にはo<Ry<Lx
のもののみ許されるとすればその縮退度 NQは

･･1
:
:;;
i.I:...I..I
...

こ

こ

となる｡ここで S-Ll･Lyは全面積
hc

◎0--
e

は磁束単位とよばれる｡ すなわちランダウ準位の縮退度は系を貫く全磁束を磁束単位で計っ
たものとなる｡

●対称ゲ-ジ

Aに 喜B(-y,I,0)

とすると11a刷 -(ny+inT)醐 -0より(∂zl 石女 )恒 0から

図2

帖 zl-P(I)e 422B

となりP(I)の選び方でランダウ縮退が生じる0 12

3 ホール伝導度とその トポロジカルな意義

量子ホール効果は占有率 Vが特定の有理数 U-p/q(q奇数 )のときのホール伝導度がqxy-U宕
となり､i/を変えて実験したとき小さい qのところに平らな部分(プラトー)が現れるというもの

であり､Jxy- U宝 という表式自体は乱れのない連続系の場合容易にしめせるものでそれほどおど
ろくべきものではない｡驚くべきはL,を上記のマジックナンバーの近傍で変化させてもC,xyは変
化せずプラトーをつくるという点にあり､乱れの効果の議論も本質的に重要である｡ただここでは

それには触れず､Jxy-U雷 が U-整数の場合､ある種の位相幾何学的量として書き直せること
を紹介したい｡
なぜ物理量を不変量で書こうとするのか､その気持ちだけをここで述べよう｡ある物理量が本質
的に離散的な量 (たとえば何かの個数)で書けたとするとすると乱れの強さ､相互作用等を連続に
変化させても離散量の方は連続に変化することはできない｡唯一許される連続変化は変化しないこ
と､というわけである｡ 13
なおここでは l/が整数の場合に限って議論しL'が分数の場合は後でこの場合に帰着させること
を試みる【24】｡

3.1 無限系(バルク)におけるホール伝導度のトポロジカルな意味一 渦度､チヤー
ン数 -

無限系の場合にホール伝導度を久保公式から書き直すことは有名なTKNNの論文でおこなわれ
た｡【16114その結果をまず述べよう｡
フェルミエネルギーが下からj番目のエネルギギャップにある時のホール伝導度qxbyulkはフェル
ミエネルギー以下のエネルギーバンドのホール伝導度 C,exy の和として次のようになるo
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TKNNfわrmula

Jxbyulk -皇J_fye=l
C£y eh22左i//T̂2,I,IdkL･dkyz-.Ble
♂ = r｡tA-e

A-e - (抑膏k4,e)

-∑ 4,,e(kl)軸,,e(k-)
i

ここで 4,e(i))は下から2番目のバンドの規格化されたブロッホ関数である｡

の意味は次節以降で説明するが､チヤーン数と呼ばれる位相幾何学的な
な整数であることを注意しておく｡【16,17,4,23,18,191

を持つ特徴的

3.1.1 断熱近似による TKNN 公式の導出

ホール伝導度を議論するために磁場に加えてさらに .7;方向に電場 Exをかけy方向の電流を計

算してみようoまず Max-e1.の方程式よりスカラーポテンシャルがない場合 EX-一三箸 で
あることより､電場の効果を時間に依存するハミルトニアンとして取り込むことを考える｡さらに

(便宜上)パラメーター ◎を含む形にハミル トニアンを拡張しておく｡これはいわゆるアハロノフ･
ボーム磁束に対応する｡このときのハミル トニアンは次の形をとる｡(波数の和は磁気プリルアン

ゾーン0≦kx≦2打/q,0≦ky≦2打の上でとるO以下これを常に仮定する｡/T̂lJ,Z轟 )
◎ 1

榊 , = Tl.e-i2W等 t+Tyei2頂 石 .h.C.

- /T̂JI,Z蒜 h(t,O,右,

-/T̂,nz蒜 C†(i,H- k-,C(k～,

H(tA k) - Ho(kx･2打堕 t,ky-2打芸 去)

.･･■

◎o

ここで y方向の仝電流演算子 Iyを次のように書こう｡(ByersIYangの公式とよばれる｡)

･y -､言i(Ty- Tyl-C乳 =｡-C∂4 ,H(i,◎,

以下断熱近似の範囲で時間に依存する摂動論によりy方向の電流 (電流演算子の期待値)を電
場の効果を最低次まで計算する｡
まず次の事実から確認しよう｡一般に時間に依存するハミルトニアンH(i)の基底状態 lG(i))は
スナップショットハミル トニアンの規格直交化された固有状態 la(i))

H(i)fα(i))-Eα桓(i)),Eg≦E｡

を用いて

l(aα19)[<<IE9-E｡l,α≠c
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･G (i,, -誹 at,Eg(.9,･ihQ;g桓農 )

の範囲で

となる｡ 15

まず 1粒子ハ ミル トニアンを対角化するユニタリ行列 中 を求めておく｡

4,T(古)H(左)4,(i)- diag(El(k-),･-,El(k-))

H(k)4,e(古)- Ee(古)4,e(右)
･･････■
4,(k) - (4,i(kl,･-,4,q(k))

これよりスナップショットの固有状態は一体の状態として (シングルスレーター行列式)次のよ
うにとれる｡ 16

H(i,◎)桓(i,◎))

Ecy(i,◎))

｡i
H(i,(D,i)4,e(i,申,k)

Eα (i,◎)恒(i,◎))

rI∑C弼(轟 ◎)lO)
It-,C J

c,1･(kl･,ky)

Ho(kx･2打箸 t,ky-2汀芸 去 )鵜 ◎,k)

-･･■

ES(i,◎,i)が(i,◎,i)

を満たすことに注意する｡例えば基底状態は波数 k一及びバンドインデックス eをEe(k-)≦EFを
満たすように選ぶ｡また特に最後の式より

鵜 O,k) - 仙 ･2打箸 坊 - 2汀芸 去 )

I-●

Ee(i,0,k) - ES(kx･2打等 t,ky- 2打芸 去 ,

･.･･■

と書ける｡ここで

H｡(古)4,eo(k-)- ES(i)4,a(k-)

は外場の無い場合のブロッホ関数が満たす式である｡
よって

-

[
H
T=-

∑

.帆
二

両∂

2打等

(写 C,TO,1(i , ,@ ,)･I･(写 C,tatO,eLL(LCd,i,◎)) ･･･LO〉

∑H
he.IFc,e

2打筈 I∂kLα)

(写 C榊 t,O,) .･･(; 如 絢 t,@,)･･･.0,

ここで 積 の ′は k-a,ed にだけ微分がかか りそ の他は Lα)と同じも のが現れ る こ とを意味する｡ 最
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後の式は前式の略記である｡(微分は係数にのみ作用すると思える)これと全く平行に

-E],=･
∑払ニト‖"■､■HⅦα¢

∂ (芋C榊 t,0,)･.I(;C,T･84,枠(LCd･t,◎))-･0,
-2打去三吉Ig(写C,f4,,1(i,i,O,)･･･(;C棚 (如 ,)-..0,
-2打去吉Iak"(t)

ここでも最後の式はその前の式の略記である｡
次に以下の事実を確認しよう17

(βP(I,Hlα)-(E｡-Ep)(β陶 α)-(Eβ-EcJ(∂(I,βIa),(β≠α)

これより1819

(Iy)- (GIIylG)

cih∑α≠g
(9184,H回 国∂tgト (∂tgJa)(αID(I,Hlg)

Eα-Eg

- cih∑ (-(a4,glα)(αPtg)+(atg回 (αl∂4,g))
α≠g

- (cia,(2葦 )(-2q去去)a;g(〈∂kJg･O,(a.∂kygH akyg.α,伺∂kJ･9,)

-i2q諾a;9((ak- ∂kyg,-〈akyg･a,(刷-1･9,)
-i2q雷管(〈∂k･･9.akTJgト〈∂kygPk.t･9,)

以下これを変形して20

･Iy,-宕aErLx岸 /TAIL,Zd2k(rotkA-e,I
- JyxVx,(V=-ExaL3:)

qyx - 緩去/T̂IBZd2k(rotkA-2,I--Jxy
A-e - (4,eFやkWe)

これが求める式であった｡
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3.1.2 チヤーン数と渦度､ディラックモノポールとのアナロジー

前節で与えられたホール伝導度の表式の トポロジカルな意味をここで詳しく議論しよう【16,17,
4,23,19】｡前節の結果を次の様に書こう｡

qi･yhLLlk A /i,

Ce =27TiuT^
C-皇 ce
e=O

d孟 ･B～e
JJJZ

B～e= ,otたA-e
A～e - (4,elやkd,e)

:Ill: -

･:ド :::i

q

∑ lOkJ2-1
Lt=1

この ceをe番目のバンドのチヤーン数と呼ぶO
最初に積分領域である磁気的ブリルアンゾーンはx方向に周期 27T,y方向に周期 27T/qと周期
的でありトーラス r2と見なせることに注意しよう｡ よって単純にストークスの定理を適用する
と境界がないことより

cJ･-0
となるこれは正しくない｡ブリルアンゾーン上で被積分関数に特異性があり全域で式 は定義され

ないのである｡

この特異性をていねいに議論しよう｡【17,19】21･･J ････■
最初にブロッホ関数 lO(k))は位相の自由度を持つことに注意する｡つまり任意の関数 EBA(k)
に対して ････■

lOB)-eiEBA(k)JOA)

と2つのブロッホ関数 lせA7B)をの間の関係を定めれば

AIB-(せBlやkOB)-A～A+膏kEBA(k)
ー

よって

r｡t.A～B=r｡tAJA

とチヤーン数は不変である｡これは磁気的ブリルアンゾーン上でのゲージ変換と対応する場の量の

不変性と解釈できる｡このゲージ変換の自由度(結局､これはよく知られた線形方程式の固有ベク
トルの位相は確定しないことにこの自由度は起因する｡)を用いて特異性なくチヤーン数を計算す
ることを考えよう｡具体的に計算を実行するには何らかのゲージ (位相)を固定することが必要で
ある｡ ここでは第-のゲージとしてある方法で得られた規格化されたブロッホ関数 仲) に適当
な位相因子をかけ､ブロッホ関数の第q成分が正の実数となるようにしよう.

lgA) - e-iArgやq惇)

申子>o
これは 中qのゼロ点以外であれば常に可能である｡逆にいうとせqのゼロ点

せq-0

ではこのゲージA(ルール)ではブロッホ関数が一意に決まらない｡そこでこのような点
I-+ -+ _ ～
k-ks,8-1,･-, 申q(ks)-0

の近傍 Rsでは別なゲージとして

仲B)- e-iArgや1惇)
咋 > o
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なるものをとることとしよう｡(これらの近傍は 豆qのゼロ点を1個だけ含むみ､魯1のゼロ点は含
まないように十分小さくとる｡)この2つのゲージをつなぐゲージ変換は

EBA-I-lo接
であり (01,せqのゼロ点以外で)定義されることとなる｡ これらの2つのゲージを使い磁気的ブ
リルアンゾーン T ,̂IBZ を次のように分割するo

R-UR5, TMBZ＼R
RiiiiH

ky

図 3‥¢-圭の場合の下から2番目のエネルギーバンドのブロッホ関数の振幅

11両

kx (0,0) kx tlnH一
0 3iZ'冗つん
(

図 4:¢-主の場合の下から2番目のエネルギーバンドのブロッホ関数の捌 高と相対位相から定ま
る渦度
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その後､それぞれの領域でス トークスの定理を使うこととするよって

1
C, = 吉宗
1
吉宗
Jid2k(rot･AB)之･/T̂II,Z､Rd2k(rotAA,I
faRdk～･AIB･fa(T､R,dk-･A-A

去;faRNdk-･(AIB-AJA)
-写去faR.qdk-･tBA

-写uDR.tdk-･I-logOq'E,
-冒"･bl

･S - 最 R.ydk～･I-logOq(k-)

となる｡

つまりチヤーン数はブロッホ関数 (の任意)のある成分のゼロ点が定義するゼロ点 (S)まわりの
整数である渦度 〃βの和として与えられることがわかった｡
これは数学的にはこの状況はファイバーバンドルとして記述されることを意味する｡よく知られ

た類似の例としはDiracの単磁極の例がある[29,30】｡このアナロジーによれば､ホール伝導度の
量子化は単磁極の量子化のアナログとも考えられる｡
これを復習してみよう｡ 極座標表示された次の2つの異なるベクトルポテンシャルを考える｡

1一-COSβー 1

A-A - gT話 す-e¢-9市 丁重(-y,.T),ち -(-sin恒 os¢)
1-cosOー 1

A-B - - 蒜 打 e¢-一g市こち (-y,I)

これらは

2 ー 1 ∂EBA ー

A-A-A-B- 9㍍ 誼e¢,-完前 .軒 e¢,
- ∇EBA

EBA - 294)

と書けるoこれらは EBA によるゲージ変換で結ばれているためその磁場は等しく

-◆
B = r｡tA-A=r｡tAIB

--
r

r3

となり原点に磁場の湧き出しがあることとなる(磁気単極子)｡ただしAA,AB の定義域について
考えてみると分母がゼロとなるところでは定義されていないことから

( 1-～:

:Z軸負方向をのぞく,(cosO≠ -1)

:Z軸正方向をのぞく,(cosO≠十1)

となっていることに注意しよう｡(これらの特異点はストリングと呼ばれることがある｡)次に原点
を含む閉曲面上 (例えば単位球面上)で仝磁束を計算することを考えると

(Dtotal-
･.･■ー
dS･B-47Tg
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となるのはBの表式よりすぐにわかる｡一方これをストークスの定理を用いてベクトルポテンシャ
ルから計算してみよう｡その際､上記のベクトルポテンシャルの特異性に注意すると球面 Aを北
半球 SA､ 南半球 SB､に分けそれぞれで異なるゲージを用いて計算することが必要となる｡

･total - /sdSbJ-/AdSuJ･/BdSJ･B
-/Adb7･rotA-AI/Bdb7･rotA-B
-/aŝ dr-･AJAI/as,,dr-IA-B

/C,.,,

/a,.,,

dr:･(耳4-A-B),(ceq-∂cA:赤道,0-0)

････■
drJ･∇EBA-

i

27T

d¢29-47Tg

つまり､ベクトルポテンシャルに特異性が (必然的に)ある場合､全系で一度に積分定理を使う
のではなく適宜領域をパッチにわけそれぞれの領域ごとに適用すればよいことのである｡

3.2 境界のある系でのゲージ不変性によるLaughlinの議論

ここではLauglinによるホール伝導度の量子化に関するゲージ不変性の議論を紹介したい【8,9】｡
現実のサンプルには必ず境界があることを考え図のようなシリンダー状のいわゆるLaughlillの
配置を考えよう｡ ここで ◎はシリンダーを貫くアハロノフ･ボーム磁束である｡

図5‥Lauglllinの配置｡シリンダー状の系に幅をよぎる方向に電圧をかけ､輪の方向の電流を測定

する

この配置でLauglllinは次のような議論を行った｡◎を断熱的に△◎だけ変化させる｡その過程で
系にした仕事量△Eを計算しよう｡そのときシリンダーの輪方向の電流 IyはいわゆるByers-Yang
の公式 【25]により､

AE

Iy=cB
となる｡ 22

このとき△◎-◎o◎O- 空 は磁束量子である場合を考えるo(系が十分大きいとき磁束単位
の変化は境界条件の変化とみなせるので微小変化と考えられ微分に置き換えられる)アハロノフ･
ボーム磁束を磁束量子変化させた場合､物理系は (大きな)ゲージ変換によりもとの状態に戻る｡
よってこのあいだになされた仕事量は､シリンダーの一方の端から他端へ 何個か(整数 ㍑個)電子
が移動されたことによると考えられる｡そこでこの両端の間の電位差をVx とすると△E-neVx
となる｡これらを代入すれば

･y-n宕vx
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これが Laughlinによる整数量子ホール効果の量子化に関する説明である｡【8ド れは非常に強力
な議論で乱れのある場合等､種々の状況に拡張可能である汎用の考察である｡ただし ｢ここでのn
は整数ではあるがいくつであるかはこの議論からは定められない｣点にその最大の弱点がある｡
さらにこの議論は分数量子ホール効果の場合にも拡張されそこでの有効的な分数電荷の存在と基
底状態の多重性を意味することとなる｡(講義では時間があれば議論する予定)
実はこのLaughlinの議論では不定であった整数 nにはバルク (無限系)の場合とは全く異なる
位相幾何学的意味があるのであるCそれについて次に紹介したい[18]｡

3.3 境界を持つ系におけるホール伝導度の トポロジカルな意味- リーマン面上

でのエッジ状態の回転数と交点数-[18]
配置としてはLaughlinのものと同じシリンダー状の系を考える｡具体的には図のような系を考
えy方向へは周期的境界条件をとる｡ ゲージとしては､シリンダーの両端をつなぐ方向へ増加す
るランダウゲージで考える｡

IJ

(1,1)

図 6‥格子上での境界のある系､Laughlillの配置｡y方向にLyサイト､x方向にLx-1サイト

とし､γ方向には周期的境界条件をおく｡

次の数節は少し話が細かく､長くなる｡そこで以下具体的に議論するまえに議論の大筋を説明し
ておこう｡
このゲージのもとで系はシリンダーの輪の方向には最小の並進で不変であることに注意しよう｡

これより2次元の問題は､シリンダーの輪の方向の波数 kyごとの1次元系に帰着することに注意
する｡さらにこの 1次元系は両端をもつのでその両端に局在した束縛状態をもつ場合がある｡こ
の束縛状態が2次元系の言葉では量子ホール効果においてエッジ状態と呼 ばれるものである｡そ
の束縛状態の振る舞いがホール伝導度､つまりLaughlinの議論の未定の整数 nを定めるわけだ
が､その振る舞いはこの1次元系の複素エネルギー面を考えるとわかりやすい｡(量子力学で習う
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LevillSOIlの定理を思い出してもらうといいかもしれない｡束縛状態 (エッジ状態)と散乱状態 (バ
ルク状態)はお互いに関連 しており､他の有名な応用としてはFriedelの総和則があるのはよく知

られているo )この複素エネルギー面はやや複雑でエネルギーバンドが q個 (4,-p/qの時を考え
て(,)あることに対応 して 9 -q-1個の穴をもつ浮輪となるO(図 7)これはリーマン面と呼ば
れる｡

図7‥磁場中の電子系の複素エネルギー面としてのリーマン面 ∑9｡穴の数 9-q-1はエネルギー

ギャップの個数に等 しく､単位格子あたりの磁束は4,-告であるo
このg個の穴が q-1個のエネルギーギャップに対応する.この複素エネルギー面上で束縛状態
(エッジ状態)のエネルギーは9個存在することとなるO以上はシリンダーの輪方向の波数kyを固
定した1次元系の議論である｡次に､波数 kyをOから27Tまで変化させることを考え2次元の問
題を議論 しよう｡するとOと27Tは同一視すべきであることを考えるとg佃のエッジ状態のエネ
ルギーはこの浮輪上で閉曲線をつくることになる｡復習すると浮輪の穴はエネルギーギャップ(下
からj番目のエネルギーギャップとしよう)に対応していたわけだがその穴のまわりをエッジ状態

のエれ レギーが何回か (I,回)まわるわけである｡実はここで与えた回転数 I,がフェルミエわ レ
ギーがそのエネルギーギャップにある状況におけるLauglllillの未定整数 nを与えることとなるの
である｡[18,19】23

境界を持つ系でのホール伝導度のトポロジカルな表式

gxeyElgeニーIjf

3.3.1 転送行列とエッジ状態

ハミル トニアンはバルクの場合と同じ次のものをとる｡境界条件はy方向にはaLy の長さで周
期的:r方向にはa(Lx-2)の長さで固定端の境界条件をおく(サイト数としてはLx-1個｡)
配置としては Lauglllinのものと同じシリンダー状の系を考える｡具体的には図のような系を考
えy方向へは周期的境界条件をとる｡ゲージとしては､シリンダーの両端をつなぐ方向へ増加す
るランダウゲージで考える｡

◎ 1

H(@) -∑ cL.1,nCm,n+ei2塙 石 ∑ cL,n.lei2qQmcm,n
m･n m,n

-●
現在の系はy方向にだけ周期的であることに注意してy方向には運動量表示とした演算子 cm(k)
を導入 しよう｡

1

C--n-布 石,,=S豊eikTJnc-(ky｡ ny=1,''',Ly'
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すると

H - ∑ H(ky,4,)
kT/

i ,-'1

H(ky,(D)ニ ーt∑ lc.1,仙 (ky)cm(ky)+cL(ky)cm+1(ky)i
Tll=1

L,.,-1

-2t∑ cos(ky-2打誌 -2qQ-)cL(ky)C-(ky)･711=1

この系はをパラメダーとする1次元系のハ ミル トニアンの和であるから､1次元系の-粒子シュ
レディンガ-方程式

H(ky,◎)lO(ky,0)) - E(ky,◎)IQr(ky,◎))
lO(ky,◎))-∑ om(ky,◎ )cL(ky)IO)

n1

をまず考えよう｡ ここで

O-(ky,◎)-拙 ky-2打芸)
と◎依存性は ky依存性に吸収できることに注意しよう｡ まずこの波動関数 鴨 は次の関係式を
満たすことに注意 しようO

-i(031.1(ky)+轄 -1(ky))-2tcos(ky-27T4,m)蛇 (ky)-E叱 (ky)

これを 亡-享 として､いわゆる転送行列の形で次のように書こう｡

( 篭 ;(lee,el宕,y')-A;lTn(C,ky,(昔 '1E(,e架'y,)

･-I-(E,ky,- 仁 2cos'lky~2打弼 -.1 )
これを繰 り返 しつかうことで (添え字の0を省略する)

(OqL:(let,e')-(M(C,,I(三三),
M(e)-Mq(e)Mq-1(e)-A-I2(E)A:tl(e)-

(

Mll(e)M12(e)
M21(e) M22(e)

を得る｡ここで M ll(e),M12(e),M21(e),M22(e)は亡のそれぞれ q,q-1,q-1q-2次の多項式で
ある｡

この転送行列及び境界条件から系の波動関数､スペク トルが求まることとなる｡(この 1次元
系は格子上のHill方程式と呼ばれStrum-Liouville型の微分方程式の一般論の格子アナログが古
くからある (例えば戸田盛和著 ｢非線形格子｣等)ここでの 1次元系での議論はその結果を使う
こととなる｡ ここで我々の問題とする点はそれらがどのように2次元の物理と関連するかにある｡
[26,27,28】)
付加的な条件として､ここで系の大きさに対 して整合性の

Lx-1-qe,el(Lx-1)

を要求 し よ う｡
この と き､系のスペ ク トルは 境界条件

申O-せLJ.-0
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から定まることとなる｡ 規格化の条件として

申1-1

をとれば

せL,-M21(E)-0

は L.T-1次の方程式の解でありLェ-1個の実根を持つ｡これがこの1次元系のスペクトルを与え
ることとなるO(実根であることはそれらがエルミー ト行列の固有値であることから保証される｡)
まず

M12(e)-0

の解FL, ,i-1,･･,q-1-gが 中L,-M21(e)-0を満たすことは三角行列の幕乗は三角行列で
あることからわかるO これらがすべて実であることは9-q-1サイトの系の固有値であることが
保証する｡ 実はこの 9-q-1個がエッジ状態のエネルギーである｡
転送行列よりkを一般の整数として

せqk+1(p,･)-lMll(pj)]k

となる｡ これより一般にはIM ll(FLj)l≠1であるから

IMll(FLj)A<1: ･7;記1に局在 したエッジ状態 :(左の境界)

fM ll(pj)l>1‥ 17;Ft;L,/.-1 に局在 したエッジ状態 :(右の境界)･

であることがわかる｡(FM ll(ILj)f≠1を満たす状態は後で判るようにバルク状態と縮退 した状態
であり､ トポロジカルな議論においてもバルクとエッジの議論をつなぐ重要な役割を持つ｡)

3.3.2 転送行列とバルク状態

転送行列を使って境界が無い場合つまりバルクの系について議論 しよう｡
境界の無い場合この 1次元系は周期 qを持つ周期系であるからブロッホの定理により

せm+q(e)-p(e)q'm(亡),lp(e)I-1･

と書ける｡これは

托 1) 川 代 1)-p(: : )

つまりpは転送行列 M の固有値であることを意味する｡これから(detATI,n(i)-1がすべての m
で成立するので

detM(e)-Mll(e)M22(e)-M12(e)M21(e)-1,

)

p2-Ap+1-0,A-TrM -Mll+M22

を満たす｡二次方程式の議論からIpr-1はエネルギー Eを実として

(△(∈))2≦4

と同値で､これがエネルギーバンドのエネルギーを与える式となることを注意しよう｡一般にエネ

ルギーバンドは q個あるから

A(e)2-4-(e- 1̂)(e-12)･.･(E- 2̂q-I)(e-12q)

とバンド端のエネルギ一 入j,(Ai<入3･,i<j)を用いて因数分解できることに注意 しよう｡よって

p(I)-芸(△(I)-節 )

ここで分枝を定めるためにエネルギー Cを解析接続 して複素エネルギーZを導入した｡
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図 8:ステップ1:実軸にブランチカットをいれる

次にバルクの系に対しても波動関数は境界を持つ場合と同様の規格化条件

qJl-1

を要求すると転送行列の固有ベクトルから次のように 中qは定まる｡ 24

せq(I)-
p(I)

p(I)-M22(I)
M21(I)

M ll+M 22-ノ打に司
Ml1-M 22-Vm

M 21

ここで波動関数は複素エネルギー面上で定義されていることに注意 しよう｡
この複素エネルギ一面 (リーマン面)についてここでしばらく議論 しよう｡

次の複素関数のリーマン面について考えよう｡

I(I)-J△(I)う二4- (a-人1)(Z一入2)･･･(Z一入2q-1)(Z一入2q)

まず､図の様に9-q-1個のブランチカットを

lll,̂2],･･･,ll2q-1,̂2q]

を入れたR+,R~2枚のシート (リーマン球 :無限遠点を同一視 した複素平面)を用
意する｡
次にそれらをはりあわせてリーマン面を構成する｡その際ブランチカットにおける

向
と
関

さに注意する｡(図を参照) ただし分枝は R+上で Z∞ のときJ2m >Oと
すると下からj番目のエわ レギーギャップのエネルギー内のエネルギーCに

α(-1)J√ F コ >0,2∈Rα,(α-j=)
となる｡

この数学的事実を現在の物理的状況の下でまとめると
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図 9:ステップ2:実軸にブランチカットをを切 り開く

labelfig:step4

図 10:ステップ3:少し変形する

R十

図 11:ステップ4:相対的な配置をかえ､張 り合わせよう｡
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図 12:ステップ5:出来上がり:ギャップが2個あるとき穴が2個できた

1次元系のリーマン面

複素エネルギー面 一 種数 (穴の数)gのリーマン面∑g

q個のエネルギーバンド ー q個のブランチカット

(q個) (:リーマン面上 くびれの部分)

a-q-1個のエネルギーギャップ ← 9-q-1個のリーマン面上の穴

と対応することになる｡

3.3.3 リーマン面上のエッジ状態

前節での議論より､波動関数はそのエネルギーに関してリーマン面 ∑q上で定義されていると考
えられることがわかった｡

ここでエッジ状態のエネルギー pjに関しては

M21(FLJ･)-0

であるから､detM =1より

M llM 22 -i,A2-4-(M ll-M22)2

さらに △(〔)の最高次の係数を考えて

A - Mll+M 22
i

≧ 十2 j :偶 数

≦ -2 j :奇 数

よって

これからリーマン面上のブロッホ関数のエッジ状態のエネルギー近傍の振る舞いは25

申q(pj+6)FY
Mll+M22-α(-1)JlMl1-M22
Ml1-M22-α(-1)3'IMl1-M22
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この分母をエッジ状態のエネルギー近傍で考えようOまずjが偶数の場合 M ll+M22≧0であ
るから M llM22-1より

M l1- M 22-αfMl1-M22[

Ml1- M22-α(M22-Mll)左の境界に局在 fM lll_<1:(M22≧Mll)
M ll1M22-α(A,Ill-M22) 右の境界に局在 tn,Illl≧1=(Mll≧M22)

Ml1 - M22 - α lM ll- M 22l

R5 0 (リ ニア にゼロとなる),
〈

左の境界に局在 :α=- の時
右の境界に局在 :α-十 の時

より

つぎにjが奇数の場合 M ll十M22≦0であるからMllM22-1より

Ml1-M22+αJM ll-M221Ml1-M22+α(Mll-M22)左の境界に局在 IMlll≦1:(Mll≧M22)
Mll-M22+cY(M22-Mll)右の境界に局在 囲~111≧1‥(M22≧Mll)

11411lM 22 十 αiMl1-M22‡

記 0(リニアにゼロとなる),
〈

左の境界 に 局 在 :αニー の 時
右の境界 に 局 在 :α=十 の 時

より

つまりjの偶奇に よ らず､Oq(pj)の上記の表式の分母はエッジ状 態 が左の境界に局 在 して い る時
は αニーの時にまたは右の境界に局在しているときは α=+の時にリニアにゼロとなることがわ

かる｡ここで M21(e)はpjでリニアにゼロとなるか ら せqはリーマン面上片方のシー ト上のエッ

ジ状態のエネルギーでのみゼロとなり､つまりエ ッジ状態の境界条件をみたし(申q-pOo)そのと
きのエッジ状態のエネルギーのシー トとエッジ状態の局在している空間的位置が対応することがわ
かる｡
これらの対応をまとめると

プロツホ状態のリーマン面とエッジ状態

エッジ状態は左の境界に局在する 一 世q(I)はR+上(I-FLj)で零点を持つ

エッジ状態は右の境界に局在する - せq(I)は1r上 (I-pj)で零点を持つ

エネルギーバンド 十十 ブランチカット

(q個) (:リーマン面上のくびれ)

エネルギーギャップ ー リーマン面上の穴

(9-q-1個)

つまり複素エ耳､ルギー面としてのリーマン面上のプロツホ関
的な情報がえられることとがわかった囲

女のゼロ をみればエツ

3.3.4 リーマン面上の回転数､交点数とLaughlinの議論

前節の議論はすべて y方向の波数 kyを固定した1次元系のものであったがここでそれを2次元
の問題へ適用 しよう｡まず､kyを変化させても1次元系のエネルギーギャップは閉じないものとし
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よう｡つまり2次元の問題として安定なエネルギーギャップの存在を仮定しよう｡(これが閉じる
場合リーマン面にトポロジカルチェンジがおきるわけで､そこでは量子相転移が起こり､後述する
DiracFermiollに有効的に現れることとなる｡)この仮定のもとでは各波数でのリーマン面の トポ

同一視されるから (ブリルアンゾーン)束縛状態 (エッジ状態)の個数だけあるエッジ状態のエネ

ルギーを与えるゼロ点 FLjはリーマン面上で向きのついた閉ループ

Cj:(I-PJ(ky)lky∈【0,27TD

を作ることとなる｡一般には､これらの閉ループはリーマン面上の穴の周りを数回回転し､その符

号をつけた回転数 IJ･が定義されることとなるO

ここでいくつか具体的な計算例をしめそう｡(図参照)

(a): p=2,q=7:r--7.0

0.0

図 13:め-手の場合のエネルギーバンド(斜線の領域)とエッジ状態のエネルギー(実線 :右端に

局在したエッジ状態､破線 :左端に局在したエッジ状態)｡エッジ状態が作る閉曲線のリーマン面

上での交点数は下のエネルギーギャップから順に1である｡

図中では各波数 kyごとに複素エネルギー面としてのリーマン面 ∑9(ky)を考える｡
そのときの安定なギャップの数が 9-q-1で､図で斜線で示した q個の領域がエネ
ルギーバンド､その間の領域がエわ レギーギャップである｡そのエネルギーギャップの

中の実線､及び点線がエッジ状態のエネルギー損､すなわちブロッホ関数 申qのゼロ

点で実線､点線はそのゼロ点がリーマン面 ∑g上 R+,R-にあること､つまりエッジ
状態が左端､または右端に局在していることを意味する｡

一般的な状況にかえって､リーマン面上の基本的な閉ループ

αJ73-1,..･)q
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図 14:リーマン面上の閉曲線

を用いてブッロホ関数のゼロ点 (エッジ状態のエネルギー)の回転数はエネルギーギャップごと

に定義されるこの曲線 C, と標準的な曲線 α,との交点数となることも見て取れるであろう【27].

Ij-I(αJ,Cj)

なお交点数については曲線間の交点ごとに図 15のように向きにより符号をつけた交点数を定義
し､曲線 A,B間の交点数I(A,B)はその和と定義される｡

十 十
Ⅰ(A.B)≡+1 I(A,B)≡-1

図 15:曲線間の符号付き交点数

ここまでは数学の話だが､実はLaughlinの議論を用いるとこれが量子化されたホール伝導度と
なることがわかる｡
これを次に説明しよう｡

図の様にフェルミエネルギーがバルクのエネルギーギャップの中にある場合を考えよう｡またy

方向の系の大きさLy も有限であることを思い出しすと波数 kyが離散的となる｡さらに波数と
Aharonov-Bohm磁束 ◎は

◎

ky+2打前
と結合し離散化された波数は

ky-2打警

であることに注意すれば､ AllarOnOV-Bollm磁束 ◎を◎｡だけ変化させたとき-粒子状態全体は
不変であることはすぐわかる｡
特に図のようにフェルミエわ レギーがギャップ内にある場合､図で黒丸で示したエッジ状態が占
有されていることとなるOそこでAharonov-Bohm磁束 ◎ を◎｡だけ断熱的に増加させると､マ
クロな系では左右のエッジ状態間の行列要素は系の大きさに関して指数関数的に小さいのでその間
での遷移は起こらないと考えてよい｡よってこの過程の終状態としては下図の様な占有状態とな
るOここでこの過程の前後､つまり図の左右を比べると､エネルギーバンド内の状態 (バルク状
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図 16‥Laughlillの議論とエッジ状態､リーマン面上のゼロ点の移動の関係

態)はすべて元の状態に戻ったがエッジ状態は一つだけ玉突き式にずれた状態となっているのがわ
かるだろう｡ここで与えられる状態の変化の個数がこの過程により両境界間を左から右へ移動した
電子の数であり､Laughlinの議論で不定であった整数である｡またリーマン面上のブロッホ関数
のゼロ点とエッジ状態の対応からこの整数はエッジ状態の作る閉曲線の回転数となる !
つまり

ホール伝導度のエッジ状態によるトポロジカルな表式

フェルミエネルギーが下からJ番目のエネルギーギャップにあるとき複素エネルギー面として

のしてのしてのブロッホ関数のゼロ点の作る閉曲線のリーマン面上の回転数 (もしくは符号

付き交点数)をもちいて､ホール伝導度は次のように与えられる【18】｡

鴫edge-一言I(Cj)

3.4 2つの位相不変量:- バルクかエッジか-

ここまでの議論でフェルミエネルギーが下からj番目のエネルギーギャップの中にある場合系の
ホール伝導度に対して2つの トポロジカルな表式が与えられたこととなる｡

Ji:yl,U.k -一言C,

JJi,yedge- 一言I(C,･)

C-皇 cee=0

この節ではこの2つの表式の間の関係を考えよう｡チヤーン数の位相幾何学的意味を議論した際用
いたゲージによると中qのゼロ点周りの渦度の和としてチヤーン数が与えられたことを思い出そ
う｡転送行列の議論では規格化しない波動関数を常に扱っていたことに注意し､

申q-0

はエッジ状態を定義したことを思い出そうO また.･r方向の波数 kxはブロッホの定理から

p- eiqk･

と対応し､バンド端の条件
△=士2

はp-喜(△一節 )より
kx-0,2汀/q

と対応する｡つまり概念的には前節で示したエネルギーバンドの領域はブリルアンゾーンが トーラ

スであることに対応 して図のような筒状の領域と考えられky-0,27Tを同一視することで トーラ
スとなる｡これより､チヤーン数に寄与するブロッホ関数のゼロ点はバンド端のみに存在し､具体
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図 17:エッジ状態がエネルギーバンドに接するところでチヤーン数を与える渦を与える｡エネル

ギーバンドの上端､下端での接点で波動関数を展開すれば前節で説明したワインディング数 (交点

数)とチヤーン数の関係が与えられる｡

的にはエッジ状態がエネルギーバンドに縮退する点であたえられることとなる｡エわ レギーバンド
の上端と下端からの寄与を少していねいに調べると下からj番目のエネルギーバンドのチヤーン

数 C3･とj番目とj-1番目のエッジ状態を与えるブロッホ関数のゼロ点の回転数の間に

cj-I(CJ)-I(C3-1)

という関係式が成 り立つことがわかる｡(微積分の基本定理 か xf′(I,r)-I(b)-I(a)のアナログ)
よって(I(Co)-0に注意して)

エッジとバルク

JJx･ybulk 一縁 e- 一指 (I(C,,- I(Cj-1,)

-iI(Ce)
- 璃 dge

すなわち二つの トポロジカルな整数は等しい｡つまりホール伝導度はバルクで考えてもエッジ

で考えても等 しいこととなるr19】｡

紙面の制限で以下の節すべてを省略するので ｢2001年度夏の学校｣講義録､もしくは初貝ホー
ムページ(Ilttp‥//pothos.t.u-tokyo.ac.jp/llatSugai/)内の講義のページを参照されたい｡

終わりに以上時間の関係上省略した話題も多いが､磁場中の電子系の問題は､物性物理と数理

的構造とのいくつもの意外な関係をみせてくれたことは伝えられたものと期待したい｡歴史的には
この間題に関して､もう調べ尽くされたと思えた時期も何度かあったがそのたびに新 しい発見があ
り､驚きをともなう興味深いブレークスルーが何度もくりかえされてきたのである｡私には､未だ

つ
か
な
､つ

に
ろ
か
あ
ら
で
明
何

ていない興味深い構造がまだそこにあるかのように思えるが､みなさんにとっては如
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