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岡大 J電子工学教室 石 井 忠 男

§1｡ 序 論

フォノンスピンはV｡ns｡vskii-Svirskiilキこよって,等方的な連続媒質に於ける振動

子の場に,INdetherの定理叫 を応用することによ｡定義づけられたo_この概念は続い

てIJeVine4)Qこよって同様に議論され,結局桶分極フォノンのエネ/レギー固有値が縮退し

ている場合にのみ wel卜defineされると結論しうるものである｡

一方Messiah5)に従えば,空間が一様で等方略である場合,任意の物理系の記述隼関

係したベクトル場 f(p)の空間座標に於ける回転には,スピン･S-1､を有するスピン演

算子が伴う｡ーしかしこの定義から生ずる結論は前者のそれとは必らずLも一致 しない｡

何故ならば,いかなる結晶であれ空間座標 pは今の場合一様で等方的であり, よってフ

ォノンのベクトル場 F(p)には,エネルギー固有値の縮退の有無に拘らずスピンが定義できる筈

であるo我々はこ､のMessiah のスピンを潜在的精神として議論を進めるであろう｡

Jensen6)はフォノシスピンの具備すべき条件として

SxS=ills

S2及びSzは:7オノン総数鉛と可換

Sは怠- EkbP biと可換

を数え,′これらを満足する演算子をVonsovskii-Svirskii(VS)に照らし合わせて書下

し,それをスピン演算子 [(12)式]と定義した｡ [(1C)のkは波数ベクトル, bjk+･

bよはフォノンの生成,消滅演算子, j- (1,2,･･･3y)でVは単位胞中の原子の数で

ある]｡ しかしこのスピン演算子は本文で議論されるように,それ程明確なものでない｡

本論文ではNoetheIの定理が一義的でないこと,及びベクトル場にはエネルギー固有

値の縮退の有無に拘らずスピンが付着していること,を利関してフォノンスピンを定義 /
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する｡フォノンの1粒子状態に対 して当該定義はM｡ssi｡hのスピン演算子軒 と同一で

あることを示し,かつ荷電フォノン(chargedphonon)7)はフォノンスピンの7Jeeman

分離に相当しているととが理解 される｡次節では問題点を一層具体化する為に,これま

で提出されたフォノンスピンを簡単に議論しておく｡

§2. Vonsovskii--Svirskii及びJensenの定義

Nbetherの定理

N個の関数 pi(x)(i/-1,2,･･･.･･)によって記述 される場を考えるoxは時空内の座

標であり, iはJiクトル成分,テンソル成分,スピノー′レ成分等を表わすものと約束 し

ていいが,以下ではベク トル成分と考えておこう｡今この時空内で次の無限少回転を行

うことを試みようo tXn一Ⅹ′n,Pi(x)-P'n(x'))に対して

′n nX =Ⅹ
･nE<eXE.e恥me

p,i(x,)- Pi(Ⅹ)+j,Zk< CAli,k増 力∂wke

Ai,ke-gik∂行gi絹 (k≦e)

xsp-geexe∂£-gmmxm8ck(m≦ e)

(2a)

(-2b)

(2C)

(2d)

ここで, ∂a)rm---∂unm及 び計量テンソル gmm =- (1,-1,-1,-1)で定義

される｡ラグランジェ関数#(pi･Pi,kつ,Pi,k≡∂Pi/∂xk≡ ∂kPi,に対する作用積分が
上記の回転の前後で不変であるという要請より角運動量保存則

∂kRckm-o

Rekm-sekm+Mekm

∂c21,

sek-=-1{j可 t pjA'i,p-

Mekm - dmlxnTek-geexcTkm
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Tck-f両詔 e~I.∂ck (7)

が求められる｡ 定義式 S,M,Tはそれぞれスピン角運動量,軌道角運動量,エネルギー

運動量に関係するランソルを表わしている. Rekm(k-0, 8-1,2,3)が空間の回転

に伴 う畳である｡

Vonsovskii-Svirskiiの定理

等方性弾性媒質中に於けるラグランジェの密度関数は3次元的記法を用いて

ef-2喜p¢i2-喜pi,i2-岬i,k ー
2

(8)

但 し, βは質量密度, 右〟は 1Jame係数, i,k-1,2,3である｡彼 らはNoetherの

定理を用いて,運動量密度 t及びスピン密度､Sを

tc≡-TOO--Pぞpi･Pi,C1 1

SP｡≡S還…-p[如 m一PmPe]
●

と定義した,従って場の伝播方向をk-(0,0,3)として,二VSのスピン演算子は

S3VS…∫S3(p)dp- i2P/dptak+x ak13 (ll)

となる｡これは-粒子状態に対して固有値 (71,0,-h)をとることが示される｡ (ll)式

の2番目の等号は, a,a2についてのエネルギーの縮退が条件となっている｡定義式 (1

0),従って(ll)式は(3)～(7)及び(9)～(10)式から判断 しそ符号が正しくないことを付

け加えておこう｡

Jensenの定義

条件式(1)を満足する次?スピン演算子を導入した｡

sJ-㌔ ,?vkb皿 ekv阜 ekj′Ⅴ

-219-

(12)



石井忠男 ノ

ここでev… (evx,evy,evz)と考えられ, C(vi)(vliうをイオン間相互作桶のマ トリッ

クス要素として

i, C(vi)(V,i′)ei,i′-巌 J･vI JVl (13)

と分ける｡ 寸-は各単位胞原点から注目している原子-のベクトルを表わす｡以上の定義

を基にして,フォノンの-粒子状態

3レ

担 ,=E3ぎPi'k'b{ 10> (14)

での(SJ)2の期待値は2712になることが判る. このことは1(13)式に付帯する条件

縛 *･ekvjl- ∂yv,8ii′,掴 *･eき皇′-6･･, (15)膿
∫I

を用いて確かめうる｡ しかし(12)式は,ノーマル座標 (k,j)及び位置座榛が混在して

いて,複雑であるばかりでなく,音響及び光学フォノン間でスピンを形成するなど明確

でない｡自由度は(k,j)或は(k,V)で網羅される以上,そのいずれかで更に簡単に記

逓できる筈である｡この点をふまえて問題点を明確にするためにJensenのコメントを

原文のまゝ引用しよう｡

"It.shouldberemarkedthattheim ediategeneralizationofthespin
operatordef′inedfortheisotr､opiccasebyVonsovskiiandSvirskiiisnot

●
(12)butratherthequantity È 甲̀ ×PK,Wher?thesummationrunsover

ailatoms.Thisgeneralizationistemptingbecausethesaidqt】antityis

thatpartoftherealangularmomentum ofthecrystalwhichdoesnot

dependontheorlgin.chosen inthelsttice･However,itdoesnotfulfill

the_requirements(1b)and(1C)｡Thisis血etotthefactalreadypointed

outthattheknowledgethatthecrystalisinaon,ephononslateis

incompatiblewithexactknowledgeof,say,thedigplacementspk･〟

問題点 以上の議論から具体的には次の諸点を明 らかにしなけ和 ぎならない｡
●

(I)異方性結晶に於けるZkP̀ ×PKの性質を明らかにする.･JenseTi のコメントに

もあるよう/に,この量は一般にはスピン演算子にはなりえないだろう｡

Ⅷ)異方性連続媒質に於けるスピン演算子を, Noether の定理より求める｡ 実際
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にはこの量も(I)と同様スピン演算子とはかなり得ないだろう｡ その場合 Noetherの定

理は事実上スピン演算子を定義しない｡

qA) Noether の定理は一義的でないことを利用して,別のスピン演算子が定義しう

る.これとVonsovskii-Svirskii,Jensen'のスピンと姥較し,更にはMessiahのスピ

ンとの関係を明確にするo

qⅥ新たに導入されたスピン演算子の物理的意義とその応f酎こついて調べる｡

§3･ 異方性結晶中のZKや.×P̀

今 格子系の-ミル トニアンを次のよう-にとる｡格子点をKとおいて

H- f 憲 . 藷 ioxx,(K･N')px(K" x,(K',

●
但し打-甲である｡ノ-マル座標にらいて

･･-m_Tui喜(pl(m)2巾 ,(-,2ql(-,2才
/

一方 Sl…zKや.×方.とおいて同様の変換を行 うと

N

S,-nilaZ,3elaPql(m)pp(m)

(16)

(17)

(18)

が求まるo elaPは指標の全てについて反対称で,･(),α,P)が(1,2,3)の偶置換の場/

合･ e項 =1,奇置換の湯合-1 となるとする記号であるo従ってフォノン演算子で
書くと

iF

sl-云 aiela〆 ap' bI-ba)' bI'bp)

- slO十甲; , γap〒twpw-all)r2

S;-aEp吾 raspe}apbibp i, ra;- 喜(rap･ rpa,

Sミニgp号 ,aap(b摘 -babe), ,fp-喜(rap-rpa)

(19)

ここで ilmは省略 してあるが,Z があるものと約束 しておくo (20)式は条件(1)を満足m
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しないうえに,-フォノン状態での固有値は So≠ 1である｡ 一一万(21)式 も(1)を満足

しないから,結局 (19)式はフォノンスピンとはな｡得ないoLかL wa-wpゐ場合に

のみその性質を備える｡このようにスペク ト′レが奥方的である場合は,(1那 式は必然的

に運動の恒量となりえない｡

§4. 異方性連続媒質中に於けるNoether定理の帰結

･Ei-浸 か EoDii,jj′ 甲 i,,jP i,j,

なる関数を考えよう｡ この式はある回転演算子LRを用いて

ci-ぎiba2-air-Daprpappa,r

(22)

(23)

と変換できる｡但 しC2f(LR-1p/)-C2e'(p/)-P'(p/)と回転 し,改めてダッシュを除いた.
(′23)式よりノ､ミ/レトニアンは

H-JdpLU(p)-最 W}2k･最 W21kP;k

-U(p -首iw行為-Dl,aPPl,aP,,i

w21k-aiXlaPkakp , XlaP-2軸

スピン演算子はNoetherの定理より

S=Js(p)dp=ぎPkX,nk
(25)

zkは連続体の場合は積分の意と解すことに約束しておくo (25)式は§3の議論と同塵

一般にはスピン演算子を定義しない｡即ち, Noether の定義式(5)は必らず Lもスピン

角運動量 を定義しないということになる｡ これは正準共役農(打a,pa)が紅 表示を基準

座標 とした場合に,成分αによって絶対値が異なる点に原因している｡従って正準鼻役

量の別の一組の可能性を確かめてみる余地はある｡ これを行 う前にベク トル場とスピン

につ､いて簡単にふれておこう｡
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§5. ベク トル場 とスピン1の粒子5,8)

今 甲(p)を座標軸 Ozの回 糾こ微少角 E.だけ回転 するo ezを軌道角運動量とすると

戊 (E)9-- (1- iE(ez+Sz)iP,･･････････Z

S =Z 0-i 0

iO ()

0 0 0

･ Sx- 0 0 0

0 0-i

0 i0

, Sy-

が得 られるo Sx,SyもSzと同様にして求められているo これらの量は条件(1)を満足 し,
剰こS 2-2とな｡S-1のスピン演算子となっているo従ってスピンの波動函数 xl,,
p- (1,(),-1)とおけば

S2xp- 2xp, Szxp- pxp

故に xpは次の様に定めておけばよいo

1

Xl=-~√喜
1

' x-1=蕎

この閲数は又

fxp*iX//i- p-卯 ′, fxp*iXpi,-♂_ii′

(28)

(29)

(30)

の性質を有す｡

(26)式の Sz畔 (2)式の変換 と等価である｡従って(5)式の PiAJi,emから由来するのが

木節のスピンである｡ この量は序論で言及 したSMである｡

§6. Noether一定理とフォノンスピン

さて再びNocthQrの定理を吟味 しよう｡ 我々はスピンを定義するのに際して (23)式

の (輿,Pl,'i)を剛 ､たが,.必らず Lも(PJ,Pl,i) を剛 ､なければならないというこ

とはないOそれは例えば (qス,ql,i),･ql=√無lであ-てもよいo但 Lwスは時空
に依存 しない定数 とするoこ･=で改めて (23)式 をフー リエ成文に分解 しようO -Z)apr
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は定数であることに注意 して

∑

♂ (p)- (klk,)･2ノ砺 [alk(p)alk(p)-aZPX,qCq病 (p)ql,ak,(p)](:ミ1)

ここで qlk≡ J石完 PIkとし, wlkは(24C)で定義されるものとするo (31)式のラグ

ランジェ密度函数-i(qj,ql,i)に対 して次のスピン密度が定義 しうるO 即ち

∂｡2f'

spor'p)≡liaTiT k qakA;･pr= Zp}kqakA;,pr
∂e1/:

plk= q k =E,JwlkWlk′
q-ik'

従って Zkを行い,ベク トル記号で表わすと

S(p)=f qkXpk ･-S ≡Js(p)dp

-方 (31)式より

H-JLu'p'dp-lfk?lk蘭 k+iqZlk}

であるから, (34)式を紅 表示でかけば

sl-君aEpで elaPba'kbpk

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

この式は,Noether の定理の帰 結である,スピン演算子 と見看 しうる｡この議論の類推

よ り§3で論 じた場合についても同様に定義 しうる. 即 ちフォノンスピン座標 (pa,ZCa)∫

に改め,その上で再び新たな座標 い/亮 p(2,花a/√亮 )について定義することを示唆す

る｡ 従ってスピンは

sl-産Tlkfa,p号 .elaP Qaek'bSk (37'

但 し少は単位胞の原子数である｡この式はJensenの定義 (12)式 と興っている｡今一粒■タ

子状態 として

F-cf,君ai=l糾 bZk'10,
リ
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(39)

と定義すると.<VIS2甘 >-21了を得ることが判る｡ 牢,るいは(13)及び (15)式の定

義を用いて, V点での成生演算子を

baV+-e=Z:bea十eev5*i･e･bea'-V抽 +eepk

と定義すると,スピン演算子及び-粒子状態はそれぞれ

･

.De

J
･i･
.1k
b%1人e

F

tiβ
ー

h
]叫

リ

ズ
コニⅤっ人

S

リ 3

W-yE.EaFi=19:'k)baVIIO>/

p:(k,--e=紺 a(k)eevak,

V,k,alp:(k)L2=1
g

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

となる｡ 但 し(15)式はそのま 用ゝいることはできないが(15)式.の j-1- Ⅴ として

空間成分 α-1,2,3はそのまゝにし, j-V(1-y)間で変換マ トリ′ックスを形成して

おけばよい.ここでVを定義する座標とatが形成する座標とは必らザ Lも一致しない｡

以ヤ 議論をふまえて, (12)や gを少し議論しておようo 今 Fj=岬 bj+ej*Vm
≡bV十とおくとIll

sJ-3 や b芸+×b芸 (45).
v,k 1

となるo但 しEk,m戦 (k)f2- 10このことは jについての表現でも同じことであるが,

次の理由から(12)式よ りも (L'37)式 の方がスピン演算子としてより適 切であると考え

られる｡

(I)･結晶が等方的幸ある場合(37)式の Slは

S1-才[ZpkX打k]iTil
l £
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3

浅 y,z TilTi}′=∂ll' , l=5..TilTli'l=∂ii′

で あ る ｡即ち実 際の結 晶 に於け る ≠原点めとり方 に依存 しない角運 動 量〝 の 座 標 回 転 を

示 す O このこと は 座標 軸 と して常 に 日子-†吊 ととりうるか ら, S- ilKPkX 7㌔ で

あ る 0-万SJも EHPKX 打K.とな る が,(12)式 に於 て位置座標 Vと分極方向が一つの 変

換 に よ-てjに移 -て･い る 為 , SJ-,jEkS:j,'k)の SJ･,'k) が何 を意味するのかそれ日

程 明 確でない｡

租)スピンは準粒 子 の 内 部 角 運 動 量 で あるか ら, 今 の場合音響 フォノン,光学フォノ

ンの 内部変数について定義されるべきである｡ (37)式 はそれぞれのスピンの和として

定義されていて上記の趣旨や沿っている｡一方 Jcnsenのそれは(I)に述べた如く意味不

明で,串､つ音響フォノン,例えば j- jaと光学フォノン j- j｡とが複合してスピンを

形成する場合があ り,必らずLも内部変数でスヒOン形成されていない.

今フォノン(♂,k)につ.いての 1粒子状態ベクトルをll｡> とおけば,この基底に対

する(37)式の(S}/ii)a?行列は (C,k)に対 して §5の行列 (27)となる｡

§7. 荷電フォノンとフォノンスピン

我クは論文ぜ)で対称性の高い結晶について荷電 フォノン(｡ha,gcdph｡n.n)を論 じ

TC｡ しかし-般に注意の対称性を有す結晶について

H-e官a書く方eakr!ACak)2月 (揖 fLkI2 (47,･

とかけるO 但 しA-喜(H｡×甲)である0 -万前節で定義されたスピン(37)は-粒子状

態に対 してはSM と な る こ と を み た｡このSM…Sを開いて(47)式を書き直 してみよう｡

(27)式よりaXbニ ーi(S･a)bが成立っから(47)式はH｡-((),0,日｡)とおいて

･-b k-喜f lHl2+鵜 ]I iwL,5 S3綿 甲1■
912…‡W三一aiI,S三rl)

ここで添字 (E,k)は省略 した｡

-226-



Clla1-gedPho1-0nSIV PhononSpinandChargedPl10nOn

方1-(笥 1/2(bT･b),

Pj--i(諸 l'2(bI-bl,
を用いて

i-let千Ileok+Hbk

鶴 -flB}(bTbl･喜)一七wLZS叶ITrSlblbi

IlAk芋-2- I,S｡rlI.ral(blbT-brbl)

但 しIlrlは(20).-(21)式で定義され, γrl-鋼 であるo (29)式の波動函数

を用いて(51)式を更に変形 してみようO.bT-君alx止 とおいて

,i S｡rl ,,Slblbl-Fl･S2S｡pblbp

S3pl/L>-両 〟>

ErS32r1--S32p

w.-a,-a,の場合は, IlZt=O, rS-1であるから

, I.Ek-2(bibp･喜)- p

wp干Bp-wI｣S｡〆, B貨 W2+wiJs32p

(53)

(54)

これが文献7)で示された荷電フォノンであり,そのエネ′レギー固有値は-gFLBS･H｡,

[5-<M>/M*,pli-YJe/2<M>C, wlJ…Zello/2M*C,<M>:イオンの平均質

檎,M*:wl｣で定義される(･E,k,〟)モー√ドの有効質量である｡]で縮退がとける〇

I wl≠W2で異方性のある場合は, (54)式のように直接固有値は求まらない｡この場合

は(塞 ,W2,ul.)相TL間の大小関係によって様々な場合が生 じ,それに応 じて摂動論

etc を用いる必用があるo今 wL≪ 以 l･Wさでwi-wlの音波を注入 したとしようor出

力 とt ては当然 wo-f(wl,a,)となる. これはスピンの為にwl-W2の遷移が生ずるか

ヽ
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らである｡ 即ちスピンは,前節最後の説明からも判るように,何 らかの外力,によって

離散的な空間回転を引きおこすことになる｡この外力は電子系,フォ トン系,あるいは

フォノン同士の衝突など様々な要因が考えられる. .

結局荷電フォノンのスペク トルは,フォノンスペク トルのスピンによるゼ-マン分離

ということ-になる｡ このことは音響型及び光学型の両者で生ずるが,後者では前者程効

力は大きくない.我々は §2で間嵐点(lV)を設定したが,現在 までの段階では応用とい

う応用を掲げるまでに到っていない｡ただその典型的な例を荷電フォノンに見出すこと

が出来ること'を報告 し一応本小論を終えることiこする｡

なお終 えるに当って常 日頃御教示頂いている万成教梗及び田中廟授に感謝の意を表す｡
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