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これは京都大学物理学教室で行なった講義のノ｢ 卜に手を入れたものですo

統計力学で時間の入った問題について逮べたものですが､久保先生の講義ノー

Lで直接ふれていない面に重点を置くつもりで論じたものですo色々と不備な

所がありますので､読者諸兄が祷足或は発展させて下されば幸ですO

I. lIntr･Oduction

統計力学は多体問題の力学であるが. 実際の現象に導かれて立てられた特殊

な ideaがあり.従って特殊な取扱方がある｡ それ らの全てを述べ ることは不

可能であるカ_lら､多体系の運動を議論す る瞭i't忘れてはならぬ二つの点に話を

しぼりたいD第-の点は遅効はいくつかの段階を経て行なわれ ること'で､ ･ 第二

は運動の可逆性の現われ方 である｡

蛋1-∴ ･Dam如ng,- 運動の段階と主役を演ずる方程式

多錐系が如何なる運動をするか という問題の解は.歴史的E,Cは亮象論的取扱

いか ら始まる｡乾体の運動を考え畠と流体力学 (の遅効)方程式､一般には不

可逆過程 の熱力学で公式催 され る方程式群によって現象が記述-され る｡ これち

方程式中に現われ る輸送係数の温度依存性その他を議論しようとすれば､多体

系の運動 をさら忙詳しく見なければならず.原子~論の立場に移らざるを得ない̀O

気体では先づ Boltzmann方程式 に基づく理論が立てられたIoBo工も畠Ⅱann

方程式の研究によって､流体力学方程式による記述が成立する敵勉が分 るので

あるが､ それは予想外の結果を含む｡先づt運動量分布は local独文由Ili一

皿 distribuも主dh に商って単頚に､mean free もimeの程度の時間で､

接近するが､.空廟する分布が BoltZimarm factoT型に達するのは一般に減

衰振動型 でゆっ くり行なわれ る｡後者の relaxation もimeが mean free

-219-



橋爪夏轟 ,

七imeに比べて十分長いということは輸送係数の存在函南セ あって､.新に予想

外ではないQ減衰振動型でゆっ くり進行することの理由は､分布頭数が流体力

学方程式中に現われる巨視的変数 (流速､温度等)を通じてしか時間に俵存し

なくなるということにあるO流体力学方程式の彩そのものはl Boltz三凪皿 方

三;程式に運動量等を掛けて運動量i･･Cついて篇分することによって求め られ るか ら､

輿,わは階級制度では流体力学方程式は Bc'1七zma甲 方程式の下位にあるoその

下級の方程式によって上級の方程式の解の運動が規定されているということは

いささか予想を越えるものであるO

この下克上はかな.り一般的な傾向であるOーBoltz皿ann方程式は Sもossza-

hlansa七Zに基づいて立てられ る｡ これを拡張して､多体系の F-SPaCe内の

状態の遷移確率を StosszahlanBatz に基づいて定めると1多体分布国数の

蒔すべき Ⅱasterequaもion が得られ るO 正aSもeTequaもionは.多体分

布が-体分布の_掛 こ書けるという性質 (Bolt21皿annProperty)を保存し､

革た同一の Stosszahlansaも名 を使用するのでIBoltz正ann方程式のもの

と一致する緩和時間のスペク トルをもつ o Lたがって､適当な初期分布か ら出

発するとき.或る時間の後に分子間の相関が失なわれて､多体分布が一体分布

の積に factoriz;eされてしまうとすれば､それ以後は Ⅱas七erequation

の解の運動はそれ より下級の BolもZⅡann方程式牢よって支配され ることとな
＼

る｡

多体系の力学の基礎は､ 古典力学では Liouville方麗式 ,量子力学では

Landau-voaNeumann方程式であるQ 多体系が常にこれ らの方程式に従って

運動していることは確かであるが､上述の記述が現象を十分長 く表わすことも

事実で-あるQ現象の基本法則を微視的方向にまた Shor七 ?imeSCaleの方向

-庭 求めて行けば最後はこれ らの方程式にぶつか るわけであるO当然そこか ら話

一妄逆の方向に辿ることが問題 となる｡Liouvilie方程式から如何にして

masもerequation,Boltznarm方程式､流体力学方程式が導かれ るか｡前

:'~藩の下克上の風潮を洞察すれば､.運動の段階を三つに分けるという次の Bogo一

言iiubovの ideaに到達するO 適 当な初期分布か ら出発すれば, duration

of盆collisLiLonーの程琵庖時間内に､初期分布tt含まれていた複雑な分子間
の･相関は殆 ど失なわれ.それ以後は'∴体分布のみで状態が定 まるo この第-良
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階を initialmixingと呼ぶO第二段階は一体分布で運動が記く述され る状態

で､kineticsもage と呼ばれ. mean freeもimeの程度の時間藤鏡するo

それ以後は､一体分布に含まれ る分子間の相鏑も殆 ど失なわれ._流路力学変数

で運動が記述され る第三段階､bydrodynamical stage であるO この段階

中に熱平衡状態が到達されるO第二段階で主役を鏡ずる方程式は Boi地marm

方程式或 はその一般化であり､その式の形はI 多体分布が一体分布の functi-

onalであり､一体分布を通じてのみ時間に依存すると仮定して､ funct･io-

nalの形 と共に､LiouVille方程式を清すように定める｡第三段階の主役は

流体力学方程式或はその一般化である｡一体分布は巨視的変数の 印nc七ional

であり､ 巨視的変数を通 じてのみの時間に依存すると仮定すると､Boltzma三m

方程式を清すように､ funcもionalの形と流体力学方程式の形 とを定めること

ができる｡上述の Bogolioubovの方法では 皿aSもerequaもionが skip.

されてい るが､-般にはこれをも kineticsもageに含める方が適当であろ

50

Stoss2;ahlansaも21に革づく遷移確率導入の方法は､ ∫Lspace及び時間軸

を細胞分割する coarse-gTainingを必要とするQ coarse-gTain の粗さ.

すなわち細胞の Sizeや 発冒ま観潮の由 さに由って窪まるとみなされてお り､運

動の段階に応 じた考慮はされていないa

Note Bogoliubovの理.論にういてはーその英訳が Sもudies in Statical

Mechanics,VdI.1に.あるQN.N.Bogoliubov;Jour,ofpays.10 (1946)

265は物理学会論文選集 1.07の統計力学 Ⅳに入っている｡

§2. Fユuctuaもion- 運動の可逆性の現われ

前節では､多体系の状態が平衡状態喧商って移って行 く､不可逆的運動を段

階に分けて見ることの重要性につ いて述べたB しかし運動の基礎である力学は

可逆であ ることも忘れてはな らない去歴史的には､Boltzmann の臼-定理に

対する二つの批判､Lo..;Qchmidtの Umkehreinwand_と Zermeloの 町ieder-

kehreinWand,を契機として､不可逆性につい互 の Boltznannの洞察が生

れるQtI-関数に-kを掛けたものは､史ineも主9ePtfO,Py_と呼ばれ､I
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coarse-grainedの一種で あ 右oI,-空間の一つの細胞内の状態か ら出発す

る多体系の代表点は､その運動が例えば閉じた energy sbell内で行なわれ .

るとすれば､或る時間の後には始めの細胞内にもどってくるo この時間の細胞

内の出発点のとり方についての平均値を､その細腰に対する reCurTenCe

もimeというc Recurrencetime は細胞の size'が小さくなると急速に長 =

くな り､ また多体系の自由度が大きくなると急激に伸びるQRecurrence

tim.Qの非常に長い細胞内の状態か ら系の代表点が出発すると1-代表点が細胞

へと移動するたびE/rLkinもicendropyは櫨を変えてゆらぎを示すが､始めの -

細胞にもどる chanceは非常に小 さいQ 熱平衡状態に対応する細胞は非常に大

きいので1 代表点がその中に入る chanceは大き(. また reCuTrenCetime

は短い_め_で､その細胞か ら出てもす ぐもどる chanceが大きいO-したがって

kineticentropyはゆるぎながら平衡値に近づき､十分近づくと､平衡値の

まわ りにゆるぎを示すのみであるO 出発点の細胞に対す るr'ecurT･enCe もi皿e

の程質の時間待てば平衡値か ら大きくはずれ得る｡ 不可逆性が現われ るの′は､
∫

kineticen年opy の値Q)小さい初期状態の TeCurrenCetime が極端に

長い事によ_るので奉るO多体系の自由度或は構成粒子数を無限大 とするような

極限操作を行なえば､力学か ら不可逆性を示す式が得 られても矛盾ではないQ

以上は Boltzmannが与え､EbTerifesもや Smoユuchowskiカ亨発展させた熱

力学第.=法即や締計的解釈である.

kineticentropyは coaTSe-grainedquantityの-つであったC 上

述の統計的解釈は任意の coarBe一軍rainedquantityに ついても殆どその

ままあてはまるo coars占-grainingの粗さは観動の巨視性の程度を京 すから､

任意の巨視的量は絶えずゆらぎを行ないなが ら､平均として減衰羨動を示すで

あろうOそして量が微視的になる程ゆらぎは相対的に大きくなるO前述の自由::

度無限大 という極娘操作Qtより町iederkehrein甲andは避Juられるが､
J

日出kehreinⅦandは避けきれないこ亘らぎの存在の証謡が UmkehreirIWand

-の回答隼必要な甲であるO

上述の dampipgの統計的解釈が明確に示されているのはプラ?ン運動論の

基礎方程式は Langevin方程式 であり､そこ紅は damping'forceに必ず

coupleして fluctua七ing forceが現われ る'oLangevin方程式も古典儀
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計力学の運動エれ レギ二の等分配則に矛盾 してはならないOそq)ためには

flu.ctuaもing forceが damping foTCeと紐lこなって現われ ることが必要

なのであるodamping foTCeのみではコロイ ド粒子の運動エネルギ-は減少

して言kT よりも小 さくなってしまうo da-mpj･ng forceは-般に巨- 自由

度か ら教祖的自由度-のエネルギーの流垂を生ずるが､ fluctuating force

は逆向き･のエネルギ-流を生ずるもので､ーこれなくしては力学の可逆性が保た

れぬらとは明らかであろlぅO コロイ ド粒子の速度のゆるぎが熱平衡状態で

旭 Ⅹ町ell分布になるたやには､damping forceと fllユC七uaもiヱユg fC･TCe

との閲に戒 を関係がなければならないQ これはいわば上述の二つのエネルギー

流のバ ランスを示す ものである｡ブ ラウン運動論に於げるEinsteinr-elati-

on,導体の熱雑音 に対す るNyquistの式などはその列である｡一般にこの種

の関係式を flu.ctuation-dissipatioritheore皿 と呼ぶO

Flucもuation-dissipation theoremの量子論的証明は Callen-Welto早

によって与えられ､ I{uboによって iilleaTSySもemの kineticcoeffici-

entsを与える-殻的な形の公式として確立 されたO これを Kubo formulae

と呼ぶことが多いo Lたがって Ⅹuboformulae を導出できるということが､

一つの運動論が dampingと flliC七uationとを正しくバランスして含んでい

ることの証拠 となるのである｡

Nbもe熱力学第二法則の統計埠解釈について昼､P.u.T.盈1Tenfesも:Begri-~~二~~丁~~~=.

cheG･rundlagendeTStatis七ischenAuffassung,in derlMechanik

馳CyklopadiederlAa七beⅡ汲七iscben 町iBBenBChaf七en,B.IV~,4.Tell,

IV32或はその英訳 TheConceptualFouridati.orl表oftheStatistical

Approach inlWechanics,Cornell･Univ.Press 1959を参照されたいo

§3. SchT-0'dingerveTSuS冒eisenbergPi桓re

前節では多体系の力学量は絶えず fluctuaも土on forceの影響でゆるぎな

が ら,平均 として da皿pingを示すことを見たC これを毒手の分布的･数につい

て云え時.分布は絶えず 新 らしく作 り上げられなが ら､平均としては壊されて

-223-



橋爪夏樹

行 くことによって,分布関数が次第虹彩を変えて行 くことになるoBogoliu-

bovのideaでは例えば多体分布は一体分布の funcもional と仮定きれ るの

で. この分布が作 り上げられてくるという面が時間を含む形では取入れ られて

いない｡

上述の二つの見方は､ 量子論でいえばも甘eisenbeTgPic七ureに立って力

学変数の変動を追求するか､ SchT'0'dingerpictureに立って密度行列の時

間的変北を追跡するかの差にな るQ どちらの picもureに立っても､運動の段

階によるdanpingの違いと dampingと flucもItlationとのバランスとが考

慮されていれば､同-の結論を導 くことが出来 る筈であるoただ数学的には､

密度行列の時間的変化のみを見るときは三個以上の時間を異にすlる力学量の相

国を計算にす ることが面倒になるし､力学変数q)鼻が変動するときは密度行列

の形を選ぶ問題に答えにくい｡

Ⅱ . DampingTheory

一一~Iritroducもion では多体系の適塾には dampingと fluctuaもion という
(しL
二つの面があることを見たO 多体系の運動方程式か ら､ この da皿Pingという

面を分離する方法が damping theoryである｡ Inもroducもionの最後に述

べた様 に､･多体系の運動を見るには Schr'o'dingerpictureとfleisenbeTg

picture の二つ見方があるQ Lたがうて danpingもheoryを適用す るのに､

密度行列に対するLandau-VoaNeumann の方程式を出発点とするか､力学

変数に対す る fleisenberg方程式を出発点とするかの二つあ仕方があるQ前

者が kineもicapproachであり､後者は BT?Ⅶlian一motion-七heofetical

approachであるO この葦では前者を叔痕かう｡

蛋41. ･DampingTheoryの基本的構造

鋲勤論の展開公式が時間の長い所 (kinetic sもage以後)で使えなくなる

ことは古 くか ら知 られ､Lスぺク いi,線の巾に関するWeisskp王｣Wlgner ･の理

論､それを発展させた IEIeitierの damping tbeolryが作 られたO との

damping theoryは Kuboによって非常に一般化 され､ また Nakajim乱

(1白58),ZⅦanzigて196･0,工964)によっても kineticapproachに応用され
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たo

da皿Ping もheoryには薄々の形式があるがL多体系の運動の車から望む部

分.･多 くは簡単で slowlyvaTyiムgな部分 , を射影演算子を使って分離す

るという点で共通にまとめることが_できる｡ Schr'O-lingerpic七uv_eでは密

度行列あ(i)は運動方程式
âp(i)
∂七 =-iciあ(i) (4Al)

に従って連動するo ここに quantumLneChanicaiLiouviヱユeoperatorこ均ま

ezA…去lh･A〕 (4.2)
∧

で定義されるo 弟 ま多体系の- ミル トニテ ン であるo密度行列b(i)の着 目する

部分 あo(ijを選び出す射影演算子をiPとする :

あ(i)= お｡拘 +.̂oR(i) , さ｡(i)… L･Z,お(i). (4.3)

簡単のkL:めに.射影演算LJZ)は時間に依存しないものとしてよい場合を考える｡

軌 1)にLP及び 1-LPを演算すると. 各｡(i)及び 各R(･u)に対する導立方程式に

離することができる｡:

A A

筈 ニ ーiP iif(po+振れ 欝 --{1-巧 主調 o･;fO･ (4･4)

これ らの式か ら密度行列の着 冒せぬ部分あRが追出せれば好都合であるQ 先づ
第二式で､ あ｡(i)は分っているものとして廃 (と､次式を得る_:

ち
転(I)-/e-i七(トうどbR(0)イ dse-is(ト句cf(ト巧 icfあ｡(i-a).

0
(4･5)

この結果 を (4.4)の弟一式に入れると､ bR(i)(極 0)が消去できる｡:

七

'(慕 +叔 端 (句-∫ dBPic2fe-is(ト乃 -i(1巧 i線 (i-a)0

-LJZ,icfe-i七(1巧 C2fbR(0) . ､ ･(4.6)

これを解い七 島｡(i)が蔑 まればi∴(4.5)に代入して紘 (g',従って あ(t)全体が

求まるo以上が damping theoryの基本構造でありIあとは個々の問題に応

じて変形することとなるo以下の便宜のために､ (4.5)(4.6)を簡単な形に衰
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わしてお く

′

ただし ,LP2-レZ)(,Jこ注意 して次の演算子を導入 した :

G(i)…謹 上i軍 (1-a)e-it(lip)ce(卜 β) (-iギ)L･Z',

cB (i)…LPトi霊) (ト β)e-it(1-刀)ee(lrP) ,

C (i)=-.(14 )e-it(1-節)-i(1-1ろトiギ)P,

AR)(i)≡ (1ザ )e圭 も(ト巧 cf(1ぴ )∴

(4｡9)

こ垂 ら･の演算子の意味は次節で明 らかにな_る｡

以上 の方法は射影演算子が何個あつでも_容易に拡張 され るQ時間に依存しな

い異な る射影演算子 LAj lj=0･1･2,'''-.弓があるとす ると､-LP… 言LP持 して､
A

A(七)-羊 写P3･(t)･̂ofii(i)-,p̂j･.(i)…巧､S(i),-鶴 (ち)±て1適 う各
3

と分解 され..基本方程式は次の連立方程式とな る

ヽ
ノ01●

句
也

′トヽ

∂ ′一七､ ,

蓋(83･k前 +LPjiAPk)-bk(i)-j dsEkGJlk(a)Ak(i-a)43･(i)̂pR(0)I0
七

BR't'-I ds,icJ･'S'A3-(i-S'超 R(班 (O'･0

sfjk(ib)…LP31トi司 (･1-♂ )e-it(1｣-A)C2f(ト句 トic2f)LPkI

cj(i)≡ (1-♂ )e-it(1-JZ))ど (一 句 ←ic27)L･aj･

cDD･(tj〒 L･Z'J･ei司 (ト り 声-it(1｢句 ci(lJ ),

-i)R(i)≡ (li-tP)e-it(1-刀)cZ(1-A ) . 1

(4.ll)

(4.12)

(4.13)

次節の議論をこの様な場合に拡張することは容易であるか･ら :9易下 この複雑な

場合は取 扱わないことにする｡
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Note S.Na瑚 i皿a.'FrogTheorPbys.20 (1958)948｡ R.Zwan2;ig:丁._Tr二1･.........1 ,I

J.Cbem.Pbys_33(1960) 1338;Lecturesin TheoreticalPbysics･

Boulder･3(1960)106;Pbysica 30(1964)1叩9.

S.5. 丸亀sterEquation

■

前節で求めた式 (4.7)で牟R(C･)- 0 と置けたとすると､ この式は あー(ち)に

対する閉じた方程式 となる｡それ故この仮定を iniもioIJTandoⅡトPhase

卑SB皿Ption と呼ぶO この名の由来は､次節で述べ るLPが或る表示で対角行

列を拾 う場合に､bRが.off-diagonalpar七･となることにある｡.この仮定
.昼多_くの木々野 草つ･て正当化 され ようとしたカ亨, 例えば平衡分布がこの仮定を

藤た､きないことからも分か る様に､都合のよい仮定ではないQしかし先づ bRfO)∫

-Oとしてみると. (4.8)tま転 (i)が あ｡(i)を使って表わされるO すなわち 一

一 .･BR(i)tまB｡(i)の ftiricもionalとなることを示すO ･これ は立に Sl に述べた
Bogoliubovが 担petic,stageに対 して‥立てた仮定に非常に長 く似ているo

この類推.か ら見れば-一般疋 紘 (o)キ0の場 合には. (4.7)(4.8)の 缶 (o)杏

､あらわに含む頃は inil正almixingの段階で失在われ る項に対応することは

明らかであるO:逮 (i)及びiZ)A (ち摘 初斯条件を in轟rialmi･xingの鄭 賢で

消してしまう destrucもion opeTator に外なら-ない｡̀C (i)は簡単な 緑 t)
i

か ら複雑な 鉱 (ち)を作 り出す creatiodLopeTa七lo,rであるが､ こ由tとは

(4.9)で演算子の贋序が -Z)(t)のものと丁度逆にな?写りることか らも納得が

｢行こう｡ 菖2に述べた様 に . dampingは 複雑な状鹿を簡単な状態ty7=移し. ま

た複嘩な状鮭嫁.禽単な状態か..6f:i.UCB.ua七ionに よって生ず､ろO-この事情を密
度行列の運動につ小 耳示すものが演算子 』 (早 ,C (i)であるO この~ことは次章

で熟平衡状態への接近を論ず る麻にもうー度ふれるであろう｡ (4｡9)によれば

一次式が成立づ~ー: -;-

g(iij=-Z)(七1)C(七2) (唇輿持-2)･ ･･L ･Jt5.1)

.さてBogpl叫 boyの ide年が長いとすると次の仮定が もっ ともらしい :多
A

体系の自由度が十分大 きいとぎJiノ､ミル トニアンLy の構造が適当であり､ それ
)ゝ,
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に対応 して射影演算子LPが適当に選ばれ かつ初期密度行列8(o)が適当であ

るな らば､-Zh'(i)及びA (i),したがって時間についての対称性か らC (七),

また (5.1)によりG (i)は 七･-+oQ で十分速 (0紅収束する｡演算子が 0に収

束するとという意味は適当な表示によって定義すればよいo 勿論上の仮定が長

いか密かは具体的な個々の問題について換討すべき問題であるo一般論として

は上の仮定に立って話を進めることとなるCここでは確､上の仮定が満たされ

ぬ場合には熱力学第二法則に云うような不可逆性は得られず､-種の不安定性

が現われる例が知 られていることを注意しておこう｡

上の坂東が藤たされてい-るとき､ oFC収束す る特性時間を tc とすると､

initialmixingは tcの程度の時間で終了する｡KineもまcSもageではJ

七>> もCとしてよいから.上の_成定紅よりt (4_7)(4.8)の右辺で最後の項は

落してよくlまた時間績分の上限は +-と近似してよい .かくして次式を得る :

○く)

(孟 +叔 ciP)FDo(i)-∫ds質(sjAo(- ･ (5･2)0
0Q

' 転 (i)-/dSC(a)A｡(七一S). (5.3)0

上式の右辺でbo(i-a)の S は必らずしももに比べて落とせない｡ tcの程度の

時区間 で缶がかなり激しく変動するかも知れないか らである0-- (5.2)(5.,3)

はもう少し便利な形に書けるBそのために先づ演算子57(七),C (ii)の ラプラス変

換1,ま-たは one-sided-Fouriertransforms,を導入する｡:

･～57(a)--fndteiztsf(i),57-(Z)-fwdteiztc (i) G～Z>0).0 0
(5.4)

1逆変数の公式は. 積分路を第 1図の桂に複素 2;-平面で賢軸に平行にその上側

を+-から二一-紅向う直線Fととって､次式で与えられる :

57(i,- 一基 j'Tdze-i如 i冨(Z)･ ･C(句ニー嘉 J,dze-izti訪凱
(5.5)

pウ i=ヲコ
後の便宜のために (4_9)か ら (5.4)の157(2;),G_(2;)を求めておくと,

二軍 (a)-- ←3日 卜 3, (1-i-))py:-Z
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5i=:▼コ
(-･(a)== (i-･J/J)

(1-3)tiこZ
(卜ip ) ト ゴ )i-i)

(革-平 面図)L oo 草 野T . +Oo

←

第 1 図
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(5.6)

さて (5.2)(5.3)で

80(i-S'-e-S荒島8(i)
(5.7)

と書けることに注意すると､ 囲えば

(5.4)より

宍ゴ

tin S" i嘉 +ie)-. +0

∝･ ∂

/dBS?(a)e~苧盲言0
を得 るか らl (5_2)(5.3)'は次の形に書いてもよい :

･蓋 ･LPi- )あo(i)- lin 冒(i嘉 +ie)を8(i,I
～

- + 0

あR't'- lin c(濃 +ie)去o(i)I
■～

→+0

(5_8)

{5_9)

(5.10)

A
上式の右辺に時間微分 ia/atが含まれ ることは､ (5O7)かち分担 季琴に､ J'Oi.

が tc の程度の時間内に激 しく変動す ることを考慮に入れ るためであるC もし

も昌Oが 七C の程度の時間では殆 ど変化 しないな らば. この時間微分は落して

よ いOその とき得 られる式 (5･.9)が普通に maSter-equation と呼ばれ るも

のであるQ したがて (5-9)は generali2led皿aSteTequationであるが､

以下では簡単に maSter-e亘血もi甲 ■と呼ぶ ことにす るO
∧

(5.9)の右辺に入っている･*間数分を消す こと~もできるQ Poが slowly

varyingに近け九は､ (5_9)の右辺の演算子は ,ia/atの巾級数に展騒して
よか ろ う :

-229-



.績爪夏樹

':.fp(i/蓋 +ie)- ≡(ie)+孟芸;b･S～'n'(ie,瑞 デ. '5.ll)

こ一こ紅 S7～(n)(Z)…∂nS,(Z)/azn.したがって をo(a)(i) … ∂魂 C(i)/a七n,
iこ:王;

id
AB≡--βiよこか+Sf(_+io),

-cn…芸 ～G'n'(･io, 匪 1･2,･･･,
(5.,12)

と牽くと , (5.9)_は次の彩t,C書ける :

0く〇

ôo(1)-LJdo昌｡十 ∑ Anp̂｡(a),
rF=1-

これを n-1回 もK･ついて敏分す ると ,

b8(a)= Aobo匪 1)+冨 L,CkおO担 n - 1), (n≧1)
k=1

(5.13)

(5.14)

(5･14)を (5.13)の右辺第二項に代ネす ると. (5･摘 .で_m lの肇か らあOが
出るか ら､

～∞
緑 l)-(叶 al)LJgoあ｡+∑(i,dn+lA｡+

IF l

n
∑
汰-1
An+卜kLJdk)おo(n).

伍.15)

(5.14)をもう一皮 (5_15)の右辺第二項に代入すると.

め IF=1

J 紺 )-{1･4 +tA 2塙 +Al2'}Aoあ8 + ≡ {挽 +ZA o ･品 4n十2-近)A oIFl

ー′■- _

a n+1-II
+ ≡-(An+2TL-Jdo･ ∑ LJdn+2-I-kAk)LAli鋸 nl
1-1 -A-1

(5.16)

定義 (5･12)にまるとl･An･はn_が大 きくなる程展朗 (5.羊1)の高次の項に当る

という意味で高次で革.る_Q (5.13),_(5.15),(5.16)を比.ぺて見るとl 陣 iのa

(n≧1)の係数はL･dntan+lLAo+ ≡ An+1二kAk･･ Aln+2LJdo2+････_･･と次第にk-1
高次になって行 くととが鼻か る｡故に (5.14)を代入す るという手続きを繰返

して行なえば各｡叫 の係数は高次の微小な補正を加える効果Lや凄 くなってく

るであろう｡無限回線返すと.,補正項 は不用とな り,
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(5.17)

奉る形 に 到 達 す る｡ただし 鶴 旬 の rapid_varyingの効果を表わす演算子

CS

I__-==-: __I-:-_二午 二 ∴ ___: _; _二

･:､ +L･43LAo2 T.-､･･････････････････-･･････

の如(定義 され る｡Gnの漸北式を書 くこともできる. 鉛 tlが slowlyvaー

ing:のときはもちろん虚を-1で道政してよい.

i=

N'ote 不安定性の現われ る列としては.外部電場が或る程度以上rL強くなる

と57相-- (もーやP)と~な::る場合が､'R.駄iescu:phySica 27I(1961I)69JS;_
J.ma地.Phys. 4(1963),10.09に議論されている｡適当な初期密度行列飢oI

-ヽ＼

が coarseTgrained.a_ensiもyの如きものであるらしいことは.

I.Philippo七:Physica27(1由61)~490の議論参照o

§6. 密度行列の対角部分

葛 をもう少し臭錐的にするために､多体系のハ ミル トニアンが摂動項と非摂

動項とに分けられる場合を考えよう :

A A ^

LU - LHTo+ ALUl , ∴ ef- 量 ,+1g主 . (6.1)

1は摂動の強さを示すバラメJクーであり､通常の墳勤展開はこれ_につ8-､守の
A

展開.17:-1あ るoLHoを対角隼する表示を柏手'対応する固有値をEqと書 くO 摂
人

動項 d l はこの表示では offdiagonaユとしてよいo この様な- ミji,トニア

ンに対し､ slowlyvaryingに.近レナ行動をとる あ調 を拾ひ出さぬばならない
iIL-

､示従来経験的に採ちれてい-る方法はI iq>⊥表示で diagonalpar七､をその

様なもめと見倣すことである｡ DiagonalpaTものみで話がすまなければ､そ
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れに近い部分まで拾い出せばよい場合が多いC以下では簡単に diagonal

partを拾ひ出す射影演算子

A
<q zLPAiq">=33,,q-<qJEAZqn> (6.2)

だけで話がすむと仮定するQ
人 人

ーfq>一表示では演算子Aは行列< q'lAlq">で表現されたo演算子tJZ),C2E,

只事等は行列を行列に移すか ら teもradic<q:1,qIJllLPiq12,qu2> 等で表現

され るも:

/:_ __ ___ ∧
くq'llLPAtq"1>= ∑ ∑ <q:1･qJilLPlqJZ,て托 > <q,21Aiq̂;>,e七C_

q'2 qTS
(6,.3)

釣えは 棒.2)と上式 とを比べると､射影演算子に対 しては次式を得るo:

<q:l･qnl,王LP王qJ2･ql;> - Sq,lq-i ･･ Sqll･qJ2 Sq,i,｡J;. (6･4)

量子力学的 Liouville漬算子Efについては､ (4｡2)により.

A

<q'l･q'licjflq'2,qn2>-くq'lILd/AIqlZ>SqJfq"2
∧

-6qll･q'2<q"2i止ン割 q"i>･ (6.5)
A

韓にdoはこの表示で対角枕され るか ら ,

くq,i･.qJl橘 極 ･qJ;>-堂 掛 GqJl,qJ2Sq." q-; '6.針

を得 るQ射影演算子 (6.4)の特徴は次式で表わせる :

La岩¢- g DLP- 0,L比 往=O. 6.7)

(6._5)(6.6)を使えば証明は容易で奉 るQ

旭 S幸er_equation(5.9)は､ (6.7)を考慮 レて､行列1要素について次の形

紅書ける :

･浅 くq,1紬 qJ>-∑ <qJ･q,l封 i孟 十 io)iq-･q-> <轟 もlq->･
′̀ヽヽ′

q〝
(6_8)
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これはもう 少し見易い形に書けるO (6.5)か ら得 られる恒等式

∑ <q'1,qiJトgiqJ',qJJ>-0
q"
′■ヽ.′

によれば､57は)の表示 (5.6)か ら直ちに次式が得 られ る :

∑ <qJl,qnlleftqn,qlI>-0 ,
q〟

統計力学

(6.9)

(6.10)

iこ:ウ 』:▼ウ
∴<qJ,ql王>nizJiqJ,qJ>--∑ <qJ,qJLgLz=q",亘〟>. (6.ll)

q"匪qつ

これを (6.8)に代入すれば､

孟 <qJI紬 q,> - ∑q-鮒 )WqJ･q:(孟 )(<qJJZ紬 qJ>

⊥くれ btもlq,>),
ただし

幣 ,qy ･(慕 )…lim <q,,qJe-+0

(6.12)

描 (i 孟 + ie- JJ･q"> ･好 キq" ･

iこ:▼コ

. (6.13)
′ー′

(6.12)で右辺の時間微分 a/8七を 0とし.JC(+io)を 12まで求めれば. (6.

(6.12)は Pauli方程式となるo 故に (6.13)は gen串TalizedPauユiequa 一 ･

tionであるoVRqJ,qJ'は状態 丹 >ilQr> 問の 七ransiもion rate の桂 一

に見えるが∴pdsitive-definiteとは限 らないQ

摂動論との関係を見てや (ために､ (4;･9)で定義され る演算子57畑を摂動展

開して見 るC (6.7)に注意すると､57摘_0両端のciは Ig lで置換･えてよいか ら､

- - 蓋 ipJJdtn-2ノ寵 -3∴膏 も1誘榊 (1-3)gl(tn-D･･･O o o

･ ･(ト LP)C2fl (七2)(1-LP)t2fェ(tl) (卜ip)C2fi-I(0)LP. (6.14)

･^' _̂-

ここにcflît)…eiもC270-g1e-iもどOは相互JrF用表示での摂動項埠 も廃 ･eituyo/嘉∧ ∧ ∧ 八

-y'le-i七LUohlとの交換子を作る演算子 よ･胡 座= 勘 ftyか A)であるo これは
∧

eiic" A=轟 も右 左e･～iJ-" /ji (両辺の時間敏分が全ての階数について
ち- 0で-致することか ら明らか)によって証明されるo (6.14)は対角行列に
∧ A

LUlt01との交換子を作って OffJdiagonal要素をとり､lrl(もl)との交換子を
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∧

作って Off-diagoヱ1al要素をとり､･････､最後にHl畑 との交換子を作って対

角要素をとることを示すO.行列要素で書釧 ま､

A

<q:1g畑 A ‖l'>

- - 七n+正ト2 七2

- 孟 a=1(義)a(一 意 )mltdtn･- 2I dtn.7W ･･f叫 ∑ {∑ ･････o o (r 弘 一l
t

A

∑ ∑<q'トq (七k)lq'n_1> ､､ ･｡

q12 q'1
入 ∧ ∧

-･･･く.q'2巨B:i(七3')lqJl> <q'liLul(ti)拍〝>･句 ′′iAlq〝> ∑ ∑･-･･
q'1'qJa

∑
q亀-1

Å 人 入

<q"周 (tuH q"i>･<qPi iHl(毎 日q,i>･･････< q5h l iLUl(切 付> 〉d_.i.

ただし､ ti<tj･<･･･-･<tk及び もu<･･･<twは 〇 ･七1･も2･-･･･,tn+rQ-2,忠

か ら任意に選んだn個及び皿個の時刻であるo また (･･･)d･i ･ ^なる記号はl∧

展用 (6.15)で<q" EAlqJJ>の前或は後 (負号がつ く)町 LElの行列要素を

轟けてゆくとき､途中の時刻虹現われ る全ての行列要素を off-dia畠onalrL

とるという-d_yna如 cal irreducibility の条件を示すC こ申様な制限を

課して中間状態qJl,qJZ,･･･,qh-1;q'i,q'; ,-,q紅 1の和をとるべきことがL

damping一七heoryと普通の摂動論との違いであるO 12の項までではこの差は

生じない ことに注意Q

射影演算子が対角行列を拾うという簡単な場合には､上に見た様に摂劫論と

の葦達を具体的に示すととができるが､一般の廃影演算子では dynainical

irreducibilityの条件は非常に複雑となるO

Noもe Dynamical irreducibilityについては P.Resibois:jThysica

29(1963)､721;対角行列を拾 うL･Z)についてはR.ZIvvanzig:PhyBica.30(1964)

1109を参照｡
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