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1 序

平均曲率零曲面上の光的点について

名古屋大学大学院多元数理科学研究科＊赤嶺新太郎t

Shintaro Akamine 

Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

古くから研究されてきたユークリッド空間 ]En+l内の極小超曲面と近年活発に研究されているミ

ンコフスキー空間 ]Ln+l内の極大超曲面はともに空間内で平均曲率が桓等的に零になり，正定値計

量を持つ超曲面である．両者の間には様々な類似性や関係があるが， とくに 2次元の曲面に対して

は， Calabi[7]によって極小曲面と極大曲面の間にある種の一対一対応が構成され， Bernstein型

の問題「全平面上の関数のグラフとして書かれる極小曲面（極大曲面）は平面に限るか」といった

問題を解くことの同値性が指摘された．

一方で， ]Ln→内の Bernstein型の間題は一般の次元nで肯定的に解決することがCalabi[7], 
Cheng-Yau [8]によって示されている．このことは， ]En+l内の極小超曲面に対する Bernsteinの

定罪がn=8以上では成立しないという Bombieri-DeGiorgi-Giusti [6]の結果を踏まえると，極

小超曲面と極大超曲面は一般次元では異なった様相を呈することを意味している．さらに， ミンコ

フスキー空間内の曲面の上には，曲面がはめ込まれた部分多様体にならない点である特異点や，滑

らかな曲面上の点ではあるが誘導計量が退化してしまう光的点と呼ばれる点が頻繁に現れる． とく

に，ある種の極大曲面は非退化ナル曲線と呼ばれる光的点集合に沿ってローレンツ計量を備えた平

均曲率が零の曲面（時間的極小曲面）に実解析的に延長されることが知られており (2.2節参照），

]Ln+l内で平均曲率が恒等的に零となる超曲面を考える際には，誘導計量の符号数が光的点集合を

越えて変化することを加味することがしばしば重要になる．

本稿では，そのような極大超曲面とは限らないが]Ln+l内で平均曲率が恒等的に零になる超曲面

である平均曲率零超曲面 (zeromean curvature hypersurface, 本稿では ZMC超曲面と略記する）

の光的点に関する研究結果として，下記の研究結果を報告する：

• ZMC超曲面に対する計量の退化を許容した Bernstein型の定理 (3節），

• 完備な光的直線を含む極大埋め込みの構成 (4節）．
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本稿の内容は，東京工業大学の梅原雅顕氏，山田光太郎氏との共同研究 [3,4], 梅原氏ー山田氏と横

浜国立大学の本田淳史氏との共同研究 [2]に基づく．

2 平均曲率零曲面と光的点

2.1 曲面の計量の符号数に依らない平均曲率零曲面の定義

符号(+,+,•.. ,+, ー）の (n+ 1)次元ローレンツ・ミンコフスキー空間を ]Ln+lとする.uを
町の領域として，はめ込み F:U→ ]Ln+lを考える.u上の点pが空間的，時間的，光的である
とは，それぞれFによる ]Ln+lの誘導計量がp上で正定値，不定値，退化している場合をいう.u
上のすべての点が空間的，時間的，あるいは光的であるとき， Fおよびそれが定める超曲面Sを空

間的，時間的，光的であるといい，そのような性質を超曲面の因果的特性という．本稿では主に，

はめ込み Fがび級関数f=f(x1心2,• • •, Xn)を用いて，次のグラフ表示

F(x1, 砂，...,xn) = (xぃ砂，..., Xn, f(x1, 砂，．．．，％））

で表されている場合を考える．関数BJとA1を次で定める：

n 

Bt := 1-J;l —• • • -J;n, Aj := L (BJ如+fxJx,)f x,,x;, 
i,j=l 

ここで， fx,:= of /oxi, fx,,x; := o2f /8xiOXjであり，ふ，jはクロネッカーの記号を表す．する

と，点p= (x1心2,.. ,,xn)が空間的（または時間的，光的）であることは， E1(P)> 0 (または

坊(p)< O,BJ(P) = 0)で特徴付けられる．空間的な点，または時間的な点からなる領域上ではそ

れぞれ平均曲率が定義され， f:U→民のグラフで表される曲面 Sの平均曲率が零であることと

A1 =0であることが同値になることから，次のように ZMC超曲面を定める．

定義 1.関数fのグラフがZMC超曲面であるとは， U上でA1=0を満たすことをいう．

このように ZMC超曲面を定義すると，光的点の近傍では超曲面は常に時間方向を高さ関数とす

るグラフとして表されるため，結局,rr.,n+l内のはめ込まれた超曲面に対して， ZMC超曲面である

ということが定式化され， とくに，局所的に X1X2・・ 心 n-平面全体の上で定義された関数のグラフ

で表される超曲面に対しては，曲面の計量の符号数に依らずに ZMC超曲面であるという性質が定

式化できる．空間的な ZMC超曲面，時間的な ZMC超曲面はそれぞれ極大超曲面，時間的極小超

曲面と呼ばれる．また，△f := L~=lf叫，叫 9 ▽E1:=((B1)エ1,... ,(B1)xJおよび・ をユークリッ

ド内積とすると，
1 

At=均△f--v'Brv'f 
2 

が成り立つことから光的な超曲面も ZMC超曲面になっている (cf.[25]). 

同様に， U上である実数kを用いて A}-kBJ = 0となるような超曲面を平均曲率一定超曲面

(constant mean curvature hypersurface, CMC超曲面）と呼ぶ．
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2.2 平均曲率零曲面の計量の退化現象

超曲面上で計量が退化する点である光的点に対して，その退化性を次のように定義する．

定義 2.領域nc屈n上で定義されたc2級の関数fのグラフが超曲面を定めているとする．光的
点pEOが非退化であるとは，▽B1(P) = ((B1)x,(P),(B1)x2(P), ... ,(B1)xn(P)) =/0を満たすと

きをいう．非退化でない光的点を退化した光的点と呼ぶ．

定義により，非退化な光的点では (B1)x,(P)=/ 0なる方向 X;(i = 1,2, ... ,n)が存在し，この

方向に沿って超曲面は空間的から時間的に因果的特性が変化する（図 1左）．このように一つの曲

面上で空問的，時間的，光的な点を持つ曲面を混合型曲面と呼ぶ.JL3内の混合型ZMC曲面に対

しては，因果的特性が変化する光的点集合は JL3の非退化ナル曲線（ナル曲線は等方的曲線ともい

う），すなわち,'が光的で,'と,"がどの点でも一次独立になるような正則曲線ァで助変数表示さ

れることが知られている．さらに「与えられたナル曲線を特異点集合の像として持つような ZMC

曲面を構成せよ」という特異Bjorling問題の観点から，非退化ナル曲線のみを用いて混合型曲面

の空間的な部分と時間的な部分を記述する表現公式も知られている (cf.[14, 19, 20]). 実際，与え

られた実解析的な非退化ナル曲線r= ,(s)に対して， 1の解析接続を 1(s+ it)として，

Fmax(s, t) := 
1(s+it)+1(s-it) 1(s+t)+1(s-t) 

2 , Fmin(s, t) := 

なる写像を考えると， Fmax,Fminはそれぞれt=Oで特異点*1を持つ極大曲面，時間的極小曲面と

なり， Fmax(s,O)= Fmin(s,O) = 1(s)を満たす．さらに Fmax,Fminの像はァの像に沿って実解析

的に繋がっていることが知られている．

図1 非退化な光的点を持つ混合型ZMC曲面（左）と，退化した光的点を持つZMC曲面（右）．

一方で，退化した光的点の周りの曲面の挙動としては次の事実が知られている（図 1右参照）．

事実 3(ZMC超曲面に関する直線定理 [20,25]). 領域Oc良n上で定義されたび級の関数fの

グラフがZMC超曲面を定めているとする． もし， oE 0が退化した光的点であれば， oEOを通

•1 定義から Fmax と Fmin は Fmax(s,-t) = Fmax(s, t)およびFmin(s,-t) = Fmin(s, t)を満たす.t = 0となる
点は折り目特異点と呼ばれている．
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り，退化した光的点からなる線分び C股nが存在し， {(x,f(x)) Ix Eび｝は ]Ln+l内の光的線分に

なる．

事実3は， n=2の場合に Klyachin[20]がc3級の ZMCグラフに対して証明し，その後，梅
原山田 [25]により，光的直線を光的測地線に置き換えると任意の次元のローレンツ多様体内の

超曲面に対しても主張が成り立つことが示された．さらに [25]では，実解析的な CMC超曲面

に対しても上記の直線定理が成り立つことが示されている.J:: 述の非退化ナル曲線の場合とは異

なり，与えられた光的線分を持つような ZMC超曲面の一般的な構成方法は知られていないが，

[1, 11, 13, 17, 24]などの文献で光的線分を持つ ZMC曲面の例が数多く構成されている．

3 Bernstein型定理

この節では ZMC超曲面に関する大域的な結果として， Bernstein型の定理とその拡張について

述べる.2.1節で述べたように空間的な点のみを許容する ZMC超曲面は極大超曲面と呼ばれる．

極大超曲面の大域的な性質として，次の Bernstein型の定理が知られている．

事実 4([7], [8]). 超平面野tの上で定義された上で定義された関数のグラフとなっている極大超曲

面は超平面に限る．

Calabi [7]は事実4を5次元以下のミンコフスキー空間]Ln+l(nさ4)内の極大超曲面に対して

証明し，その後， Cheng-Yau[8]により一般の次元で主張が正しいことが証明された．

今回，本田氏ー梅原氏—山田氏との共同研究 [2] で，事実 4 の次のような拡張を得た．

定理 5([2]). 超平面野しの上で定義されたび級関数のグラフとなっている ZMC超曲面が時間的

な点を持たなければ，それは超平面になる．

ZMC曲面が空間的な点のみを持つ場合は，定理5は事実4に他ならない．また， この定理にお

いて，時間的な点を持たないという仮定は本質的なものである．実際，関数

fo(x1,x2, ... ,xn-l,xn) :=xn+g(x1), g=g(t)は艮上の一変数び級関数 (3.1) 

のグラフを考えると，これは空間的な点を持たない全超平面上で定義された関数のグラフとなる

ZMC超曲面を定める．また，混合型ZMC曲面については，小林 [21]によって全平面上で定義さ

れた以下の関数のグラフとなっている非自明な混合型ZMC曲面が与えられた．

fi(x1,x叫=x1 tanhx2, h(x1, x2) = log (coshxi/ coshx2) 

図 1左の混合型曲面はhのグラフを表しており，第二種ヘリコイドまたは双曲的ヘリコイドと
呼ばれる*2. その後， [12]で小林曲面と呼ばれる全平面上の関数のグラフとして表される混合型

•2 h, んの双曲線関数tanh,coshをそれぞれ三角関数tan,cosに取り替えると，これらはヘリコイド， Scherk曲面
（の一部）を表す極小曲面方程式の解になる．曲面にある種の対称性があると，このように x,y座標を ix,iyに取

り替えるという操作 (Wick回転）を施すことで，極小曲面方程式の解から ZMC方程式の解を作ることができる．
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ZMCグラフが多く構成されている．

また， JL3 内の曲面に対しては，定理 5 より強い次の主張が成り立つことが梅原氏—山田氏との共

同研究 [3]でわかった．

定理 6([3]). 全平面配上で定義された c3級関数のグラフとなっている JL3内の ZMC曲面Sが

空間的点を持つとする.sが平面でなければ， S上には非退化な光的点が存在する．

この定理から平面でない ZMC曲面で全平面上で定義された関数のグラフとなっているものは，

必ず図 1左の曲面のように混合型曲面になっていることがわかる．定理6は，流体力学的双対性と

呼ばれる対応を用いて，ある種の 2次元流体を介することで極大曲面に対応する JE3内の極小曲面

を構成し，それを考察することで証明される．詳しくは [3]を参照されたい．

定理5より，計量が退化した曲面である光的超曲面に関する次の Bernstein型の定理を得る．

系 7([2]). 超平面町の上で定義された c2級関数のグラフとなっている光的超曲面は超平面に
限る．

ここで，光的超曲面がZMC超仙面であること，光的超曲面に関する直線定理がc2級で成立す
ること (cf.[25, Corollary Bl)を用いている. [5]では，系 7と同様の結論が「光的超曲面の光的平

均曲率が恒等的に零になる」という仮定の下で示されている．

さらに， CMC超曲面に対しても次が成り立つ．

系 8([2]). 超平面良nの上で定義された実解析的な関数のグラフとなっている時間的点を持たな

いCMC超曲面は光的点を含めば，それは光的超平面になる．

系8は，直線定理（事実3)が実解析的な CMC超曲面に対しても成り立つこと，および[18,25] 

によって示された“実解析的な CMC超曲面の光的点はすべて退化した光的点であり，混合型

CMC超曲面は存在しない"という結果を用いると，定理5の証明と全く同じ手法で証明できる．

また，系 8において，光的点を持つというのは本質的な仮定である．実際，全超平面上で定義され

た関数のグラフとなっている空間的CMC超曲面が存在することが知られている (cf.[23]). 

4 完備な光的直線を含む埋め込まれた極大曲面の存在

定理5の証明では，全超平面上のグラフとなっている ZMC超曲面が時間的な点を許容しなけれ

ば，正，負どちらの時間方向にどこまでも伸びているような光的直線（本稿ではそのような線分で

ない光的直線のことを完備な光的直線と呼ぶ）を持つことを直線定理を用いて示すことが肝要とな

る．さらに， Ecker[9, Proposition G], Fernandez-Lopez [10, Lemma 2.1]と同様のアイデアを

用いることで，次の補題を証明できる．

補題 9([2], cf. [9, 10]). 町の凸領域 9の閉包0上の ZMCグラフとして表される超曲面Sが時

間的な点を持たないとする.sが完備な光的直線を含むのであれば，それは光的超平面になる．
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この補題により，平面でない ZMCグラフは時間的点を持たない部分で完備な光的直線を含み辛

いことがわかる．より正確には， ZMCグラフが完備な光的直線Lの近傍で時間的な点を含まなけ

れば，グラフの定義域の凸性を崩すように Lの無限遠方に別の光的点が集積することがわかる．

一方で，完備な光的直線を含むようなグラフとは限らない極大曲面を考えてみると， [1,13, 21]な

どの論文で構成されているそのような例はすべて光的直線上に特異点（写像がはめ込みでなくなる

点）を含んでいる（図2).時間的な点を持たない埋め込まれた（特異点を持たない）極大曲面で完

備な光的直線Lを含むものは，存在するだろうか．

~ 

図2 完備な光的直線を含む極大曲面の例．これらの例は光的直線上に特異点を持っている．

梅原氏山田氏との共同研究 [4]では，そのような曲面が実際に存在することを証明した．

定理 10([4]). び内に実解析的に埋め込まれた極大曲面で完備な光的直線を含むものが存在する．

ここで，極大曲面が光的直線Lを含むとは， Lを除いた部分で ZMC曲面が空間的であることを

しSう．

注意 11.これまでに，完備な光的直線Lを含み， Lの少なくとも片側では時間的な領域となる埋

め込まれた ZMC曲面が存在することは知られていた．空間的な点を含まない例として式 (3.1)の

グラフなどがある．さらに最近，橋本—加藤 [17] によって， JL3 内の埋め込まれた混合型 ZMC 曲面

で完備な光的直線を含むものが構成されている．

定理10は以下のような方針で証明することができる：

(1) [11]で用いられた手法を用いて，光的線分tclL3を含む極大曲面のグラフ関数を形式的幕

級数として考え，その幕級数の局所的な収束を示す．

(2)その後， Lが直線全体Lに伸びるまで， (1)の収束幕級数解を貼り合わせることができるこ

とを証明する．

また，定理10の高次元版として，次が証明できる．

系 12([4]). JLn+lに実解析的に埋め込まれた極大超曲面で (n-1)次元光的平面全体を含むもの

が存在する．

定理10で存在を証明した曲面は光的直線Lの方向にはどこまでも伸びているが， Lから離れた
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部分での挙動はわからないことに注意しておく．そのため「定理10が固有に埋め込まれた極大曲

面に対して成り立つか」という次の問題が残っている．

問 13.lL3内に固有*3に埋め込まれた (properlyembedded)極大曲面で，完備な光的直線を含む

ものは存在するか．
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