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1 Introduction 

本稿は，吉田知行氏（北海道大学），竹ヶ原裕元氏（室蘭工業大学）との共同研究 [YOT18]

に基づいている.Gを有限群とする．有限G集合の圏se炉の直和と直積に関するGrothendieck

環を Burnside環といいO(G)と書く．圏seびを異なる圏に取り替えて，その圏から抽

象バーンサイド環を構成する際のモデルとなるものが古典的なBurnside環O(G)である．

Gの部分群の共役類全体の集合を C(G)= {(H) I HさG},W H = Na(H)/ Hとする．

有理整数漿zの直積環
O(G) = II z 
(H)EC(G) 

をGのghost環，位数IWHI(H~G) の巡回群の囲積群

Obs(G) = IJ (馴WHIZ)
(H)EC(G) 

をGのobstraction群と呼ぶ． このとき，アーベル群の完全列

0一 O(G)~fi(G) ー~Obs(G)- 。 9

ただし， Burnside準同型ゃは，

<p = (1PH): O(G)→ S1(G); [X]→ (IXHl)(H), 

ゅは， Gのghost頻の任意の元 0= (0(K))(K)に対し，

伽 (0)=区 0(〈g〉H)mod IWHI 
gHEWH 

で定義されるものとする，が存在する．特に，上の完全列は， rl(G)がBurnside準同型を

通してghost環の部分環と同型であることを示している．本稿では，ある条件を満たす圏

r から構成される Z—加群 zr に，上のような完全列が存在するような環構造を与えるこ

とでrl(G)の一般化をH指した理論の一端の概要を述べる．
圏rは，射の集合が有限であるとき有限圏という.rは，ある有限闘と瀾同値である
（このとき， rを本質的有限圏という）とする. [X]をX E I'の同型類， I'(I,X):= 
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Homr(I,X), 有限集合Sの基数を ISi, [I'] := {[J] I J E r : irreducible}, zr := Z[I'], 

ゴ：= II zとする．
[I回I']

Z加群zrは，四([X])= II'(J X)Iて与又られる写像(I'のBurnside準同型といつ）

r.p = (叫： zr---+ゴが単射瑕準同型であるような蹂構造が与えられるとき abstract

Burnside環 (ABR)と呼ぶ．本稿の主題は以下の問の十分条件を与えることである．

問題 Z加群zrがABRとなるような本質的有限縣rの園論的条件を求めよ．

以下，その条件を与えるための準備をする．

2 余核条件

一般の圏rの対象Iの自己同型群の任意の部分群S:=; Aut(I)に対し cs:I→ I/Sを
S~I'(I, I)の余核(coequalizer)という：

l二 I―~I/S

s~l 
これは，任意のaESに対し cso a= csが成り立ち，もし f:I---+Xが任意のaESに

対し条件foa = fを満たすならば， f= f'O Csを満たすf':I/S---+ Xが一意的に存在
することを示している．特に，

II'(J/S,X)I = II'(I,X)列

をえる．

以下の条件を (C)とする．

Condition(C) VJ EI', Va E Aut(J), ヨacoequalizer Ccr : J→ I/a of the pair (lr,a). 

3 全射単射分解系

圏rのすべての全射のクラスを Epi(I'),すべての単射のクラスを Mon(I'), すべての

同型のクラスをIso(I')とする.XE  I'のすべての自己同型の集合をAut(X)とする.rの

射のクラスの対 (E,M)は以下の条件を満たすとき rの分解系 (factorizationsystem) 

という：

(Fl) The classes E and M are both closed under composition. 

(F2) Any isomorphism belongs to both of E and M. 

(F3) Any f: X→ Y admits an (E, M)-factorization 

Im(!) 

X 
/f~ 

Y, 
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where e EE  and m EM. 

(F4) The above factorization is unique, that is, f : X — • Irn(f)'工 Yis another 
(E, M)-factorization, then there exists a unique isomorphism i : Im(!)→ Im(!)'such 
that the following diagram is commutative : 

x□ : □ [,>.y 
条件(F4)により fの像imageIm(!)は同型を度外視して一意的に定まる．さらに，以下

が成り立つ：

En M = Iso(I'). 

Definition 3.1. 分解系 (E,M)は，次の条件をみたすとき全射単射分解系 (epi-mono

factorization system)と呼ばれる：

(EM) E c Epi(I') and M c Mon(I'). 

圏rは分解系(E,M)をもつとする.Eの対象X,Yの間のすべての射の集合をE(X,Y),
M の対象X,Yの間のすべての射の集合を M(X,Y)とする．行列I',E,Mをそれぞれ以

下のように定める：

さらに対角行列Dを

I':= (II'(X, Y)l)x,YE[乃

E := (IE(X, Y)l)x,YE[乃

M := (IM(X, Y)l)x,YE[I'l・ 

D := (1Aut(X)l8(X, Y))x,YE[乃
1 if X 竺 Y,

8(X, Y) = {。。therwise
で定める．最後に 2つの有理数行列Q,Sを

とする．

Q := ED-1 = (IE(X, Y)I/IAut(Y)l)x,YE[I'], 

S := D-1 M = (IM(X, Y)I/IAut(X)l)x,YE[I'] 

Proposition 3.2. Assume that I'has a factorization system (E, M). 

(1) The hom-set matrix「factorsas follows: 

I'= ED-1M = QDS 

(2) If (E, M) is an epi-mono factorization system, then Q (resp. S) is permutation-similar 

to a unipotent lower (resp. upper) triangular integral matrix. 
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4 主定理

Theorem 4.1. [YOT18} Let I'be an essentially finite category. If I'satisfies (EM), (C), 

then 

0—zr二zr二Obs(I')一0
is exact. 

Proof. まず，以下の4つを示す.(1) cp is injective, (2) ICok(cp)I = IObs(I')I, (3) Im(cp)こ

Ker(心）， (4)心issurjective. 
(1)'P is injective. 

まず， rが有限閥であるとする.rの既約な対象間の射の個数からなる行列のサイズは
有限である．

E(X, X) = M(X, X) = Aut(X) 

が任意のXEI'について成り立つから， LDじ分解をもちいて

det(r) = IJ IAut(X)I出0in Z 
JEr 

を得る．

一般の場合，

r=LパX]E kerゃ
XEI' 

とおき， Aをrxヂ0を満たすすべての対象からなるrの充満部分圏とする.rxヂ0をみ
たす同型類[X]は有限であるから圏Aは本質的有限圏である．このとき， [YOT18,Lemma 

1.4]より Aと圏同値となる Aの本質的有限部分圏入が存在し (AnE,AnM)を分解系

としてもつことがわかる．従ってr=Oを得る．

(2)は， Proposition3.2より従う．

(3) Im(<p)~Ker(ゆ）．

任意の対象 XE「に対し， Cauchy-Frobeniusの補題よりゆ o<p([X])の第I成分につ

いて

切ocp([X]) 

が成り立つことがわかる．

(4)ゆissurjective. 

と叩([X])
咋 Aut(I)

L ru; び，X)
咋 Aut(I)

IAut(I)I L II'(I,X)叫
底 Aut(I)

- 0 (IAut(J)I) 
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線刑写像贔を

厄=(~ゥ：ゴ→び；
切： xr-+ L x(I/a) 

crEAut(I) 

で定める.proゆ＝心，ただし， pr:zr→ Obs(I')は， XEびに対し

pr(x) = x(I) mod IAut(I) I 

で定義されるから， iがsurjectiveであることを示せば十分である．
びの椋準基底に関する表現行列Kは，

K(I, J) =~{u E Aut(/)(p) I I/u竺 J}

で与えられる.Cu:/→ !Juが同型であることとびが恒等写像であることが同値であるこ
とを注意する．関係

[X] :Se [Y] ⇔ E(Y,X)バ
により r;~ に定義される順序関係の線形な拡張によJ,行列Kは，整数を成分にもつ下
三角べき単行列になる．従って， Kは可逆であり，ゅはsurjectiveである．

あとは， Cok(cp)竺 Obs(I')を示せば十分である．以下の可換図式を得る：

0—zr二zr二Obs(I')一 0.~\, 
Cok(cp) 

(4)より心がsurjectiveであるから， c'もそうである．さらに， (2)より ICok(cp)I= IObs(I')I 

であるから c'は同型である． ロ

Theorem 4.2. [YOT18} Let I'be an essentially finite category. If I'satisfies (EM), (C), 

then ZI'is an abstract Burnside ring. 

Proof. • r.p([X])・r.p([Y])E r.p(ZI') 
写像¢が単射であるから rp(ZI')がzrの部分環であることを示せば十分である.X,YE 
rとする.Cauchy-Frobeniusの補題より任意のIEI'に対し，

切(cp([X])・cp([Y])) とや1;u([X])・叩([Y])
咋 Aut(I)

L II'(I,X)に〉I. II'(J, Y)位〉 1
uEAut(I) 

L l(I'(I, X) X I'(I, Y))〈G〉|
咋 Aut(I)

IAut(I)l・l(I'(I,X) x I'(I, Y))/Aut(I)I = 0 

であるから cp([X])・cp([Y])E Ker(ゆ） = Im(cp)を得る．
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• cp(ZI')に単位元が存在すること
単位元の存在を示すためには， 1= (l)I E zrが¢の像に含まれることを示せば十分で
ある．

切(1)= L 1 mod IAut(J)I = 0 
gEAut(J) 

とTheorem4.1より以下が従う：

zr 3 1 = (1)1 E Ker(心） = Im(cp). 

口
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