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1 はじめに

ゲーム理論は Neumann-Morgenstern[17]および Nash[15, 16]によって創始されて以来、経

済学，経営学やオペレーションズ・リサーチなどの意思決定の分野で重要な役割を果たしてきた。

ゲーム理論を現実の問題に適用しようとするとき、利得の値を正確に知ることが困難である状況に

よく直面する。しかし、利得の正確な値を知ることは困難かもしれないが、利得の値を近似的にま

たはある程度の不確実性を伴って知ることはできる。そのような状況のいくつかのモデル化が提案

されている。

Harsanyi [6]は、利得が確率変数によって与えられるゲームとして、 Bayesianゲームを定義し

た。 Aghassiand Bertsimas [1]は、利得は不確実でありプレイヤーはその分布情報をもたない場

合の行列ゲームとしてロバストゲームを考え、数理計画におけるロバスト最適化法を基にその性質

を調べた。 Vermaand Kumar [18]およびその参考文献では、は区間利得をもつ行列ゲームが考え

られ、線形計画アプローチを基にその行列ゲームを解くいくつかの方法が提案されている。 Maeda

[14]において、線形計画アプローチでは均衡戦略の概念が明確に定義されていないことが指摘さ

れ、集合利得をもつ双行列ゲームに対して4種類の Nash均衡戦略の概念が定義された。本論文で

は、 Maeda[14]のモデルを採用し、それを集合利得をもつ n人非協カゲームに拡張する。
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本論文では、集合値利得をもつ n人非協カゲームを考える。ここで、各プレイヤーの利得は£

次元ユークリッド空間配における空でないコンパクト集合によって与えられる。まず、配の空

でない部分集合すべての集合上のいくつかのタイプの集合順序関係を定義する。次に、これらの順

序を用いてそのゲームの Nash均衡戦略の概念を 4種類定義し、それらをスカラー利得をもつ n

人非協カゲームの Nash均衡戦略によって特徴づける。そのスカラー利得をもつ n人非協カゲー

ムは、集合利得をスカラー化関数を用いてスカラー化することによって導かれる。

そのために、本論文は以下のように構成される。第 2節では、集合順序関係に関するいくつかの

定義や記号を準備する。第 3節では、集合のスカラー化閲数を 4種類定義し、それらの性質を調

べる。第 4節では、集合利得をもつ n人非協カゲームを定式化し、そのゲームの Nash均衡戦略

の概念を 4種類定義し、それらをスカラー利得をもつ n人非協カゲームの Nash均衡戦略によっ

て特徴づける。最後に、第 5節において結論と今後の課題について述べる。

2 集合順序関係

本節では、集合順序関係に関するいくつかの定義や記号を準備する。配を£次元ユークリッド

空間とし、記tを配の非負象限とする。集合Ac配に対して、 cl(A)はAの閉包を表し、 int(A)
はAの内部を表す。 P（配）を配の空でない部分集合すべての集合とし、 C（配）を記の空でな

いコンパクト部分集合すべての集合とする。 A,BEP（配）および入€良に対して

と定義する。

A+ B = { X + y : X E A, y E B} 

入A=｛入X:XE  A} 

定義 2.1.A,BEP（記）に対して、以下の集合順序関係を定義する。

AゴLB岩BcA＋訊

A ::Su B 抵 AcB —訊

A ::s B盟A::SL B, A ::Su B 

A勺 B器cl(B)c cl(A) + int（閏）

A-<u B器cl(A)c cl(B) -int（訊）

A---<B器A立 B,A切 B

A~B 器 A 五 B,A さu B or AさLB,A切 B
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定義 1において

A~B¥A さ B,A-fcB

であることに注意する。二項関係さL,::<uおよびさは反射的かつ推移的になるが、反対称的では

ない。実際、一般には、 A,BEP（配）に対して

AゴLB,BさLA⇔ A＋凰＝B＋記

A さuB,B さuA ⇔ A —訊＝ B-訊

となる。よって、:<ぃ ::<uおよび::<は P（記）上の擬順序になる。一方、二項関係 -<L,-<u,-<は

推移的になる。三は、すべての閉集合の集合上の二項関係とすると推移的になるが、ア（配）上の

二項関係とすると推移的にならない。

集合順序関係さおよびぺは Young[19]によって導入され、黒岩ー田中環-Ha[11]において、

::<L，さu,勺」および -<uが集合最適化間題に対して用いられた。さらに、前田 [14]によって集合

利得をもつ双行列ゲームに対して用いられた。これらの集合順序間の関係や他の順序に関しては、

Jahn-Ha [9]を参照のこと。

定義 2.2([14]). Ac  P（配）とし、 AEAとする。

(i) Aが集合順序さに関する Aの極大元 (maximalelement)であるとは

A'EA,A::<A’⇒A'さA

となるときをいう。

(ii) Aが集合順序；に関する Aの極大元 (maximalelement)であるとは

虹 EAs.t. A~ A 

であるときをいう。

(iii) Aが集合順序ぺに関する Aの極大元 (maximalelement)であるとは

面1E A s.t. A-< A 

であるときをいう。

定義 2.3([3]). Kを実ベクトル空間Xの凸集合とする。集合値写像F:X→ P（配）がK上で

凹［L-凹， U-凹］であるとは、それぞれの X1'四 EK,入E[0, 1]に対して、以下が成り立つときで

ある。

入F(x1)+ (1-入）F(x2)::<［::<Lぺu]F（入尤1+ (1 —入）叩）

定義 2.4([8]). X, Yを距離空間とする。集合値写像F:X→ 2Yが

(i)ぉ。で閉 (Hoganの意味での上半連続）であるとは、任意の列｛％｝が％ →Xoでかつ{yn}

がYnE F(%）であるとき、珈→ Yoとなる YoE Yがあるときは YoE F(xo)が成り立つ

ときに言う。
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(ii) X。で開 (Hoganの意味での上半連続）であるとは、任意の列｛％｝が Xn→ x。かつ

Yo E F(xo)であるとき、珈 EF(%）かつ Yn→ y。となるような列｛珈｝が存在するときに

言う。

集合値写像FがX上で連続であるとは、 Fがそれぞれの XEXで上半連続かつ下半連続であ

るときに言う。

3 集合のスカラー化

まずは、ベクトル最逝化問題における Pareto最適解を特徴づけるのに有用な Gerstewitz関数

（双対形）を紹介する。

補題 3.1([4]). k0 E int（訊）とする。そのとき、

庄，ko:y→ [-oo, oo），只，ko(y):= sup{t E剛yE {tk0}＋訊｝

はwell-definedである。さらに、心股t,koは連続であり、正斉次性、優加法性が成り立つ。また、任

意の入€股で以下が成り立つ。

{y E y|心閏，ko(y)2".入｝ ＝ ｛入ko}＋訊， {y E y|賢,ko(y)＞入｝ ＝ ｛入k0}+int（訊）．

心配 koは、狭義int（配）ー増加関数 (b-a E int（訊） ⇒咋記，ko(a)＜吟叶，ko(b))である。

本節では、 C（配）上の実数値関数を 4種類定義し、それらの性質を調べる。

定義 3.2.心： C（配） →股をスカラー化関数とする。

(i)心が L単調増加であるとは

A,B EC（酎），A:SL B⇒心(A):::;心(B)

となるときをいう。

(ii)心がじ単調増加であるとは

A,B EC（酎），AゴuB⇒心(A):::;ゆ(B)

となるときをいう。

(iii)心が L狭義単調増加であるとは

A,B EC（配），A勺 B⇒ゆ(A)＜心(B)

となるときをいう。

(iv)心がじ狭義単調増加であるとは

A,BEC（酎），A-<uB⇒心(A)＜ゆ(B)

となるときをいう。
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次に定義するスカラー化関数は、 Gerstewitz関数の拡張である ([2,4, 7, 13]）。 K。Eint（股t)
とする。 k=L,Uに対して、スカラー化関数の外；知） ： C（配） →良を各 AEC（配）に対して

粘(A;ko)= sup{t E股： ｛tko}づkA} 

と定義する。

補題 3.3([14]). k。Eint（記）とする。このとき、次が成り立つ。

(i)研(・;ko):C(ズ)→民は L単調増加かつ L狭義単調増加になる。

(ii)屈(・;ko) : C（配） →股はじ単調増加かつじ狭義単調増加になる。

木村田中謙輔—田中環 [12] の系 l は、集合値写像の半連続性があるスカラー化関数（周辺関数）

ヘ遺伝することを述べたものである。 [12]の系 1において、 fを Gerstewitzの非線形スカラー化

関数 [4]の双対形とすると、以下が分かる。

補題 3.4([3]). Xを線形位相空間、 k0E int（記t)とする。 F:X→ P（配）がX上で連続である
とする。すると、下記の 2つの集合の非線形スカラー化関数は連続である。

針(F(x);k0) = i:gJ 
yEF(x) 
只，ko(y)

岱(F(x);k0) = sup 
yEF(x) 
覧，ko(y)

4
 
集合利得をもつ n人非協カゲームとその均衡戦略

本節では、集合利得をもつ n人非協カゲームを定式化し、そのゲームの Nash均衡戦略の概念

を 4種類定義し、それらをスカラー利得をもつ n人非協カゲームの Nash均衡戦略によって特徴

づける。まず

N = {l, 2, ・ ・ ・, n} 

をプレイヤーの集合とする。次に、各 iENに対して

ふ＝｛1,2,・・・ ，叫｝

をプレイヤー iのすべての純戦略の集合とし

ふ＝｛閤，ぶ，...,x凰） E応：言心＝1}
をプレイヤー iのすべての混合戦略の集合とする。

n 

5 = IT Si= S1 Xふ X ・・・ X Sn 
i=l 
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n 

X=  IIふ＝X1X X2 X ・ ・ ・ X Xn 
i=l 

とする。また、各 iENに対して、附： S→C（配）をプレイヤー iの利得関数（集合値写像）と
よび

(k1, k2, ・ ・ ・, kn) E S 

に対して

叫k1,k2,・・・,kn)EC（酎）

は、各プレイヤー jEN が純戦略 kJ• E名をとったときのプレイヤー iの利得を表す。さらに、

各 iENに対して、 fi:X→C（配）を各（五X2,・・・，叫） EXに対して

f出Z:1'叩，・・・ ，叫） ＝ こ 咋？誓・・・X『:lui(k1,k2, ・ ・ ・, kn) 
(k1,k2,-・・,kn)ES 

と定義し、 Jiをプレイヤー iの期待利得関数（集合値写像）とよぶ。ここで

叱＝（Xij), 亭，•．．， x尉）， j EN  

である。各プレイヤー iENは、集合順序関係さに関して fi(X1，叩，...,Xn)を最大にしたい

（なるべく大きくしたい）ということを仮定する。

f = U1,h ・..,f叫

とする。このとき

r = (N,X,f) 

を集合利得をもつ n人非協カゲーム (n-personnon-cooperative game with set payoffs) 

とよぶ。各 iENに対して

五（X_i)= {fi（叫，尤＿』：叫€ふ｝，尤＿i EX_, 

とする。ここで

x_i = X1 X ・ ・ ・ X xi-1 X xi+l X ・ ・ ・ X Xn 

であり、 X-iE X_iしよ

X-i =（X1,...'叫-1,年＋1'...'叫） EX_i 

であり

（匹”-i)=（X1, ・ ・ ·，ヰ— 1, 匹屯＋1, ・・・，叫） EX

である。各 iENおよび各 X_iE X_iに対して

五（X-i戸，互(x_,)文互（X-i)--<
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をそれぞれ集合順序閲係さ，委およびぺに関する互（X-i)のすべての極大元の集合とする。定義

より、各 iENおよび各尤＿iE X_iに対して

五（X_i戸CF:,（X_i戸 c互（X_i)--<

となることが示される ([3]のProposition3.1を参照のこと）。

定義 4.1([3]）．が＝ （叫，尤ふ・・・，呪） EXがゲームrのNash均衡戦略 (Nashequilibrium 
strategy)であるとは、任意の iENに対して

“叫が＿i)さJi（叫，X*_i),'v'xiE Xi 

となるときをいう。ここで

X二＝ （叫，・・・，叫ー1'叫＋1,・・・，吋）

である。このとき

(fi(x*), h(aゞ）， • ． ． ，fn(aゞ）） ＝ （fl(a:r, aゞー1),h(a月；，x:.2),・ ・ ・ , fn(x~, x:.n)) 

をゲームrの値 (value)とよぶ。

定義 4.2([3]）．か＝ （叫，Xふ・・・，吋） EXがゲームrの極大 Nash均衡戦略(maximalNash 
equilibrium strategy)であるとは

(f1(x*), h(x*), ・ ・ ・, fn(x*)) = (f1(il.吋：，a:こ1),h(il.り；，x:.2),・ ・ ・, fn(x~, x:.n)) 

n 

E IlFi（”:炉＝F1（が1)::,X F:心＊ー2戸X・・ ・ X瓦 (X*-n戸
i=l 

のときをいう。

定義 4.3([3]）． が＝ （叫，巧，・・・ ＊ %） EXかケームrのハレート Nash均衡戦略 (Pareto
Nash equilibrium strategy)であるとは

(fi(x*), h(x*), ・ ・ ・, fn(x*)) = (fi(iI.叶•,x:.1),h(x;, x:.2), ・ ・ ・, fn(x~, x:.n)) 

n 

E rrr心＊→戸＝兄（立1戸 x石(X*-2戸 X..・ X瓦(X*-n)こ
i=l 

のときをいう。

定義 4.4([3]）．が＝ （叫，尤ふ 叩） EXがゲームrの弱パレート Nash均衡戦略 (weak
Pareto Nash equilibrium strategy)であるとは

(fi(x*), h(x*), ・ ・ ・, fn(x*)) = (f1(i1.叶:,a?：1)，f2(a月；，x"._2),・ ・ ・, fn(x~, x"._n)) 

n 

E IlFi（ェ＊→「＝兄（正1戸x石(x*-2戸X・・・ X瓦 (x*-n)--<
i=l 

のときをいう。
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心k:C（配）→股，k=L,Uをスカラー化関数とし

泣E股+,k= L,U, i EN  

入f＋沼＝ 1, i EN  

とする。このとき、各 iENに対して、 9i:X→民を各 X=（X1，X2,・ ・ ・，叫） EXに対して

9i(Xi, X_i；心L，心u,入f,入f)=入［ゅL(ji(Xi,X_i)) +入『心u(Ji(Xi, X_i)) 

と定義する。また

g = (g1(・,・；ゆL,ゅu,入｛，入f),g2(・, ・;ゆL,ゅu,入g,入f),・ ・ ・, 9n(・, ·;ゆL, ゅu, 入*'入~))

とする。このとき、ゲームrに対して、スカラー利得をもつ n人非協カゲーム

r（厨，訊，入f，刈，・・・ ，入［，入~) = (N,X,g) 

を考える。

定義 4.5([3])．が＝ （叫，おふ・・・，吋） EXがゲームr（叫，訊，入f,>..『,．．．，入[,刈）の Nash
均衡戦略 (Nashequilibrium strategy)であるとは、任意の iENに対して

gi(Xi, x:'.__i；心L，ゅu,入f,入Y)：：：： gi（のi*，の:'.__i；心L，ゅu,入f,入f),'vxiE Xi 

であるときをいう。

定義 4.6([3]）．が＝ （叫， Xふ・・・，呪） EX がゲーム r（炉，馴，入｛，刈，．．．，入t，入~)の狭義

Nash均衡戦略 (strictNash equilibrium strategy)であるとは、任意の iENに対して

9i(xi, x".__i；心L,'l/JU,入f,入f)< 9i(x7, x".__i；心L,'l/Ju,入f,入f), Vm EX凸ナ叫

であるときをいう。

定理 4.7([3], Theorem 4.1[14]の拡張）．叫は L狭義単調増加であり、心Uはじ狭義単調増加

であるとする。が EX とする。このとき、かがゲーム r（炉，糾見入f,,\『,•• •,,\t，刈）の Nash

均衡戦略ならば、がはゲームrの弱パレート Nash均衡戦略になる。

定理 4.8([3], Theorem 4.2[14]の拡張）．が EXとする。このとき、次が成り立つ。

(i) 屈は L単調増加かつ L狭義単調増加であり、糾］は Uー単調増加かつ U—狭義単調増加で

あるとする。また

砧Eint（エ）， k= L,U, i EN  

であるとする。このとき、かがゲーム r（叫L，心尺入f,,\『,•••，入t，刈）の Nash 均衡戦略

ならば、がはゲームrのパレート Nash均衡戦略になる。
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(ii)厨は L皐調増加であり、心U はじ単調増加であるとする。このとき、かがゲーム

買糾‘，研，入f,>.『,•••,>.~，入~)の狭義 Nash 均衡戦略ならば、かはゲーム r の極大 Nash

均衡戦略になる。

集合利得をもつ n人非協カゲームr= (N,X,f)について、 3節で導入した手法でスカラー化す
る。スカラー化したゲーム r（叫，心見入f，入f，・・・，入［，入~)に角谷の不動点定理 [10] を適用して、

定理4.8(i)を利用することで得られたのが次である。

定理 4.9（荒谷木村金 [3]).k0 E int（股t)とする。集合値写像Fi:X→ C（配）はそれぞれの
i ENに対して X上で連続かつ凹写像とする。このとき、集合利得をもつ n人非協カゲーム

r = (N,X,F)には、少なくとも一つの ParetoNash均衡戦略が存在する。

上記の定理を証明する際、集合値写像の連続性について、補題3.4が重要な役割を果たしている。

5 結論と今後の課題

本論文では、集合利得をもつ n人非協カゲームを扱った。そのようなゲームに対して、集合順序

閲係を基に Nash均衡戦略，極大Nash均衡戦略，パレート Nash均衡戦略および弱パレート Nash

均衡戦略を定義し、これらをスカラー利得をもつ n人非協カゲームの Nash均衡戦略によって特

徴づけた。そのとき、スカラー利得をもつ n人非協カゲームは、集合利得をスカラー化関数を用

いてスカラー化することによって導いた。

本論文では集合順序さ，；ぉよびぺを用いて Nash均衡戦略，極大 Nash均衡戦略，パレート

Nash均衡戦略および弱パレート Nash均衡戦略を定義した。しかし、他のタイプの集合順序、例

えばゴk,k= L,Uなどを用いて Nash均衡戦略，極大 Nash均衡戦略，パレート Nash均衡戦略

および弱パレート Nash均衡戦略の概念を定義することも容易にでき、集合利得をもつゲームに対

する本論文の結果と同様な結果が得られる。

[3]のRemark4.1で触れられているが、 [3]の査読者から有益なコメントを頂いた。「通常のゲー

ムの混合戦略集合上の利得関数の連続性は純粋戦略の数が有限なら保証されるが、そのアナロジ一

として、定理4.9のfiが連続であるという仮定をXの有限性から導出することはできないのか？」
これは、今後の重要な研究課題の一つである。

2024年には [3]の成果を複数の場所で発表したのだが、そこで先生方から多くの有益なご助言を

頂いた。 2024年秋の OR学会では、東京都立大の渡辺隆裕先生から、極大Nash均衡戦略の存在

する十分条件について質問された。上記を示すためには、集合値写像により強い仮定が必要なのか

も知れない。
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また、本研究集会では、九州大学の川崎英文先生から「角谷の不動点定理は集合値写像に関する

定理なのだから、スカラー化手法を使わずに集合値ゲームにおける Nash均衡の存在性が言えるの

ではないか？」という指摘を受けた。筆者の 1人である荒谷は、これまで集合のスカラー化手法の

研究に従事していた。前田先生の先行研究 [14]でもスカラー化手法を用いているため、川崎先生の

発想は全くの盲点であった。これも、筆者にとっては興味深い研究課題の一つである。

適切な集合値写像を直接定義することで考えてみたのが以下である。

補題 5.1.Let Fi : X→ C（記） beconcave on X for each i E N. We define Bx, : X _i→ 2ふ

Bx,(”—i) :=｛xi E xi I~心（叫，尤＿i) さ E （xi, の＿i) V叫 EXi}.

Then Bxぷい） isconvex-valued for each i E N. 

Proof. We take arbitraryふ，YiE Bx,(”—i) and入E[O, l]. Then we have 

Fi(Xi, X-i)さE（ふ，X-i) and Fi（叫，X-i)j Fi(Yi, X-i) 

for all Xi E Xi. Then we have 

入Fi(Xi,X-i)づ入E（ふ，尤＿i),

(1 —入）E（叫 X_i) ゴ (1 —入）Fi(Yi,X_i)-

By taking the sum of the above inequalities and Fi being convex for each i E N, we obtain 

Fi(Xi, X-i) =入Fi(Xi,允＿i)+ (1 —入）Fi(Xi,X-i)さ入Fi(Xi,X-i) + (1 —入）Fi(yi, 尤＿i)-

Since Fi is concave on X for each i E N, we have 

E（匹X-i)さ入E（ふ，X-i)+ (1-入）Fi(yi,X-i) ::S Fi（入ふ＋ （1 -入）Yi,X-i), 

which indicates that入允i+ (1 —入）Yi E Bx, (”—i) . 仁l

Bx, （尤→）が凸であることは示せた。 Bx,(”—i) が compact で上半連続であることを示せれば、

角谷の不動点定理 [10]から Bx,(x→)の不動点がゲームrの極大Nash均衡戦略となる。
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