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実Grothendieck群における M-TF同値

浅井聡太 （東京大学数理科学研究科）

Sota Asai (Graduate School of Mathematical Sciences, the University of Tokyo) 

本稿は、 2024年 10月に開催された、 RIMS共同研究（公開型）「組合せ論的表現論の発

展における、私の講演の報告である。この講演は、伊山修氏との共同研究 [Asl]に基づい

ている＊lo

本稿を通して、 Aを長さ有限なアーベル圏で、さらに、単純対象の同型類が有限個である

と仮定する。 Aの非同型な単純対象の全体を、 S1,S2,...,Snで表す。また、 K。(A)をAの

Grothendieck群とおく。このとき、単純対象たちが与える元 [S叶，［S2],...,[Sりは、 Ko(A)

の自由アーベル群としての基底となり、すなわち、 Ko(A)=EB~=lZ[Si]である。よって、

実Grothendieck群K。(A)股：＝ K。（A)翫良は、④：＝1良[S」に等しく、 [S1],[S吐．．．，［Sり

を標準基底とする Euclid空間恥nと見ることができる。

ただし、タイトルにある「実 Grothendieck群」とは、 K。(A)屈そのものではなく、そ

の双対空間 K。(A)i:= Hom股(K。(A），罠）のことであり、本稿ではこちらに主に着目する。
[S1], [S叫．．，［Sn]の双対基底 [S叶＊，［S2]*,...,[Sn]*をとり、これを K。(A)i".:::'野1の標準
甚底と同一視する。

各元0:K。(A)図→賊は、定義から、艮線型写像Ko(A)→脱であるから、特に、各対象

MEAに対して、実数0([M])E脱が定まる。これを単に 0(M)と略記する。すると、次

のように、 Aの部分園を定めることができる。

定義 1 0 EK。(A）；とする。

(1) [BKT, Subsection 3.1] 0に付随する、 Aの2つの半安定ねじれ対(semistabletorsion 

pair) (Te，瓦），（冗，瓦）を、

で定める。

冗：＝｛MEAIMの任意の商対象Nに対し 0(N)2: O}, 

Te:= {ME A IMの任意の商対象Nヂ0に対し 0(N)> O}, 

瓦：＝｛MEAIMの任意の部分対象Lに対し 0(L):SO}, 

瓦：＝｛MEAIMの任意の部分対象Lヂ0に対し 0(L)< O} 

(2) [Kin, Definition 1.1] 0半安定部分圏（semistablesubcategory) We c Aを、

We:=T。n巧
で定める。

*1 JSPS科研費JP23K12957,JP23K22384の助成を受けた。
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定義より、冗 c冗が成立しており、これらはAのねじれ類（torsionclass)である。す

なわち、 Aでの商対象と拡大について閉じた部分圏である。また、 F0C F0は、 Aのねじ

れ自由類(torsion-freeclass)であり、 Aでの部分対象と拡大について閑じている。すると、

げo，瓦）は、大きなねじれ類と小さなねじれ自山類を、（万，F0)は、小さなねじれ類と大き

なねじれ自由類を、組み合わせたものといえる。

これら 2つのねじれ対の違いを表す部分圏が、 W0である。 Woは、 Aの広大部分圏（wide

subcategory)、すなわち、核・余核・拡大について閉じた部分圏であり、 Aが長さ有限なアー

ベル圏であるから、 W0もそうである。ただし、 W0は単純対象の同型類を無限個もつこと

があり、 Ko(W0)1Rなどを本稿で考えることはない。

なお、歴史的には、 W0のほうが20年程度早く導入されていることを、お断りしておく。

上記で導入した部分圏を用いて、次の概念を定義することができる。

定義 2 K。(A)iにおいて、以下を定める。
(1) [Asa, Definition 2.13] 0, T/ EK。(A)iについて、 0とnがTF同値（TFequivalent)で
あるとは、 (T0，瓦） ＝ （九，名）かつ（九，瓦） ＝（九］心）が成立することと定める。

(2) [BST, Definition 3.2l[Bri, Definition 6.1] K。(A)iの壁部屋構造 (wall-chamber
structure)を、

ー各MEA¥{O}ごとに定まる図形8M:= {0 E Ko(A)i IM E W0}を壁(wall)、

ー すべての壁たちの和集合を考え、その閉包の補集合Ko(A沿＼ UMEA¥{O}8Mの

連結成分を部屋（chamber)

として定める。

容易にわかるが重要な性質として、 6恥叫M2=8払 neM2がある。よって、直既約加群

に付随する壁のみを考えても、壁部屋構造を調べる上では十分である。

M を直既約加群とした場合でも、壁 eMの次元は M により様々に変化するが、 [Asa,

Proposition 2.8]にあるように、どのようなMEA¥ {O}についても、ある煉瓦SEAで、

8MC応かつ 8sはn-l次元となるものが存在する＊2。ここで、 SEAが煉瓦（brick)

であるとは、 S-/-0であって、任意の自己準同型f:S→Sが同型か 0であることを指す。
よって、煉瓦に付随する壁のうち、 n-l次元のものがすべてわかれば、壁部屋構造は事実

上決定される。

TF同値と壁部屋構造の関係は、 2点0,nを結ぶ線分 [0,T/]を用いると、以下のように記

述できる。

命題 3 [Asa, Theorem 2.17]異なる元0ヂT/E Ko(A)iに対して、以下は同値である。

*2 sが煉瓦でも Bsはn-1次元とは限らないし、 eMがn-1次元でも M は煉瓦とは限らない。
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(a) 0とnはTF同値である。
(b) 線分 [0,n]は、いかなる壁 eMとも一点のみで交わることはない。

この命題について、簡単な例を挙げる。

例 4 Aを簾 1→ 2の道多元環 K(l→2)とし、 Aを有限生成右 A加群の圏 modAと
する。 modAの単純対象は、簸の頂点 1,2に対応する単純 A加群 S1，品である。よって、

Ko(A)iは、［S1]*,[Sかを標準韮底とする 2次元の Euclid空間恥2となる。

Aの直既約対象は、 Sぃ品と直既約射影加群尺の 3つである。これらはいずれも煉瓦で

あり、非分裂な短完全列0→S2→P1→ふ→ 0を与える。これに基づき、 TF同値類（下
図□日旦］の全 11個）と壁部屋構造（極大な壁はe紅 6p1,9s1の全3個）を図示すると、
以下のようになる。

[S叶＊

-[S叶＊

-[S叶＊

各TF同値類に属す0について、 Te,W0，瓦を書くと、以下のようになる。ここで、 addM

は、 M の直和因子の直和で書ける加群全体がなす部分圏を表す。
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TF同値類 冗 Wo F。
国 {O} mod A {O} 

国 add(P直ふ） add S2 {O} 

国 add S2 add S1 {O} 

国 {O} add S2 addS1 

国 {O} add S1 add(S年Pi)

団 add S1 addP1 add82 

団 mod A {O} {O} 

国 add S2 {O} addS1 

国 {O} {O} mod A 

回 add S1 {O} add(S砂尺）

国］ add(P直ふ） {O} addS2 

一般に、 Aを体K上の有限次元多元環とし、 Aを有限生成右A加群の圏 modAとすると

き、今回扱っている Ko(A)i= Ko(mod A)ミは、有限生成右A加群の圏の実Grothendieck
群Ko(projA)民と、同一視できる＊3。この場合、複体のホモトピー圏 Kb(projA)の2項（前）

準傾複体から、 Ko(projA)JR.の TF同値類を構成でき、以下が成立する。

命題 5 Aを体K上の有限次元多元環とする。

(1) [Asa, Proposition 3.11] ([Yur, Proposition 3.3], [BST, Proposition 3.27]も参照）

Basicな 2項前準傾複体の同型類全体の集合から、 TF同値類全体の集合への単射が、

U＝④：：1に（各には直既約）を、 C0(U):=ど：：置＞o[U」に写すことで得られる。

(2) [Asa, Theorem 4. 7] (1)が全単射であることは、 2項前準傾複体が有限個のみ存在す

ることと同値である＊40

(3) [Asa, Theorem 3.17] (1)を制限することで、 basicな2項準傾複体の同型類全体の集

合から、フル次元の TF同値類全体の集合への全単射が得られる。また、フル次元の

TF同値類は、 Ko(projA)IRの部屋構造における部屋に一致する。

2項前準傾複体が無限個存在する場合は、 TF同値類の構造は複雑になりがちである。そ

こで、 TF同値を色々な加群M を用いて、体系的に様々な形で粗くすることで、少しずつ

TF同値類を調べようというのが、これから解説する M-TF同値の発端となった考え方で

ある。ただし、 M-TF同値の定義そのものには、 2項（前）準傾複体は一切不要である。

*3各単純加群ふの射影被覆を尺とすると、 Ko(projA)IR = EI況＝1屈[Pi]':::'JR:.n となり、各 [Pi]を
di[Si]* E Ko(modA)Ji (di:= dimx EndA(Si))に写すことで、同一視を行う。有限次元多元環 Aが道多
元環の商であれば、必ずdi=1である。

*4 [DIJ, Theorem 4.2]より、煉瓦が有限個であることとも同値である。
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M-TF同値を定義するために必要となるのは、次のものである。

定義 6 MEA かつ 0€ Ko(A）；とする。

(1) ねじれ対(To，瓦）と（冗，アo）により、短完全列

0→toM→ M →foM→ O (toM€ 冗，foM€ 瓦），

0→toM→ M →『0M→ 0 (teM E Te, 『oM€ 瓦）

をとり、ioM,toMをM の部分対象、foMふM をM の商対象とみる。
(2) M の部分対象として、teMC切M であるから、 WoM：＝切M/teMとおく。する

と、 WoM€ Woとなることから、 SLIPP0(w0M)で、 WoMのW。における組成因子

の同型類全体の集合を表す。

定義 7 [AsI, Definition 3.1] M E Aとする。このとき、 0,n€ K。(A)ミが M-TF同値

(M-TF equivalent)であるとは、以下の (a),(b)を満たすことをいう。

(a) (teM, feM) = (t'lJM,f'lJM)かつ(t0M,f0M)= (t'lJMふM)である。
(b) supp0(weM) = supp'lJ(w'lJM)である。

TF(M)でM-TF同値類すべての集合を表し、 E(M)でM-TF同値類の閉包すべての集合

{万 |EETF(M)}を表す。

ここで、条件（a)は、(teM,weM, feM) = (t'T/M, w'lJM,f'lJM)とも同値である。よって、

(a)のもとでは、条件 (b)は、 Z:=weM=w'lJM という同一の対象について、 Woでの Z

の組成列は W'lJでの Zの組成列でもあり、逆もそうである、という読み方もできる。条件

(b)では、組成因子の重複度は直接は考慮していないが、 0とnがTF同値であれば、 Zの
Woにおける組成因子と ZのW'lJにおける組成因子は、重複度も込めて一致する。

注意 8 [AsI, Remark 3.3] M = M直島であるときは、M-TF同値であることは、 M1-TF

同値かつ M2-TF同値であることと同値である。特に、 Aに煉瓦の同型類が有限個しか存在

しないときは、 M € Aを非同型な煉瓦すべての直和とすると、 M-TF同値と TF同値は、

完全に一致する。

E(M)の墓本性質は以下の通りである。有理多面錐oに対し、 Facea-で oの空でない面

全体の集合を表し、がでびの相対的内部＊5を表す。

命題 9 [AsI, Theorem 3.2] M E Aとする。

*5ここでは、びが張る部分線型空間でのびの内部のことである。
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(1) 全単射TF(M)→E(M)が、 EETF(M) に閉包万€ X(M)を対応させることで得
られる。逆写像は、c,E E(M)の相対的内部c,0 E TF(M)をとることで得られる。

(2) E(M)はK。(A)いの完備な有理多面扇である。すなわち、以下が成立する。
ー各c,E E(M)はKo(A)いの有理多面錐である。

ー各c,E E(M)に対し、 Facec,cど(M)である。

ー各m，び2E E(M)について、 CT1nび2E Face c,1 n Faceび2である。
ーび€ E(M)たちの和集合は、 Ko(A）；全体である。

(3) 各c,E E(M)について、面の相対的内部への分解CT=lJrEFacea 70は、 M-TF同値

類への分解でもある。

この E(M)は、次の意味で、壁8Mの拡張にもなっている。

命題 10 [AsI, Example 3.4] M E Aとする。

(1) Face8M c 8Mである。すなわち、壁 eMの任意の面 0 はE(M)の元であり、そ

の相対的内部(ToはTF(M)の元である。

(2) 釦はE(M)の部分扇である。

M-TF同値の簡単な例を挙げる。

例 11 例4の設定のもとで、 M=P1のときの M-TF同値類は、以下の 7つである。

[S叶＊

-[S1]* 

-[Sが [S1]*-[Sが

各M-TF同値類に属す 0について、t0M,w0M, f0Mとsupp0(w0M)を書くと、以下のよ

うになる。
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M-TF同値類 t0M w0M foM supp0(weM) 

田

゜
M 

゜
{S2,Si} 

国 S2 S1 

゜
｛ふ｝

国

゜
S2 S1 {S叶

田

゜
M 

゜
{M} 

国 M 

゜゜ ゜団 S2 

゜
S1 

゜団

゜゜
M 

゜ここで、国と日］は、 supp0(weM)のみの違いで分けられていることに注意せよ。どち

らでも weM=Mであるが、□lにおいてはWe=mod Aであるのに対し、田においては
We= addMであるため、 supp0(weM)に違いが生じ、定義 7での条件 (b)より、これら

は異なる M-TF同値類である。

M-TF同値類の閉包 E(M)が有理多面扇であるのは、この条件 (b)のおかげである。実

際、定義 7での条件 (a)のみで、 K。(A)ミでの同値関係を作ってしまうと、□］とビ］は統
合されて一つの同値類となってしまう。条件（a)のみによる同値類たちの閉包全体の集合を

汐(M)とすると、 E'(M)= E(M）＼□｝となる。特に、[I]u巨］は汐（M)の元である
が、その面である□］はど'(M)の元ではない。よって、 E'(M)は有理多面扇でない。
命題9の証明は、以下で定まる Newton多面体との関連により行った。

定義 12 [BKT, Subsection 1.3] [Feil, Definition 2.3] M E Aとする。 M のNewton多面

体(Newtonpolytope)とは、 K。(A厄における多面体

N(M) := conv{[L] ILはM の部分対象｝

である。ここで、 convは凸包を表す。

N(M)は、今回の主役である K。(A)ミではなく、あくまでも K。(A厄内の図形である。ま
た、 N(M)は多面錐ではなく多面体であり、特に有界閉集合である。よって、 0E Ko(A)i 
に対して、 N(M)での 0の最大値max0(N(M))が定まる。

私たちの研究での主結果は、次のものであり、命題9もそこからわかる。多面体Xにつ

いても、 FaceXでXの空でない面全体の集合を表し、 xoでXの相対的内部＊6を表す。双

対扇については、 [AHIKM,BKT, Fei2]などを参照されたい。

定理 13 [AsI, Theorem 3.15] M E Aとする。このとき、 E(M)は多面体N(M)の双対

*6この場合は、 Xが張る部分アフィン空間での Xの内部のことである。
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扇である。すなわち、互いに逆写像である全単射

FaceN(M) +=! E(M), 

Fr-+ {0 E Ko(A);i I 0(v) = max0(N(M))}, 

{v E N(M) I 0(v) = max0(N(M))}←び

が存在する。ここで、 FaceN(M)→E(M)の定義では、 VEF0をとっており、 E(M)→
FaceN(M)の定義では、 0€ 0° をとっている。

例 14 例11の場合、 M=P1の部分対象はO,S2,Mであるから、 N(M)は、 K。(A厄にお
ける、下の左図の直角三角形となる。よって、 FaceN(M)は、下の右図にある□］から巨］
までの 7つの元をもつ。

［品］ ： [M] 

・・....・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・●.........

0 ［ふl

一方、例 11で見たとおり、下がE(M)の図である。そして、同じ番号のついた FaceN(M)

の元と E(M)の元どうしが対応している。

函］＊

回

-[S古

E

]

 

1 1 ・・・・・・・・・・・・・・・• • [S1]* 

口

-[Sが [S1]*-[S2]*
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