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エントロピーの存在条件

一 古典的熱力学における熱の可積分性とFrobeniusの定理-

もと新日本製錬,東京研究所 須貝哲也 1

(2001年7月27日受理)

1 はじめに

1900年代の初めの頃,C.Caratbeodoryぽ'Caratheodory'sprinciple"と自分で展開した数学的

定理をもちいて,状態関数βと積分因子 1/r存在を推論した,とMcGraw-Hill版Encyclopedia

ofPhysics【1】は述べている･その後,多くの出版物により,それが導かれる,証明されると発展し

た.このようななかで表題の条件云々はどういうことか.存在の証明の済んでしまった後で,存

在の条件といったらさしずめ愚行を疑われても止むをえない.しかし,著者にはうえで論拠,結

論としている第二法則もエントロピーもほとんど同じもののように思える.これらの関係はあま

りにも近縁であって,"tautology"の危険すら感じる.実際,次の熱を表す微分形式

uq-dE+pdV-pdN (1)

の可積分性を決定するのは,その中に現れる関数pとか関数FLであって,第二法則であるとはど

うしても思えない･ここではwqの可積分性の可否について,Ftobeniusの可積分性定理【2日3日6】

にその根拠を求めることにする.

2 Ft･obeniusの可積分性定理

ここで可積分性とは,熱を表す微分形式uqについて

dS-Pwq (2)

のような関数Sと積分因子 βが存在することである.古典的熱力学にとっては,このような関数

が存在することそれが,すべて,唯一の出発点であった･Frobeniusの定理は,LUqの可積分性が

dLJq-0^LJq･ (3)

を満たすような微分形式βの存在と同値である,という主張である(より数学的な精密さをいえ

ば,各点でこのような0をもつ近傍が存在すること).ここで未知数a,b,Cをもちいて
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0-adE+bdV+cdN. (4)

のようにおく･そこで(3)の左辺は

duq - dp̂ dV-dp^dN

-[(ap/aE)dE+(ap/aV)dV+(ap/aN)dN]̂ W

｣(ap/aE)dE+(ap/aV)dV+(all/aN)dN]̂ dN

- (ap/aE)(dE^dV)+(-ap/aN-ap/aV)(dV^dN)+(ap/aE)(dN^dE).

右辺は

0 ûq - (adE+bdV+cdN)̂ (dE+pdV-pdN)

- (ap-b)(dE∧dV)+(-bp-cp)(dV∧dN)+(C+ail)(dN∧dE)

となる.この左辺,右辺を比較して,次のような未知数 (関数)a,a,Cに関する連立一次方程式を

得る.

[至 言 紺 -[:-ppa'/paa/Esv-ap,aN] (5)

0が存在することと,この方程式に解a,b,Cが存在すること,が同値である.この連立方程式の行

列の位数は2であり,そこでa,b,Cを消去して

0--pap/aE-ap/aV-ap/aN+pall/aE, (6)

を得る.方程式の解a,b,Cの存在と,この最後の式の成立,とは同値である (より,一般的な場

合については本文の末尾に附記してある).

以上で可積分性の証明を終わる.エントロピーや温度の存在を数式上で強力に制限する条件 (6)

が古典的熱力学の枠組み内に存在している.

3 存在条件の結果

いままで考慮されていなかった条件を新しく入れた状況の再検討を試みる.当然のことだが,も

し勝手にpとかpを選んだのでは,微分方程式である(6)はほとんど成立する見込みはない･そ

の結果,可積分性がなければ,Sやβを出発点とする熱力学の計算は存続できなくなる.つまり

関数pとか関数FLがこの条件を満たすかどうかいちいち確かめた後でなければ,熱力学を使って

はいけない,ということになる.例えば理想気体の場合どうであろうか.理想気体のpとFLは

p-諺,
p-諜 (;ln(N)-ln(V)-蔓In(E)一書In(言)+cl･
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で与えられる【4ト実際にこれらを条件式(6)に代入してみると

- pap/aE-all/aV-ap/aN+pap/aE
- 一課(喜In(N)-ln(V)一芸In(Eト蔓In(喜)+cl蒜 ′
一課(一碁)
-0

+詳[轟く喜In(N)-ln(V)一書In(E)-蔓In(喜)+a)-k]=0
のように条件は満足されている.当然のことだが,pでもFLでも,上のpとpから毛筋ほどずれ

ても直ちに可積分性は消滅する.このようにして,理屈の建前としては,熱力学の開閉以来,級

われたすべての個別の対象について同じようなテストが必要となる.

4 Gibbs分布の可積分性

その他にも,統計力学の理論はBoltzmannのエントロピーから始まるわけだが,この統計力学

上のエントロピーが古典的熱力学でいうエントロピーと一致するかどうかの問題がある.これは

前者が上に述べた存在条件(6)を満たしているかどうかでチェックできるはずである･統計力学の

一つのモデルとしてGibbs分布 [5]

wn- eT(F-En), TF--ln(Z(T,V,N)), Z(T,V,N)-∑e~TEn
n

(7)

について検討しよう.これに従う系が存在条件(6)を満たすことを示そう･ここでw nは系の微視

状態nの実現確率,Enは微視状態nのエネルギー,7-1/kT,Z(T,V,N)は分配関数･そこで

1-∑nwnを微分して得られる0-d(∑nwn)-∑nwntdT(F-En)+7(dF-dEn))において

E-∑nwnEn,∑nwndEn--pdV+pdNと置くとdF--(F-E)/Td7-PdV+pdNが
得られ,これから

E -F+7∂F/∂7,∂F/∂V--p,∂F/∂N-FL (8)

を得ることができる.これを(6)に代入して試すわけだが,(6)で使用されている座標系は(E,V,N),

うえで使用されている座標系は巨,V,N)であり,(8)を直接,代入することはできない･そこで,

ヤコビヤンを使って(E,V,N)をh V,N)に変換する必要がある･それを行うと,

-p(ap/aE)V,N-(ap/aV)N,E-(ap/aN)E,V+p(ap/aE)V,N

- ト p(∂p/∂7)V,N

-((∂E/∂7)V,N(∂FL/∂V)N,7-(∂E/∂V)N,7(∂FL/∂7)V,N)

-((∂E/∂7)V,N(∂p/∂N)7,V-(∂E/∂N)7,V(ap/∂7)V,N)

+p(∂p/∂7)V,N](∂7/∂E)V,N

そこでこれに(8)の結果を代入すると
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(9)- [-[詣%(一別

一犠(F+瑠)品(蒜)一品(F+甥は (蒜)】

一怯(F+瑠 )慕(-罪)一品(F+瑠 )A(-罪)]

+[(描 )A(詣)]](∂7/∂E)V,N

= 0.

これは,Gibbsのモデルからでてくる(8)のような性質の関数,つまりHelmholtz関数Fが存在

条件(6)の解になっていることを示している.一般的な結論として,Helmholtz関数の存在が,そ

の系の可積分性と裏と表の関係 (同値関係)になっていることがわかる.上の計算はGibbsの分

布という一つの近似モデルについての話であり,多粒子系が存在条件(6)を普遍的に満たすこと

の統一的な証明ではない.いちいち正否を照合してゆく道筋における一つの例である.

5 あとがき

以上は,存在条件(6)が''存在"することのlogicalな顛末である.ひるがえって,現実の物理

において温度が存在しない,エントロピーが使えない物理対象などというものを考えることがで

きるであろうか.できないことをすべての経験が示している.この事実は,自然界はすでに存在

条件 (6)を周知していて,この条件を広く,ミステリアスに満たしていることを示している.運

動する物体がNewtonの第二法則に従うことを知っているのに似ている.以上,前と,後に述べ

たことの大きな落差,ギャップこそが,熱力学の基本的な性格を物語っていると思われる.つま

り熱力学はすでにある条件によって精妙に用意されたもののみ,それ以外はなにも扱っていない.

熱力学における平衡状態の定義には,不可欠の要素としての可積分性がある.どのようにそれが

生み出されるのか･多数の粒子からなる系がなぜいつもこのような微分方程式(6)に従っている

か･存在条件(6)を自然の法則としてあからさまに仮定するのは,あくまで経験則としてである.

附記:1一般的な場合の可積分性

平衡状態は内部エネルギーEと容量性の変数xl,…,X,で表されるとする.熱を表す微分形式

uq-dE-Xldx1- ---xrdxr

は,示強性変数X1,...,X,が次の条件

(10)

Xi(∂Xj/∂E)+(∂X3･/axe)-XJ･(∂Xi/∂E)+(∂Xi/∂x2), i<3,令,∫-1,･･･,r･ (ll)

を満たすとき,そのときに限って可積分となる.

証明 :Frobeniusの定理 [2日3],[6]によって,可積分性は各点の近傍でdwq-0∧uqを満たす微分
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形式0が存在することと同値･ここで0-adE+∑;=1bidxiと置く.
㍗ ㍗

duq - - ∑ (∂Xi/∂dE)dE∧dxi-∑ (∂x,･/∂xi-∂xi/∂xj)dxi∧dxj.
i-1 i<j

r r

Ôwq - -∑ (aXi+bi)dE∧dxi-∑ (biXj-bjXi)dxi∧dxj･
i-1 i<3'

(5)において右辺,左辺の比較から未知数a,bi,i-1,…,rに関する下記の一次連立方程式を得る.

aXi+bi- aXi/aE, i-1,",r

biX,A-bjXi- ∂Xj/∂xi-∂xi/∂xj, i<j,i,i-1,...,r. (12)

Cの存在と方程式(12)が解a,bi,i-1,･･.,rをもつことと,さらに(ll)が同値.Q.E.D

附記2:積分因子の存在と一意性

積分因子βは,方程式(aln(7)/∂E)ニーa,(∂ln(7)/∂xi)--biによって定められる.積分因子

が示強的な変数であるという仮定を追加することにより,附記1の連立一次方程式にaE+bl:rl+

...+b,xr-0が追加される.これによってa,bi,i-1,...,rが一意的に定まる.

附記3:エントロピー関数の存在

上のFrobeniusの定理は点の近傍で成り立つという形でまとまっている.これに続き,存在条

件(6)または(ll)が成立する領域内で,領域内の点qを通る大域的な等エントロピー面を,qを含

む連結成分Sqとして与えるトポロジーが存在する (Chevalleyl7])･Sqは極大である,つまりq

を通る開集合としての等エントロピー面はすべてSq8こ含まれる･二つのSq,和 こついてSq-SL
またはSqnSL-4･･Sqが二つの開集合の和なら,一方は空集合¢･またuqSq-M･
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