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レベル 4の多重 L値について

金子昌信 (MasanobuKANEKO) 

九州大学数理学研究院 (Facultyof Mathematics, Kyushu University) 

ー レベル 4の多重 L値

故荒川恒男さんと [2] で導入した，いわゆる荒川—金了ゼータ関数というもの，それは多重ベルヌーイ数

と多重ゼータ値とを結びつけるような対象であるが，その類似物ないしは一般化を都立大の津村博文さん

と，長年に渡って研究している．今回の「諸相」集会では，その共同研究の中から，「レベル 4」の荒川—金

子ゼータ関数の考察を通して立ち現れてきた，レベル4（あるいは導手4)多重L値にまつわるいくつかの

現象，公式などをお話しさせて頂いたこれらの中には，単なる一般化のための一般化に留まらないような

面白そうなこともあるかと思っている．詳細は津村さんとの共著論文 [12]を参照して頂くとよいと思うの

で，ここでは証明は省いて，概略の紹介にとどめようと思う．

多菫L値というのは，多重ゼータ値に指標を乗せた一般化であるが，指標の乗せ方に二通りあって，そ

れぞれ以下のように定義する．

L山 (k1,...,kr; Xi,...，知）＝区 x1(m心 (m2-m1) ・ ・ ・沿(mr-mr-1) 
k1_k2 
叫叫

k 

l'.Sm1<…＜叫 ··•m;:" 

x1(m心（四）...沿(mr)
柘 k2
叫叫

k ··•m;:" 
L.(k1,..., kr; Xi,・・・, Xr)＝区

l<'.m1<…＜mr 
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ここに KIたちは正整数， XiはDirichlet指標で， kr= 1のときは収束のための条件がいるが，立ち入らな
ぃ．記号が示すように，には「積分シャッフル」積， L.の方は「級数シャッフル」積（あるいは調和積）

に従う．以下用いるのはもっぱら L山の方である．これら多里L値の基本的な性質，正規化や導分関係式

などについてかつて荒川さんと [3]を書いた．

さて X4を導手が4の（唯一の）原始的 Dirichlet指標とし， Xiがすべて X4の場合を考える． X4は偶

数で値0をとり，奇数nでは X4(n)= (-l)(n-1)/2であるから，定義よりただちに

L山 (k1,...,kr;X4,...,x4)= L 
1<:m1 <・・・<=r 
mj司 mod2 

(-1)(mr-r)/2 

m↑・・・mが'
(3) 

であることが分かる．これは k,= 1であっても，和の範囲を 1:S: m1く ・・・<m,<Mとした有限和の

M →OOでの極限値として意味をもつ．ら(l;X4)は有名な Leibnizの

1 1 1 1r 
Lw (1; X4) = 1 --;; + ~ -;; + ・ ・ ・ = ~ 

3 5 7 4 

である． 記号の簡便化と，後の都合上2のベキをかけたものをfで表すことにし，多重f値と呼ぶ．

定義 1.1自然数の糾 (k1,...,k,)に対し多用f値を

T(k1,..., kr) := 2rに (k1,...,kriX4,・ ・ ・,X4) = r L 
l<;m1く・・・<mr
m3~ 三jmod 2 

(-l)(mr-r)/2 

m↑'·••m夕r
(4) 

で定義する．
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我々は以前 [10,11]において「多重T値」というものを導入し調べた．その定義と対比させるならば，

T(k1,••·,kr)=2rL山 (k1,...,kr;x~,...,x~) = 2r こ
1 

kl k m 7冒

1さm1く・・・<mr 1 ・・・mr 
m3亘;mod 2 

(5) 

となる．

多重f値の一つの積分表示が

T(ki, k2,..., kr) 

= J •..J 2dtl 些．．．竺 2dt 竺．．．竺．．．．・ • 2dt 竺．..生
l+ttt2 t l十炉 t t, l十炉 t tk 

(6) 

0くいく…<tK<1 ‘ ‘ ‘ 
k1-l 柘ー1 kr-1 

で与えられるが（租分変数の添え字を一部省略している）， T値ではこれが

T(k1,k2,...,kr) 

= 1 •..J 2dt1 生．．．竺 2dt 竺．．．竺．．．．・ • 2dt 竺．..生
1 -tf t2 t 1 -t2 t t 1 -t2 t tk 

(7) 

O<t1<…<tで1‘‘‘
k1-l 朽ー1 kr-1 

であった．ここで K ＝柘十 •••kr である．この稜分表示によって多重 f値が多重ゼータ値（および多重 T
値）と同じシャッフル積，例えば

T'(2戸＝ 2T'(2, 2) + 4 T'(l, 3) 

のような積を和に変える関係式を満たすことが分かる最後の成分が1でも収束するので，

T'(1)2 = 2 T'(l, 1), T'(l)T'(2) = 2 T'(l, 2) + T'(2, 1) 

のような式も「正規化」をせずとも成り立つ．

さてこのような対象を定義すると，それらがQ上生成するベクトル空間を考えるのが通例である．すな

わち，テを

，
 

元
00

区＝
 

~T k=0 

元＝Q, 元＝ L IQ)-T(k1,...,k,) (k?:1) 
1<r<k• 
K1 9 • ・.，Krこ1
虹＋ • • •+Kr=k• 

で定義する．シャッフル積があるので，テは自然に Q代数となる．例の如く数値実験をして (Pari-GP),

元の次元dk, また，深さが偶数／奇数のみのf値が張る空間の次元dk,evおよび dk,odの予想値を表にする
と次のようになった．

：之IEI ; I予I§ I ; I与I合I:,： I合1岳I苔I苔
深さの偶奇が異なる多重f値は独立であると思われ，数値実験した限り（重さ 11まで） dk= dk,ev + dk,od 
が成り立っている． またこの範囲で， k>lが偶数なら dk= 2dk-lおよび dk,ev= dk,odが成り立ってい

るが，そうなるべき理由は今のところ分からない．

また，実験をする中に，多重T値はすべて，深さが偶数の多菫f値の一次結合で書けると予想し講演で
述べたのであったが，それは直ちに広瀬稔氏，梅澤瞭太氏によって指摘された如く，積分表示と，反復積分

の積分区間を分割したときの “path-compositionformula’'と呼ばれる公式を使えば証明できることであっ

た ([12]に証明を書いた）．
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2 「高さ 1」の多重f値
反復積分表示を用いた，今やスタンダードな手法によって，インデックスの成分が最後のもの以外はすべ

て1であるようなもの ('height1'）の母関数を計算することができる．古典的な多重ゼータ値や，前に調

べた多重T値の場合はガウスの超幾何級数2凡がそこに現れたのであるが，今度は Appellの超幾何が登

場した．結果だけ紹介する．

多重ゼータ値，多菫T値の場合の公式は，

1 ―こく（~'..., ~,m+ l)Xm忙＝
f(l -X)f(l -Y) 

-～一ノ r(1-X-Y) 
=2凡(X,Y;l;l)―1

m.n= ”―1 

および

00 
2 r(l -X)r(l -Y) 

1一区 T(_l,...,~,m+ l)X吋 n= ~2Fi(l -X, 1-Y; 1-X -Y;-1) 
-～一ノ r(1-X-Y) m,n=l n-1 

であった ([1,4, 11]）．ここに 2凡(a,b;c;z)はガウスの超幾何級数である．

対応する多重f値の母関数を計算すると，

こ和，
2 

・ ・ ・, 1, m)xm-lyn-l = ~F1(l -X; 1-iY, 1 + iY; 2 -X; i, -i) ~,,-- - 1-X 
m,n>1 n-1 

となる．ここに凡は Appel]の超幾何級数

00 

凡(a;b心；c;x,y)= L (a)m+n(b山 (b2)n m n 
(c)m+nm!n! 

X y 

m,n=O 

である．

多里ゼータ値やT値の場合は，インデックスの最後の成分が2以上でないと収束しないので，麻さ 1の

値すべての母関数を考えていることになるが， f値の場合は最後の成分が1でも収束するため，このような
母関数を考えることをどう正当化するのか，よく分からない面もある．しかしともかくも，新たに Appell

の超幾何が現れ出るというのは面白いことと思う．

3 特別な多重T値の関係式と Entringer数

ィンデックスの成分のうち一つだけが2で，あとは 1であるような，特殊な多重f値がある線形関係式
を満たして，その係数に 「Entringer数」という，組合せ論的に面白い数が現れる．この節ではこれを紹介

する．

その関係式というのは次のものである．

定理 3.1 各自然数 nに対し，

文～
j 

E(n,j)T(l, 
T(n+ 1) (n:奇数）

3=1 一←↓）＝｛T（n+1) （n：偶数）

が成り立つ．

(8) 

この旧(n,j)がEntringer数で，対称群Sn+lの‘down-uppermutation'でj+lで始まるものの個数，と

して定義される．
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Ent ringer数と言っても馴染みのない方も多いのではないかと思われるので（我々も全く知らなかった

が，例によって Sloaneさんの OEISで見つけた），ここで少し，その組合せ論的背景である ‘alternating

permutations'について概観しておこうと思う．より詳しくは Entringer[5]や Stanley[13]を参照

対称群品の元aを通常の如く {1,2,...,n}からそれ自身への全単射と見たとき，

a(l) > a(2) < a(3) > ・ ・ ・ 

と，行き先が順に下がって上がってをジグザグに繰り返すような置換を ‘down-uppermutation'，また

a(l) < a(2) > a(3) < ・ ・ ・ 

と，上がって下がってを交互に繰り返すものを ‘up-downpermutation'といい，総称して ‘alternatingper-

mutation'もしくは ‘zig-zagpermutation'という．品の元を， a(i)= a; (l :c::; i :c::; n)であれば(a直2・・・an) 

のように表記することにすると，対応 (a四2...%）⇔ (n+ l -a1, n + l -a2, ・ ・ ・ n + l -an)によって

down-up permutationとup-downpermutationは一対ーに対応し，それぞれの総数は等しくなる．そこで，

恥：＝品の down-uppermutationsの総数

と定義する． up-downpermutationsの総数としても同じである．ふの元（1)はdown-uppermutationでも

あり up-downpermutationでもあると思うことにして恥＝ 1, また E。=1とする．たとえば4次対称群
品では，（2143),(3142), (3241), (4132), (4231)の5つが down-uppermutationsのすべてであり，恥＝ 5 

である．はじめのいくつかを表にしておくと

n 10111213141 5 I 6 I 7 I s 

，
 

10 

厄nI 1 I 1 I 1 I 2 I 5 I 16 I 61 I 272 I 1385 I 7936 I 50521 

表 l：恥（0<:'. n <:'. 10) 

この広は Euler数とよばれることもある数で，その母関数として

(X)XN  

secx+tanx= LlEnS 
n! 

n=O 

(9) 

が知られている ([13,Theorem 1.1]によれば少なくとも 1879年の D.Andreという人の論文に遡るらし

い）．通常 Euler数は
oo 

どEn
xn 1 
＝ 
n! coshx 

n=O 

(10) 

で定義される Enのことを指すことが多いと思うので，ここでは記号（フォント）を変えてみた． coshxは

偶関数だから nが奇数の Enは0で，偶数番目が E2n= (-ltE2nという関係にある．奇数番号の囮2n+l

は通常 ‘tangentnumber'として知られる数に他ならない．

屈関数(9)の一つの証明は，まず漸化式

En+2 = ~ (~)E虞n+1-k (n 2 0) 

を組合せ論的に証明する．それには， Sn+2のdown-uppermutationのうち，左から k+l番目に初めて 1ま

たは n+2 が来るものの総数を数えると (~)lEklEn+l-k となることを示す．そのときに down-up permutation 

とup-downpermutationの総数は等しいということを使う（すなわち， Kの偶奇に応じて， k+2番目以

降が up-down または down-up となる）．この漸化式から母関数 f(x) ＝区~=O]E叶名の満たす微分方程式

J"(x) = f(x)J'(x), f(O) = j'(O) = 1 

が得られ，この唯一の解がsecx+ tanx (= tan(! 十〗））となる．
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Ent ringer数というのは，この Euler数 lEnの細分化である．慣例で一つインデックスがずれるのだが，

〇:::;j:::;nなる n,jに対し（先にも書いたように），

JE(n,j)：＝対称群Sn+lのdown-uppermutationでj+lで始まるものの個数

で定義される． JE(O,0) = 1とおく．

例えば先に挙げたふの 5つの例で見ると，先頭の数に従って，

JE(3, 1) = 1, JE(3, 2) = 2, lE(3, 3) = 2 

である． O"(l)= 1である置換はもう下がりようがないから， n>lならば down-uppermutationはなく，
lE(n, 0) = 0である． Entringer数はまた漸化式

JE(O, 0) = 1, JE(n, 0) = 0 (n > 0), 

JE(n,j) = JE(n,j -1) + JE(n -1, n -j) (n :::> 1, 1 <:: j <:: n) (11) 

によって決まっていると言ってもよい．この漸化式は， E(n,j)＝区?-;_,E(n -1, i)を示すことにより得
i=n-J 

られる．これは演習問題ということにしておく．（より直接に (11)を示せるのか，よく分からない．） E(n,j)

のいくつかを表にしておく．

ロ ゜1 2 3 4 5 
゜

1 

1 

゜
1 

2 

゜
1 1 

3 

゜
1 2 2 

4 

゜
2 4 5 5 

5 

゜
5 10 14 16 16 

6 

゜
16 32 46 56 61 

7 

゜
61 122 178 224 256 

表 2:JE(n,j) (D <:: n, j <; 7) 

この Euler数島を使うと，‘深さ 1'のT値およびf値が統一的に

~ (n+ 1) （n: odd) } = lEn T n+1 

T(n+1) （n : even） 可い

6 7 

61 

272 272 

(12) 

と書ける．ここでの nの偶奇は定理 3.1でのそれと逆である．つまり定理は，「難しい」方の深さ lT値お

よびf値が左辺のように， Euler数の細分である Entringer数を使って書ける，と見ることも出来る．何
か玄妙な感じがする．

低い重さの例を（左辺と右辺を逆にして）挙げておく．

例 3.2

T(3) = T(2, 1) + T(l, 2), 

T(4) = T(2, 1, 1) + 2T(l, 2, 1) + 2T(l, 1, 2), 

T(5) = 2れ2,1, 1, 1) + 4れ1,2,1,1)+5和，1,2, 1)＋近(1,1, 1, 2), 
加） ＝5れ2,1, 1, 1, 1) + 10れ1,2, 1, 1, 1) + 14和，1,2,1,1)
+ 16れ1,1,1,2,1)+16れ1,1, 1, 1, 2), 

T(7) = 16'I'(2, 1, 1, 1, 1, 1) + 32れ1,2, 1, 1, 1, 1) + 46'I'(l, 1, 2, 1, 1, 1) 
+56れ1,1, 1, 2, 1, 1) + 61穴1,1, 1, 1,2,1) +61れ1,1, 1, 1, 1, 2). 
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定理の証明は， n2'. 1に関する帰納法と母関数の計算である．興味のある方は論文 [12]を参照いただき

たい． Entringer数の2変数母関数を書いておくと，

oo k 

ここ厄(k,l)~ 叫＝ COSX+siny 
k=O l=O 

(k-l)! l! cos(x+y) 
(13) 

となる．

上付き指数が負の「多重ベルヌーイ数」はいくつかの面白い組合せの数としての解釈を持つことが知ら

れ，その類似や一般化の研究が多くあるが，「多重ゼータ値側」でこのような組合せの数が現れたことは余

りないように思う ((12)はその一例ではある）．なぜ定理の関係式の係数に Entringer数が現れるのか，そ

の内在的な理由を問うのは当然の問題である．これについては名古屋大学の梅澤瞭太氏が，定理 3.1の「レ

ベル6」版を見つけていて，そこにやはり Entringer数が現れるのだが，その組合せ的理由を明らかにして

いる．その考察が我々の場合にも適用されるのだと思われる．いずれどこかで発表されることと思う．

4 二重f値とモジュラー形式
論文 [8]以来，二重ゼータ値とモジュラー形式（あるいはモジュラー形式に付随する周期多項式）の関係

は様々な観点から興味を持たれ続けているが，このf値についても同じような現象が存在していると思わ
れる．今のところ，数値的に観察された予想でしかないが，この場合にも面白いことが起こっているのは確

実に見える．同じ研究会で発表された，広瀬稔氏の研究 [9]とも関係があるはずと思うが，今のところよく

分からない．どなたか興味を持って下さって証明をつけて下されば，我々としてはありがたく思う．

自然数 N=2および 4と，偶数 k2'. 4,そして 1<:: j <:: (k -2)/2なる jに対し，有理数係数の多項式

ぶ，k,j(X)を

_ •--• Nk-2□ 1 ¥ 1 
sN,k,j(X) = TTxk-2Bい（ロ一石尻(X)

- KB砂 K-2]（1-2 2] XK 2 1 -2 k+2J 1) 
2j(K -2j)恥 1-2-K N ― 1 -2-K 謬

によって定義する．ここに Bnはベルヌーイ数で， B~(X) は通常のベルヌーイ多項式から項 nB1xn-l を

取り去ったもの：

B~(X) ＝゜互じ）凡Xn-J.
3:even 

さらに，このぶ，k,j(X)をつかって PN,k,j(X)および P以，J（X)を

および

PN,k,j(X) = (-2X +2)k-2ぶ，k,j( 
X+l 

-2X+2) 

p（土） 1 
N,K,J(X) ＝ -（PNK,J(X)士PN,k,j(-X))

2 

として定義する．このとき我々の予想は

予想 4.11} N = 2または 4,偶数 k2 4,および 1~ j ~ (k -2)/2を満たす自然数jに対し，多項式

P贔(X+l)を
誓 i(X+ 1) =旦（k~ 2)x' 
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と書く（各係数 a，は N,k, jに依っている） ．このとき，二重 T値の関係

k-2 
区a立(i+l,k-i-1)=0
i=O 

が成り立つ． Pit);(X)(1 :S j'.S (k -2)/2)が張る Qベクトル空間凶，Kは [(k-2)/4]次元で，この数が重4,k,j 
さKの二重テ値の間に成り立つ独立な線形関係式の個数に等しいであろう．多項式 Pi,tし(X)たちは Vi,k
に含まれ，その [(k-2)/6]次元の部分空間を生成する．

2)N=2または4,偶数k2': 4,および 1::; j ::; (k-2)/2を満たす自然数jに対し，多項式P応し(X+l)
を

k-3 

心，i(X+l) ＝こ刈k~2)x•
と書く．このとき，二重T値の関係

k-3 
Lb; T(i + 1, k -i -l) = 0 
i=O 

が成り立つ．
p(-） 
4,k,j (X) (1 :S j :S (k -2)/2)が張る Qベクトル空間 Wkは[k/4]-1次元と予想される．一方璽さ K

の二重Tの次元はk/2-2であると予想される．

注意 4.2i)ここでの多項式SN,k,j(X)は， Fukuhara-Yang/6)における周期多項式亡(Rr0(N),k-2,2j-l)(X) 

である．彼らは，合同群 fo(N)に関するある特別な cuspform Rr0(N),k-2,2j-lに対する周期多項式を具

体的に計算し，いろいろな性質を証明している．

ii} 1)における [(k-2)/4]という数は， fo(4)および fo(2)に関する重さ Kの cuspformsの空間の次

元の差 dimSk(r0(4)) -dimSk(f0(2)）に等しい． そして，差 [(k-2)/4] -[(k -2)/6]がfo(4)に関する

重さ Kの ‘newforms'の空間の次元になっているまた， 2}の [k/4]-1という数はdimSkげo(2)）に等

しく，一方 k/2-2= dim品（恥（4))である．二重T値の，残り k/2-2 -([k/4] -1) = [(k -2)/4]分の

関係式を周期多項式からどう与えることが出来るのか（或いは出来ないのか）は今のところ分からない．

iii} Fukuhara and Yang /7, Cor. 1.9} (resp. /6, Cor. 1.5))によれば，多項式品，k,j(X)(resp. 82,k,j(X)) 

たちは k/2-2 = dimS以応（4))次元 (resp.[k/4] -1 = dimSkげo(2)）次元）の空間を張る．

例 4.3i} N = 4, k = 6, j = lに対し，

ぷ，6,1(X)＝一杯＋ ；炉—喜， p畠(X)= X4 -10炉＋1

および

P畠(X+ 1) = -8 -16X -4炉＋4炉＋x4

= -sG)-4G)xー芸G)x2+ 1. (:)x3 + 1. (!)x4 

= -~ (24G) + 12G)x +2G)x2 -3(:)x3 -3(!)x4) 

これに対応して，

24T(l, 5) + 12f(2, 4) + 2T(3, 3) -3T(4, 2) -3T(5, 1) = o 

が数値的に（たとえば小数点以下数百桁くらいなら難なく）確認される．

ii} N = 2, k = 8, j = 2とすると

1 1 
B2,s,2(X) =-—炉＋ x4

1 1 
- --Xバー

17 4 8 136' 
2 

P畠(X)= -~(5X6 -61X4 -61Xバ5)
17 
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および

2 
P旱(X+ 1) = ~(112 + 336X + 352X2 + 144X3 -14X4 -30X5 -5Xり

17 

＝喜 (112(~) +56り）い胃（応9(［）炉
号(!)x4_ 5心）炉ー5(：に）

やはり数値的に，高い精度で

352 ~ 36 ~ 14 ~ 
112r(1, 7) + 56T(2, 6) + ~T(3, 5) + ~T(4,4) -,Sr(5, 3) -5T(6, 2) -5T(7, 1) = o 

15 5 15 

が確認できる．

iii) N = 4, k = 8, j = lなら

~ 208 
84,8,1(X) = ~X6 

16 7 
-X4+ x2 

19 

51 3 6 408' 
P畠(X)= 640 

17 
（炉 8炉＋X)

および

P畠(X+1)＝悶 (6+ 18X + 14X2 -2X3 -5X4 -Xり
＝悶 (180（ば）＋90り）X+28じ）x2_ 3G)x3 _ 10(1)x4 _ 5G)x5) 

対応する予想式は

180T(l, 7) + 90T(2, 6) + 28T(3, 5) -3T(4, 4) -10T(5, 3) -5T(6, 2) = 0 

で，実験的には極めて確からしい．
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