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1.はじめに

約 15年程前に,大型の電子計算機が使えるようになった時,相転移の統計力学をコンピュ

ーターで解いて見ようと考えた｡すぐ思いついたのは,小さな系の状態和を厳密に求める方法

であった1.)しかし,これには,限界のあることがわかった｡スピン数NがN-27位のイジング

模型の状態和を求めるのに,その当時の東大の大型計算機で2時間半もかかった｡〃を少しず

つ大きくして,比熱等が漸近的にどう変化するかを調べて,臨界現象を研究しようとすると,

どうしても,もっと大きなNk対して計算する必要にせまられ,モンテカルロ法に頼らざるを

得なくなった｡イジング模型のように,古典的に単に状態に関する和がとれる場合は,比較的

簡単であり,世界各国で多くの計算が行われた｡

ところが,量子スピン系の統計力学になると,まず,ハミル トニアン〟を対角化してから,

状態和を計算しなければならず,まともに計算出来るスピン数NQも せいぜい,N≦20である｡

これでは,ハイゼンベルグ模型のような量子スピン系の臨界現象の研究は,とても覚束無い｡

何とかして,量子スピン系のモンテカルロ･シミュレーションが出来ないものかと長年考えて

いたところ,模型の等価性を研究している際に,それが可能であることに気がっいた｡要する

に,d次元の量子スピン系を(a+1)次元のイジング模型 (多体力も現れる)に変換する方式

である2.)～4)

このように,一見困難と思われていたような計算が実際に可能であることが-たん示される

と,世界各国で競って多くの計算が行われるようになった50)～16)

大型計算機の発達と共に,上にあげた量子系のモンテカルロ･シミュレーションの例のよう

に,何をどんな方法で計算し,そこから,どんな物理をひき出すか,逆に,どんな現象を兄い

出すのには,どんな方法が計算機を使 う上でもっとも有効かという,言わば,

｢computationics｣

とも呼ぶべき分野が必要になり,大きく発展するであろう｡以下に述べる事は,その一つの試
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論とでも言うべきものである｡

2.相転移 ･臨界現象とモンテカルロ･シミュレーション

臨界現象の一つの大きな特徴は,臨界点に近づくにつれて,緩和時間が限りなく長くなるこ

とである｡これは,臨界緩和現象と呼ばれ,緩和時間をTとすると,一般に,転移点差 の近傍

で,

T～(T-Tc)-A (2.1)

のような異常性によって特徴づけられる｡ここに,』は,臨界緩和指数と呼ばれる指標である｡

動的な分子場理論17)では,』-1であり,vanHoveのconventionaltheoryでは,』-γ(但

し,再ま秩序パラメタの応答の臨界指数 )である｡実際は,例えば,動的イジング模型17),18)

で高温展開法19)を用いて調べてみると,

A>r (2.2)

となり,A-γ-や>0という動的臨界現象に固有な指数が現れることがわかった三9)最近のく

り込み群の理論20)～22)によっても,このことは確かめられている｡

いずれにしても,このように,臨界点近傍では,平衡に近づく時間が極めて長いため,モン

テカルロ･シミュレーションで研究する場合,計算時間が長くかかり過ぎるという問題が起る｡

これを克服するには,有限サイズ･スケーリング理論23),24)を用いて,モンテカルロ･シミュレ

ーションの結果を解析するか,モンテカルロ･くり込み群の方法9),25)を用いるのが有効である｡

a)有限サイズ･スケーリング理論23),24)

これは,秩序パ ラメタ,例えば,磁性体の磁化77tが,それに共役な外場,例えば,磁場kと

温度差 6-(T-Tc)/Tc,及び体系のサイズLとの関数として,次のようなスケーリング則24)

7n(E,A,L,i)-LIPyf(k6-P∂,eLl/y,tLl (2･3)

を充すということを主張するものである｡ 但し,ここに,P,♂,U,Zは,通常の臨界指数で

ある21)特に,動的臨界指数Zは,(2.1)のAと,A-リZによって関係している｡(2.3)を数

値計算の結果にフイットさせて,P/U,P∂,y,Z等を決定することが出来る｡例えば,サイズ

Lの体系では,臨界点 T｡上での磁化M(L),比熱C,磁化率 xo(すべて1スピン当り)tま,

M(L)-Ld-A/V,C～L2/y-a,xo-L2-か (2･4)

となる｡(2.4)の最後の式から,相関の臨界指数 符を求めることが出来る｡また緩和時間 Tは,

7 .- 上 Z
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によって,計算することができる｡

b) モンテカルロ･くり込み群の方法

これは,くり込み群の理論における自由度の消去,すなわち,セル内のスピンの トレースを,

モンテカルロ法を用いて計算機で実行する方法であり,大変有効である｡

この方法は,a)の方法と共に今後大いに利用されるであろう｡特に,量子スピン系にも有効に

利用されるようになってきた9.)

5.量子系のモンテカルロ法

基本的なアイデアは,量子系と等価な古典系の表示を作 り弓),3)それにモンテカルロ法を適用

する4)ことである｡すなわち,d次元量子系が(d+1)次元古典系に変換されるという定理3)

を用いる｡これは, 1次元増すことによって量子効果をとり入れる訳であり,ファイマンの経

路積分に対応する｡これを代数的に表現すると次のようになるo今,(Aj)(j-1,2,･･･,p)

という互に非可換な演算子に対して

P P

Hexp(,写1Aj)-(∩expAj)服 言(,glHA,lf)2exp(誓 $1日Ajll)(3･1)ノ=1

が成立する20)ただし,‖袖 も Aのノルムを表わすoしたがって,‖Aj日が有限ならば,
P

･i-(岩 exp(三A,))n-exp(j;lAj) (3･2)n→∞)=1

が成 り立っoすなわち,非可換な演算子Ajの和の指数関数を,それぞれの指数関数の積で近

似することが出来る｡その精度は一般に,1/nのオーダで,nの増加と共によくなる｡(3.2)

式の両辺を,適当な表示を用いて,行列要素で表現すると,左辺には,中間状態がn- 1個現

れるため,くくn一方向Dに次元が一つ増した体系に変換される｡もし,ノ､ミル トニアンが,短距

離カの局所的な相互作用の和で表わされるならば,上の公式 (3.2)で,左辺の等価な相互作用

は,やはり,局所的なものになることが容易にわかる3.)こうして,d次元量子系の状態和は,

適当な (a+1)次元の古典系の状態和と等しくなり,結局,量子系のモンテカルロ法が可能と

なる2.)～4)

以下に,この方法に基づく研究の要点と問題点を列挙したい｡

a)suzuki-Miyashita-Kuroda4)

これは,上の方法を用いて量子スピン系のモンテカルロ･シミュレーションを行った最初の

論文である｡

a-1) 1次元スピン系｡まず,この方法の有効性を確かめるために,1次元スピン系を調
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べた｡等価なイジングスピン系は,図1のような2

次元4体力イジング模型となる｡ 黒の各セルの4つ

の格子点上のスピンが,4体力 6iOjOkOlと他の2体

力との和で表わされるような力で相互作用している｡

1次元ⅩY-模型のエネルギーを計算すると,図2

のようになり,Suzuki26)のpair-product近似 (上

の方法のn-1に相当する近似 )とKatsura27)の厳

密解の中間にあり,kBT=2Jのところまでは,非常

に良い近似になっており,n-2にすると,九-1

r
J
山

▲

丁
.
l
l

-
1

1 2 3 -------- k.T/J 5

Fig･&.Temperature･dependence of the total
energy forthe one･dimensionalquantum
xy_m.del(N=33,7Z-2);"PairProduct"

meanstheanalyticsolutionforN-∞,n=1,
and"Katsuranmeanstherigoroussolution

ofthismodeL

図2. 1次元XY一模型のエネ
ルギーの温度変化4)

(pair-product)に比べて,さらに,･低温まで(kBT

=Jのところまで)近似がよくなる｡1次元ⅩY一模

型の垂直帯磁率を図示すると図3のようになる｡や

はり,エネルギーの場合と同様のことが言える｡1

次元量子ハイゼンベルグ模型の比熱を求めると,図

4のようになる｡有限系の厳密解から,外挿して求

めたB｡nn｡r-Fisher2可 の結果と大体一致する｡

a-2) 2次元XY-模型｡

次に2次元XY一模型のモンテカルロ･シミューレ

M
f.HN
rW

-

2O
'

α

SI S2 SIN SN.T

Fig.1.Structureoftheeffectivelatticefor,王-2
inone-dimension.

図1. 1次元量子スピン系と等価
なイジングス =̂

:
2二花

lⅦトロ
系ンど

0 1 2 3- Lk.丁/J 5
Fig息 Temperature･dependenceoftheperpen･
dicularsusceptibilityfortheoムe･dimensional

quantum XY-model(N-33.n-2).

図3. 1次元XY一模型の垂直
帯磁率4)

0 1 2 3 kJ/J 5

Fig･ず.Temperature･dependenceoftheenergy･
correlation (orspeciacheat)fortheone-

dimensionalquantun Heisenbergmodel(N
-33,72-2).

図4. 1次元バイゼンベルグ模型

の比熱 4)

-シヨンを行ってみるとき)比熱は,図5のようにな
'll)

り発散しないらしいが,帯磁率は,図6のように,ある温度 (すなわち,Kosterlitz-Thouless

温度 )TKSの近傍で発散することがわかる｡ これは,§2で述べた,有限サイズ.スケーリン
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グの解析法にならって,スピン1個当りの帯磁率のサイズ〃依存性を調べたものである｡

8
hr
fh.三
へ｡qJ

U
T
-
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N=9x90
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Fig･吉･Size-dependence ofenergy-correlation
(orspeci五cheat)forthetwo･dimensional
Ⅹy.model.

‥
r
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ミ
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-

〇
〇

･:
●○
eo昏

N=30x30o

N=15x15O

N=9x9e

1 2 3 --一･･･一 kBT/J5

Fig.丘 Temperature-andsize･dependenc｡｡f

stlSCePtibilityintheXY･planeforthetwo-
dimensionalXY_model.

図5. 2次元XY一模型の比熱4) 図6. 2次元ⅩY一模型の帯磁率4)

b) Raedt-Lagendijk5)

1次元フェルミ格子系に適用し1,2),13)熱力学的関数を計算機で求めた5.)また,ボーズ系及び,

スピン系とボーズ系の結合した系にも,上の方法を応用した30)

C) Hirsh-Scalapino-Sugar-Blankenbecler14)

1次元フェルミ格子系に対し,上の方法を少し改良し,等価な格子を工夫し,elementary

interactionを一つおきに選んで,二つに分類し,非常に計算の効率を上げるのに成功し,棉

関関数や構造因子を求めた｡Hubbardmodelにも適用し,スピン密度波の相関関数

sDW(i)-(-1)l<SLZ.lSLF>

を計算し,/の増加と共に単調に減少する,もっともな結果を得ている｡但し,

(3.3)

SLZ-喜 (nLr nii)
である｡その他chargedensitywaveの相関等も調べている｡詳しくは原著を参照して欲しい｡

d)Wi｡sler7)

1次元スピン系で, トロツタ一方向のnの数を増すと共に,計算精度がどのように変化する

かを調べ,モンテカルロのステップ数を一定にして,nを大きくすると却って精度が落ちるこ

とを指摘している｡これは,nと共に途中で部分ボルツマン因子が零になり不要な配位もどん

どん増していくからである｡これを取り除くようにして,nと共にステップ数を増やしてやれ

ば精度が上がる｡

e) DeRaedトDeRaedt-Fivez-LagendijklO)

2次元XY一模型を,上の方法で研究した｡くくn方向"のnの数をn-1,2-8まで順次に増

していき,系のエネルギーや比熱がnと共に見事に収束することを確かめ,物理的には,量子

系でも,2次元XY一模型では,渦形成,特に,渦間の強い相関,すなわち,渦対の形成が重要
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であることを兄い出した｡

f)Cullen-Landau6)

最近,上の方法の有効性を確かめ,方法の問

題点を解決するために, 1次元量子ハイゼンベ

クグ模型とXY一模型を徹底的に上の方法で3),4)

調べた｡その結果,図7-図15に示されている

ように,部分ボルツマン因子が零になるたびに,

その配位を除くという当然の処置を正しく行い,

nの増加と共に,その操作に要する分だけ,モ

ンテカルロ数を増やしながら,nを増していく

と,すべての物理量が,n～8位ですでに,図

7-図15からわかるように,ごく低温を除い

てくく正確な''解によく収束していくことがわか

る｡

このCullen-Landauの仕事は,今後もっと

高次元の現実的な系に,上の方法を適用してい

くときに,大変良い指針を与え,勇気づける｡

〇･5 kT

J

FIG.q_Tempera(uredependenceol【heenergyinthe
feTrOmagnetjcHeisenbergmodel.Theboldsolidlineis
thecalculationofBonnerandFisher(RefB )andthedot･
tedlinetheexactm=lcalcuJationofSuzuki(Ref.261.

Thelightersolidcurvesaremere)ytoguidetheeye.

図7. 1次元強磁性/､イゼンベルグ

模型のエネルギー6)

0.5 I.0 1.5

芋

FIG.S.Specific-heatresultsfortheferromagneticHeisenbergmodeLTheboldsolidlineisthecalculationofBonner
andFisher(Re臼a)andthedottedlinetheexactm-1calculationofSuzuki(Ref･26)･Thelightersolidlinesaremerely
guidestOtheeye.

図8. 1次元強磁性ノ､イゼンベルグ模型の比熱6)
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0.05 0.500.005

kT

J

FIG･f･SusceptibilityresultsfortheferromagnFtic
HeisenbergmodeLTheboldsolidlineisthecalculation
ofBonnerandFisher(Reflg)andthedottedlinetheex-

actm-1calculationofSuzuki(Ref.26).Thelighter

solidcurvesareguidestotheeyeandarenotfitstothe
data.

図9. 1次元強磁性/､イゼンベルグ模型の帯磁率6)

(たて軸,よこ軸共に対数目盛 )

MONTECARLOSTUDIESOFONE-DIMENSIONALQUANTUM･･･

0.5 I.0

箭

FIG.10.EnergyresultsfortheantiferromagneticHeisenbergmodel,nesolidlineisthecalculationofBonnerand
Fisher(Refヱ飢andthedottedlineistheexactm-1calculationofSuzuki(Ref.26).

図10. 1次元反強磁性ハイゼンベルグ模型のエネルギー6)
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d L5iI
IJI

FIG･11.SpeeiTIC-heatresultsfortheantiferromagne【ic
Heisenbergmodel･Theboldsolid一ineisthecalculation
ofBonnerandFisher(Ref･28)andthedottedlinetheex-
aclm=lcalculalionofSuZuki(Ref･26)･Thelighter

solidcurvesareguidestotheeye･

図11. 1次元反強磁性ハイゼンベルグ模型の比熱6)

0.5 1.0

音
FIG.ll.SusceptibilityresultsfortheantiferromagneticHeisenbergmodel.Theboldso一idlineisthecalculationof
BonnerandFisher(ReflB)andthedottedlinetheexactm-1calculationofSuzuki(Ref.26).Thelightersolidcurvesare
guidestotheeye.

図12. 1次元反強磁性/､イゼンベルグ模型の帯磁率6)
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0.5 I,0 1.5

等

FIG.1号.EnergyresultsfortheXYmodel･TheboldsolidlinehereistheexactcalculationofKatsura(Rel甥)whilethe
dottedlineistheexactm-1calculationofSuzuki(Ref･26)･Theremamlnglinesareintendedtoguidetheeyear)darenot
fitstothedata.

図13. 1次元ⅩY-模型のエネルギー6)

05 I.0
土工
J

FIG.18 Specific-heatresultsfortheXYmodeLThe
tnldsolidlineistheexactCalculationofKatsura(RefJ珂)
andthedottedlinetheexactm=IcalculationofSuzuki

(ReL26).The一ighterso一idlinesarelinestoguidetheeye
andarenotafittothedata.

図14. 1次元ⅩY-模型の比熱6)

0.5 I.0

土工
J

FIG.lS.SusceptibilityresultsfortheXYmodel･The
boldsolidlineistheexactcalculationofKatsura(Ref月食)
andthedottedlinetheexactm=lcalculationofSuzuki

(Ref.26).Thelightersolidlinesareguidestotheeye･

図15. 1次元ⅩY一模型の帯磁率6)
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4.今後の研究

量子系のモンテカルロ法によって,量子系の相転移,特に,量子効果が本質的に効くような

問題を解きたい｡例えば,P.W.Anderson31)によって提唱されている ｢2次元3角格子反強

磁性量子ハイゼンベルグ模型｣の新しい相転移,すなわち,普通の長距離秩序は無いが,singlet

spinpairの位相が動的にコヒーレント隼なった相転移を(もしあるとすれが 2)),数値実験

によって究明したい｡その ｢computationics｣を簡単に説明すると次の通りである33)

2次元3角格子反強磁性体の一つの大きな特徴は,フラス トレーションにあるので,上の方

法を適用する際に,elementaryinteractionとして,対の交換相互作用

Luij--Jqi･qj (J<0) (4.1)

を採用するのは得策ではない｡フラス トレーションが量子的に入る最小の単位は, 3つのスピ

ン系

LuLjk=-I(qi･qj+qj･qk+qk･qi)

である｡したがって,

(4.2)

(i)LuLjktも これ以上分割せずに,一つの基本的なセルとして,等価な模型を作るoこれQj:,

今の問題にとって,非常に重要な ｢computationics｣の一つであると思われる｡

(ii)しかも,セルをoverlapさせるように,格子全体を分割し,singletpairの位相の動的な

コヒーレンスがとり出せるようにする｡

以上の2条件を満足するように,図16のような分割を考える｡すなわち,各々の3角形上の

スピンは,すべて,喜Ji:っの相互作用をしてお ｡,しかも,それをひとまとめにして,

LH～ijkH 言J(qi･qJ qj･qk･qk･q乙)

とし,どの3角形も,elementaryinteractionとしてとり入れる｡すなわち,

Z-Trexp(V <5,Luij)-Trexp(-P<aFk>uU～ijk)

- limTr[ ∩ exp(-xP Lu～ ajk)]n
n→∞ <Ljk>

(4.3)

(4.4)

と分解し,a-1,2,･･･の有限なnの値に対して計算する｡筆者によって提案された一般論3)

にしたがって,(0,ziを対角化した表利 01,02,･･･,ON>を用いて,(4･4)をイジング模型に変
換する｡新しい点は,次の6体力の部分Boltzmann因子が現れることである:

q(o巧 ,Ok;6日 ,,oi)-<6巧 ,oklex,(一望-y～ijk)loh ,,.,6孟' (4･5)
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この因子は,次のようにして顕わな形に表わさ

れる｡ まず,

uu…(q乙･qj)+(q,･qk)+(dk･d乙)
(4.6)

とおくと,次の公式が容易に示せる:

exp(KLk,)-cosh(3K)

1
+-sinh(3K)･LH.
3

p -吉(-U+3)

これは,

(4.7)
図16.相互作用喜Jからなる
3角形の和に分割した格子

(4.8)

が射影演算子 (P2-p)になっていることに気づけばよいo(これはLd2-9より導けるo)した

がって,(4.5)の因子は,

q(o巧 ,ok;0:,0),,Oi)-∂(o乙,げi,)♂(oj,0),)♂(ok,0£)cosh(3K)

1
+ -sinh(3K)[(oiOj∂(oi,q:)♂(oj,0,i)3

+
(1-I-乙0;)(卜 U,6,i)-(oi-qi)(oj-Oj)

)∂(ok,Ol)+(cyclic)] (4･9)

で与えられる｡但し,K-PJ/n｡こうして, 2次元 3角格子反強性体は, 6体力を持つ3次元

イジング模型に変換される｡

もっと大きいクラス

ター,例えば,図17や

図18をelementary

clusterとするように

分解することもできる｡

図のように相互作用を

享子

図 17. 4スピンのクラスター 図 18･六角形のクラスター
分け,格子全体に上の

クラスターを敷きつめるようにして,等価なイジング模型を作ると,量子効果が図16の場合よ

りも,より一層有効にとり入れられる.これ払 トロツタ一方向のnの数を大きくするのと同

様な効果を与える｡
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一方,全体の格子点(N)の数を増せば,それだけ,多体効果がとり入れられる｡このように,

上に説明した方法は,量子効果と多体効果の両方を組織的に逐次とり入れる有効な方法である｡

以上の方法に従って,§3に議論した事項に留意し,モンテカルロ法を実行する｡この系の

新しい相の特徴をひき出すには,上の方法に基づいて,さらにいくつかの工夫が必要である｡

詳しい事は,改めて発表したい033)

5.結 び

以上,主として,量子スピン系にっいて議論したが,参考文献 12)-16)にもあるように,

上の方法は,フェルミ格子や,フェルミ気体,ボーズ気体にも容易に拡張できる｡

近い将来,並列処理の超大型計算機または,シミュレーション専用機が日本でも実現されて,

大きな成果が上るものと期待される｡そうなれば,計算のアルゴリズムのもとになる ｢computa-

tionics｣が益々重要になるであろう｡
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