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Fiedler-望月の RegulatoryNetworkの構造理論の

時間遅れ系への拡張

京都大学大学院理学研究科数学・数理解析専攻 近藤淳史

Department of Mathematics, Graduate School of Science, Kyoto University 

遺伝子制御ネットワークのような複雑な調節関係を表した RegulatoryNetworkと呼ばれる微分方程式系

のダイナミクスについて考察する． Fiedler—望月らの論文［1] は Regulatory Networkのネットワーク構造の

みから，その上の漸近的なダイナミクスを決める determiningnodes setを同定できることを示した．この理

論を RegulatoryNetworkが時間遅れを含む場合に拡張する．

1 Fiedler-望月の構造理論

まず，時間遅れを含まない常微分方程式系についての［1]の結果を紹介する．扱う方程式は以下のものと

する：

咋（t)=凡（t,殊 (t),{zj(t)hEIJ, k = 1,..., N. (ODE) 

hc{l,...,N}はKに影響を与える番号全体の集合で， K¢ K とする．（ODE)は，各殊（t)が例えば時刻t

での特定のタンパク質などの物質の濃度を表し，それらの相互作用が非線形の微分方程式で表されている，と

いうような状況を意味している以下では各Fk,璧｝は連続かつ有界とする．

この方程式と有向グラフr= (V,E)を対応させる．頂点集合については V= {1,…，N}であり，有向辺
J →k(j =/ k)は，jE Ikを意味するここでrの各頂点 Kでの selfloopについては，以下の decaycondition 
(DC)を満たさない場合に限り selfloopが存在するとする．

(DC) 正の数aが存在し，任意のt~ 0, z に対して a~ ー璧~(t, Zk，叩）が成り立つ．

この (DC)は生物学的には自己抑制効果を表すものである．（ODE)と有向グラフとの対応のさせ方を正確に

述べておく．

定義 1 H C {1,...,N}を(DC)を満たさない K全体の集合とするこの時 (ODE)による有向グラフ

r = ({1,...,N},E)を次で定義する：

e EE幽 t(e)E h(e)または t(e)= h(e) EH  

t(e)は有向辺eの始点を， h(e)は終点を表す．逆に，有向グラフ f=({l,...,N},E)が与えられた時，連続性

と有界性の仮定を満たす (ODE)で，それによる有向グラフがrとなるものを， r上の RegulatoryNetwork 
という．

[1]では，このように有向グラフと対応付けられた (ODE)の長期的なダイナミクスを決定する集合（言い換
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えると長期的なダイナミクスの多様性を担う集合）である setof determining nodesが有向グラフの構造から

同定できることが述べられている．

定義 2 I c {l,...,N}が(ODE)のsetof determining nodesであるとは，次の条件を満たすことをいう：

ら(t)-Zj(t)戸 0(Vj EI) 

となる (ODE)の任意の二解z(t),z(t)に対し

る(t)-z(t)-—➔O 
t→~ 

が成り立つ．

定義 3 有向グラフ I'=(V,E)の頂点の部分集合IcVがrのfeedbackvertex set(FVS)であるとは， r＼I
が有向サイクルを持たないことをいう．

定理 4 [1, Theorem 1.3] r = ({1,..., N}, E)を与えられた有向グラフ， IC{1,...,N}をrのFVSとす

るこの時，r上の任意の RegulatoryKetworkに対して， Iはその setof determining nodesである．

例 5 有向グラフrが二つのノードからなる場合の

勾（t)=叫t)一釘(t)3

姐t)= -z2(t) +互（t)2

について，これは 1のみ (DC)を満たさないので頂点 1にのみselfloopがある．そのためrの極小 FVSは
{1}となる定理4によると，この {1}はsetof determining nodesである．実際，この系には二つの漸近安定

な平衡点 (-1,1), (1, 1)と，一つのサドル (0,0)があり， z2軸上の解は (0,0)に，それ以外の解は (-1,1), (1, 1) 

に収束するため，系全体の長期的なダイナミクスの多様性は Z1のみによって生み出されていると言える．

2 時間遅れ系への拡張

Fiedler-望月の構造理論（定理4)を有界な時間遅れをもつシステムに拡張する．

篠（t)=且(t,(zk)ぃ{(z凸｝jEik),k=l,...,N (DDE) 

について考察する．ここでも hc {1,...,N}, k ¢ hとするまた， T>Oを時間遅れとし， Cで[-T,0]から

Rへの連続関数全体のなす線形空間を表すとする． Cにはノルム

11¢11 := max. lc/>(s)I (cf> E C) 
sE[-T,0] 

を与える．そして連続関数xに対し，叩 ECは叩(0):= x(t+ 0) (0 E [-T, 0]）で定義される．且の連続性と

有界性については次の仮定をしておく：

(B:Boundedness) vk E {1,... N}, v j E Jん％EC,3尻(¢)> 0, vt ~ 0, v?/; EC凡

ID]凡(t，咋，｛叫｝sEik)(</J)I~ Bk,j(cp) 

(C:Continuity) vk E {1,... N}, vj Eh  U {k}, Fk,Dj且は連続
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D]凡で凡(t心K,｛叩｝8EIk)のXjによるフレシェ微分を表している．

ここで， decayconditionをどのように設定すれば定理4と同様の結果を得られるのか，という問題がある．

時間遅れが含まれると，振動解が現れるなどダイナミクスの多様性が増す場合がある．

例 6 有向グラフrが単ーノードからなる場合の
7 

勾(t)=―一互(t)
2 

(1) 

について，これは (DC)を満たすためselfloopは存在せず，従って rの極小FVSは0であるまた，解の長

期的なダイナミクスの多様性は無く（1)の任意の解は0に漸近するため，（1)のsetof determining nodesも

0である．

一方，（1)に時間遅れを含めた

7r 
勾(t)=―一z1(t-l) 

2 
(2) 

の解は多様な周期解に漸近することがよく知られている [2]．そのため，（2)のsetof determining nodesは

{1}である．

この例の (2)の場合頂点 1にselfloopを付けておけばrのFVSは｛1}となり， setof determining nodes 

と一致させられるこのように，時間遅れが含まれると FVSがsetof determining nodesとなるために付け

ておくべき selfloopは増やさなければならない場合があリ，（DC)の条件を改良する必要があると考えられる．

3 主結果

後述する Yorkeの定理 [3]を用い，（DDE)に対する decayconditionを次の (DDC)とすることで，有界な

時間遅れを含む場合へ定理4が拡張される．

(DDC) 正の数a,/3が存在し，任意のt~ 0,心ECNに対し，次の三つが成リ立つ．

(i) -aM(―</J) ~ -DkFk(t，心K,｛心s}SEIk)(¢)こaM(¢)，v¢ E C(3 
(ii) m<~ 
(iii) tn→ ooなる任意の {tn}C 艮と， 0でない定数関数に収束する任意の｛如｝ c c(3に対し，
Dk凡（％咋｛叫｝SEIk)（如）は 0に収束しない．

ただし，

Cg:= {¢€ C ||¢|| ＜/3｝ 
M(</J) := max{O, max. </J(s)} (¢ E CJ 

sE[-T,0] 

としているこれをもとに (ODE)の場合と同様に有向グラフとの対応を付ける．

定義 7 H c {l,...,N}を(DDC)を満たさない K全体の集合とするこの時，（DDE)による有向グラフ

r = ({1,...,N},E)を次で定義する：

e EE塁 t(e)E h(e)または t(e)= h(e) EH  

逆に，有向グラフ r=({l,...,N},E)が与えられた時，仮定（B)(C)を満たす (DDE)で，それによる有向グ

ラフがrとなるものを， r上の DelayedRegulatory Networkという．
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定理 8 r=({l,...,N},E)を与えられた有向グラフ， IC{1,...,N}をrのFVSとするこの時， r上の

任意の DelayedRegulatory Networkに対して， Iはその determiningnodes setである．

4 証明のアウトライン

ゑzを(DDE)の任意の 2解とし， w(t)：＝多(t)-z(t)とすると， wは

叫（t)=姦(t)ー姦(t)

＝ ［且 (t,(zk + 0叫）t,{(zj + 0w山｝JEIk)］O=1
0=0 

={羞凡(t,（咋＋0叫）t,{ (zj + 0疇｝JEIk)d0 
=[Dふ (t,(zk + 0叫）t,{(zj+0叫｝JEIk)（（叫）d0

＋゚互f1Dぶ (t,(zk + 0叫）t,{(zj+0叫｝jEIJ((w山）d0 (3) 

゜
を満たすここで，以下で定義する写像伝(t):C→艮（t~ 0), hj虞→艮を既知と考える．

L叫）¢ ：= J1 D山 (t,(zk + 0叫）t,{ (zj + 0叫｝jEIJ(cp) d0, cp E C 

゜
柘(t)：=J1 Dぶ (t,(zk + 0匹）t>{ (zj + 0叫｝jEJJ((11)山）d0 

゜すると (3)は線型の方程式として次のように次のように書ける．

叫 (t)=ら（t)(w凸＋区凡(t) (k = l, ・ ・ ・, N) 
JEIK 

(4) 

この方程式の解について，叫(t)-—→ 0, Vi E Jを仮定したときに他の変数も 0に収束することを示す．証明
t→OO 

の鍵は，

(a) (4)を定数変化法で解く．

(b)斉次の方程式

咋（t)=伝(t)（吹）t

の零解が一様漸近安定であることを Yorkeの定理 [3]と(DDC)を用いて示す．

(c) (5)の基本解の指数評価 [2,Lemma 5.3]を用い，解の収束を示す．

である．

(a)時間遅れが含まれる方程式 (4)の場合の定数変化法は

•狐 (t,s) : (5)の基本解

• Yk(t) : (5)の解で，（Yk)o= (wk)oを満たすもの

(5) 
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とすると，定数変化法により（4)の解咋（t)は

叫（t)=砂＋こJ匹 (t,s)凡(s)ds
j€IK ゜

と表わせる．

(b)この基本解 Ukの指数安定性を言うために，以下のYorkeの定理を用いる．

定理 9 [3, Theorem 1.1] F: [O, oo) x Cf3→JR (/3>0)は連続とする．
正の数 aが存在し，次の三つが成り立つとする．

(i) -aM(-cp) ~ -F(t,cp)こaM(¢)，v¢EC(3 

(ii) m<! 
(iii) tn→ ooなる任意の {tn}C JRと， 0でない定数関数に収束する任意の｛如｝ C C(3に対し， F(t"'伽）
は0に収束しない．

この時，一次元の方程式

x(t) = F(t，叩）

の零解は一様漸近安定であるまた，％ ＝¢となる解を x（び， rp)(t) と表わすと，任意のび ~o に対し次が成り

立つ．

2 
||¢| ＜ -9ならば x(a,</>)(t)-—• O 
= 5 t→OO 

この定理を用いるために，（DDC)を定理の仮定に合わせて設定した，というわけである．

(c)(5)は線形方程式のため，解の一様漸近安定性と指数安定性は同値である基本解は (5)の解であること

から基本解匹(t,s)の指数評価
旧（t,s)I~ C紅―知(t-s),t;:,:s 

が成リ立つ．

以上 (1)(2)(3)により，他は［1]と同様な方法で定理8が証明される．

この結果とその証明の詳細を含む論文は現在準備中であり，近く学術誌に投稿する予定である
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