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1.多重ゼータ値の深さフィルトレーション

1.1. Broadhurst-Kreimerの予想． Z をモチーフ的多重ゼータ値で Q上生
成される環とし、 ZをZをモチビックゼータ値<M(2)で生成されたイデアル
による剰余環とする。このとき Zにはいる重さによる次数付けは百上の次数
付けを誘導する。その次数N部分を ZNと書く。この上に深さによるフィルト

レーションZ
:Sd 
N を考え、そのフィルトレーションにともなう次数加群を

恥＝ztり琴d-1
とおく。この次元に関しては、次の Broadhurst-Kerimer予想がある。

<I>(s, t)＝L(dimQ式）S亨＝ 1 

1 -Ot + St2 -St4 
N,d 

.,...,.. 
'--'--でヽ

惑 812

O(s) = ~'S(s) = 
1 -S2' （1 -sり（1-呼）

である。ここで注目すべき点は母関数 S(s)は楕円尖点形式の次元に関する母
関数となっている点である。ここに現れる <I>(s,t)をBK母関数と呼ぶことにし
よう。この報告の目的は予想されている BK母関数をたよりにモチーフ的ガロ
ア群にはいるであろう混合楕円モチーフからのフィルトレーションと深さフィ

ルトレーションの関係を Delignecohomologyの観点から明らかにしようとす
る試みである。この報告には、いくつかの問題が提起されているが、線形代数

の問題ともいえる、問題5.3が最も本質的である。松本員氏、リチャード・ハ
イン氏には議論を通じて様々な関連することを教えていただいたことをここで

感謝いたします。また、関連する話題としてカル・ガングル・シュネプスによ
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り、類似の組み合わせ論的なフィルトレーションの構成法がなされていること

を注意しておく。

2.楕円曲線の退化と基本群

2.1.基本群のBetti実現． M1,kを種数が1の曲線とその上のK個の点(E,s1,...,s砂
のもモジュライ空間とする。ここで

M1,3左 M1,2年 M1,1
というモジュライの列を考えてそれらの安定コンパクト化を

M1,3昌 M1,2畠 M1,1

とする。さらに f13= f12 of23とする。 M1,2→ M□ は普遍楕円曲線族の
blow upと見ることができる。その普遍切断s1を

M1,1旦 M1,2

とおく。 001E Mw -M1,1とする。このとき f五1(001)は結節点をもつ有理
曲線ECXlとなっている。その特異点を 002とおく。 002の十分小さい近傍では

犀 (001)は二つの成分D1,D2をもつ因子となる。
M1,3→M1,2は2点が印付けされた楕円曲線の普遍族で普遍切断を

M1,2二 M1,3
とおく。さらに f函l(oo叫とすると、これは二つの有理曲線C1,Cらを成分とし
てもつ安定曲線で普遍切断S1,S2はそれぞれC1,Cらの非特異なところで交わっ
ている。

.. 
f23 

FIGURE 1. D1, S1, S2 
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普遍切断と f函l(oo叫との交点を s1(00叫，況(ooりとおく。万后の因子五を

゜Dl＝犀（D1-D2)v C犀 (ooリ

と定めると、図 1のように、 D1上の曲線族であって曲線C31にそって特異点を

もつ。また、 C1nC2 = { 0031, 0032}とおくとこのとき C31nf231(002)が0031と

なるように番号付けしておく。さらに D31を0031における M1,3の近傍として、

Dふ＝ D31nM1,3とする。 M1,1のooにおける近傍Dをとり D*= DnM1,1 
とおく。さらに Dふ→ D*の切断s:D*→ Dふをとる。

命題 2.1.上の記号のもとで

1r1(Dふ，x)c::cZxZxZ, 1r1(D*,x)c::cZ 

となる。またという可換圏式を得る。

D* 喜 D*13 
町） ↓ 

畠 M1,3

↓冗M

D*..:-4 M1,1 

さて 8= M1,4凸ら兄，3を考えると、これは M1,3の普遍楕円曲線族の
blow upとなっている。その普遍切断を

M1,3 
s1,s2,s3 
) M1,4 

とおく。今後とくに混乱のない限り s1,s2,s3と記号を区別しないで用いることに

する。 M1,3の点X=（ら，s1(x),s2(x), s3(x)）における普遍楕円曲線族のファイ

バーから一点を除いた曲線建＝らー｛釘(x)}の基本亜群を 7r1([ぶ翌(x),s3(x)) 
として、その群環を

U瓜建）＝ Q〈7r1([~，砂（x),s3(x)）〉

を考えると XEM1,3でパラメトライズされた局所系となっている。 U瓜羽）
に添加イデアル (augmentationideal) Iの幕En=Jnによるによるフィルト
レーション{E叶がはいる。このフィルトレーションをを楕円フィルトレーショ

---→-ー-
ンという。如（羽）の {E叶に関する完備化を U叫窃）と書く。

—-→-ー-
2.2.基本群のド・ラム実現，深さフィルトレーションとの関係．ここではU瓜窃）
のdeRham基本群を考える。

2.2.1.退化楕円曲線の基本群と楕円フィルトレーション． 0031の無限小に近い
点xにおける普遍楕円曲線のファイバー羽における微分形式のなすDGAは
van Kampenの定理により次のように記述される。

まず 3つの有理曲線 C。,C1,C2および3つの円環Ao1,A。2,A12を考える。
それぞれの微分形式のなす環の部分環9も。，0；l'o;2およびDA.01,DA.02, DA.12 
を

Dci=〈Ui,Wo1, Wo2〉 (i= 0) D0i =〈Ui,Wi〉 (i= 1,2) 

D*(Aij) =〈Pij,Tij〉
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と定義する。ただし Ui,Pijは微分次数環の単位元とする。さらに微分次数環準

同些'Pi,j: 0ci→ Q＊ を次のように定義する。
AiJ 

幻：閤。→m。,:woi f-t roi 
和： 0 ;,• 9 >iJ : Wi Mr勺

ただし Tij= r jiとする。ここでTatedegreeを次のように定める。

deg(u』=deg(pij)= 0, deg(woi) = deg(wi) = deg(rij) = 1 

二重複体

閤。⑤叩叫見ニm。1① m。2叫 A.12

の全複体Q*（羽）を考えると Alexander-Whitenyruleによる乗法で微分次数環
になる。ここで¢は

ゃ＝凸01十や02+ (()12 -(()10一笠20―(()21
とする。上の微分次数環Q*(E9)は無限に境界に近い点におけるファイバ羽の
微分次数環となる。

微分次数環の準同型 Q*（羽） →Aoは自然な添加写像 E:A0→Q と協調的
である。したがって添加写像cに関するバー複体及びそのcohomologyの準同型

(2.1) B(!1*(£~)) • B(A;), H0(B(!1*（建））） →H0(B(A;)) 
が得られる。二つ目の写像はホップ代数の写像となる。

定義 2.2.H0(B(!1*（羽）））には barcomplexの構成で現れる barfiltrationが入
るがこれを楕円フィルトレーションという。この楕円フィルトレーションの像

として H0(B(A0））のフィルトレーションが定まるが、これも楕円フィルトレー
ションという。

dx dx 
Wo1 =―,wo1 -wo2 = となる座標を C。上でとれば
x x -1 

H0(B(A;)) = Q〈一，〉
dx dx 

X'x-1 

という同一視ができる。右辺上で楕円フィルトレーションは以下のように記述

される。

dx dx 
命題 2.3.Q〈一， 〉の非可換単項式mに対して楕円フィルトレーションを

X, 1-X 

dx 
） 

dx 
w丘(=)=1, w丘()= 2 
x 1 -X 

となるように乗法的に定める。 wtE(m):e:; eとなる非可換単項式mで生成され
る部分空間によるフィルトレーションは梢円フィルトレーションと一致する。

定義 2.4.Q〈一，
dx dx 

〉の非可換単項式に対して深さを
X'1-x 

dx dx 
dep(=) = 0, dep(~) = 1 
x 1 -X 

となるように乗法的に定め、 dep(m)さdとなる非可換単項式mで生成される
部分空間によるフィルトレーションを深さフィルトレーションとして定める。
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非可換単項式m に対して、

wtE(m) = dep(m) + wt(m), 

なる等号をえる。ここでwt(eo)= wt(ei) = 1であり、 dep(e0)= 0, dep(ei) = 1 
である。

2.3.モチビック多重ゼータ値とDeligneco homology. x0 = 1r1 (P1 -{ 0, 1, oo} 
とおく。モチビック多重ゼータ値の深さフィルトレーションについて思い出そ

→→ ---
う。知(Xo)= Q〈冗(X0,0l,10)〉をその添加イデアルで完備化した知(XO)

--―→---については、その混合テイト・モチーフ版UM(X0)を定義することができる。
一―→-- --_ 
知 (XO)及び如(XO)はそれぞれベッチ実現、ド・ラム実現となっている。また--_ 
UM(X0)の双対OM(P1-{O, 1, 00})も混合Tateモチーフとなっている。従っ
て混合テイトモチーフの {B,dR}をファイバー関手とする混合テイトモチー
フの淡中基本群を考えるとホップ代数OB.dR(MTM)を考えることができる。
叩，dR(P1-{O, 1, 00})への余作用を考えることにより、

(2.2) (')dR(P1 -{O, 1, oo})→叩(P1-{O, 1,oo}) R OB,dR(MTM) 

—-なる準同型をえる。さらに [O,1] EU瓜xo)の双対写像OB(P1-{O, 1, 00}）→ Q 
を考えることにより、

(2.3) 
dx dx 
Q〈―,〉＝ OdR(Pし {0,1,oo})→叩，dR(MTM)
x'l-x 

なる写像が得られる。 [O,1]がgrouplike elementとなっていることから、これ
は環準同型になっている。 OB,dR(MTM)はモチーフ的周期環といわれる。 Tate
motifの直和としてあらわされるmixedTate motifを考えることにより、 O(Gm)
から OB,dR(MTM)へのHopf代数の準同型ができ、これにより OB,dR(MTM)

dx dx 
には次数付けがされper(―- ） ＝(M(2)の次数は2となる。 OB,dR(MTM)

X 1-x 
の部分環として effectiveなモチーフ的周期環がZ= OB,dR(MTM)＋定義さ
れ、これはO(Gm)の部分環O(A)上の自由加群となっており次数付けと協調
的である。これから直和分解

Z = EB立：oZn

と直和分解される。また (2.2)の作用は実際は

(2.4) odR(P1 -{o, 1, oo})→叩(P1-{0, 1, oo}) R叩，dR(MTM)+

という作用からきていて、 (2.3)は

(2.5) Q〈一，
dx dx 
〉→叩，dR(MTM)+

x'l-x 

という写像を誘導する。また、 OB,dR(MTM)のunipotentpartか＝ OB,dR(MTM)u
が定義でき、 Hopf代数の準同型

(2.6) OB,dR(MTM)→叩，dR(MTM)u
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が定義される。この写像(2.6)はOs,dR(MTM)の次数0の部分への射影となっ

ている。 Os,dR(MTM)は叫，dR(MTM)＋を形式的に 1次の元 2両M で局所
化したものと同型であり、従って

1 
叩，dR(MTMt'.::::'.Un;::,:o~Zn = limZ2n EB limZ2n+1 

(27riM)n → 

なる同型を得る。ここで Z加→ Z加＋2,z加＋1→ Z加＋3'ま<M(2)をかける作
用である。したがって玄＝ Z/(M(2)Zとおくと、

叩，dR(MTM)戸ニ互

という同一視を得る。この同一視において射影Z→玄は

(2.7) 
1 

Zn 3 a→ 
(21ri)n 
aE叩，dR(MTM)u塁

によってあたえられる。

準同型 (2.5)と(2.7)を合成することにより、

(2.8) 
dx dx — 

per: Q〈―,〉→ Z
X,  1-X  

なる写像が得られる 準同型(2.8)t:より、 Q〈―-，
dx dx 

X, 1-x 
ションから玄の深さフィルトレーションが誘導される。

〉の深さフィルトレー

余作用 (2.2)についてはモチーフ的周期環の代わりにR-Deligne cohomology 

による周期環Ov(MTM)を考えることができ、これはモチーフで考えるとき

の今後の方針を立てるJ::で有効であると考えられる。そのとき余作用 (2.2)は

odR(P1 -{o, 1, oo｝）→叩(P1-{0, 1,oo}) R⑮(MTM) 

となる。 0バMTM)はDeligneHopf algebraと呼ぶ。

3. 1r1(M1,3)のGL(2)による相対完備化

3.1.相対完備化．ここでは

1r1(M1,3, X)→GL2 
の相対完備化を考える。前節で導入した局所系UBぉょび楕円フィルトレーショ
ン{『}nを考えて、その完備化i；の付随する次数加群を考えると、

FIIn+1 ~ V竺 V= R1 l34*Q(l) 
なる局所系としての同型が存在する。 xを0031に無限小に近い点として、局所

系と基本群の表現との圏同値をもちいれば、

Pstd: 1r1(M1,3,x)→町(M1,1,X)→GL(Vx) 
なる準同些が定まる。局所系v珈を基本群1r1(M1,3,X)の表現としてみたと

—-•---き代数群 GL(Vx)の代数的な表現から誘導されている。 U瓜ら）の双対空間を
0瓜羽）と書き甚本ホップ代数という。ここに定まる barfiltrationつまり、楕

円フィルトレーションを EnOB(建）と書く。
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フィルトレーションがはいってその付随する次数加群が代数的表現となる圏

はホップ代数OB,x(M1,3,GL(2)）の余加群の圏と圏同値となる。従って0瓜羽）
には下記の OB,x(M1,3,GL(2)）上の余加群の構造が入る。

叩（建）→叫（羽）R叩，x(M1,3,GL(2)) 

相対完備化の理論により、ホップ代数OB,x(M1,3,GL(2))はrelativebar con-
structionにより構成される。また同様の構成法はdeRham韮本群についても
構成される。

0叫羽）→ 0孤絆） 0odR,x(M1,3, GL(2)) 

またdeRham基本ホップ代数、 Betti基本ホップ代数は標準的ホッジ構造の変
形の GL(2)の代数的表現の拡大の繰り返しで得られていることから、その圏を
分類するホップ代数Ov(M1,3,GL(2)）上の余加群の構造が入る。

0叫虐）→叫(Et)R応 (M1,3,GL(2)) 

このcoationはunipotentpartへの制限を考えることにより unipotentpartの
Hopf代数叩，x(M1,3,GL(2))u上の余加群と思うことができる。

0dR(£~) →叩（羽） R巧(M1,3,GL(2)t 

羽にある砂(x),s3(x)を結んでできる pathによる評価により得られる写像
叩(£~）→ R を合成して

(3.1) 0孤岱）→ ⑮ (M1,3, GL(2)t 
なる写像を得る。

Ov(M1,3, GL(2)）はDelignecohomologyの計算に用いられる微分次数代数
からバー構成法を使って計算される。ここでは少し簡略化して、 unipotentpart 
のHopf代数OB,x(M1,3,GL(2))uをバー構成法を用いて与えることにしよう。
GL(2)の標準的な表現のi次対称多項式表現を Symiと書く。代数的な有限
次元既約表現の集合R+(GL(2)）を

炉 (GL(2))= {p = Symi(n) I 0さiさn},

で定義する。相対微分次数加群

r!iJ(M1,3, Symi(n)) = R丘 (M1,3,Symi(V)(n)) 

Oら(M1,3,GL(2)) = EB r!iJ(M1,3, Sym'(n)) 0 (Sym'(Vx)(n))* 〶
せ~o,n;:::i

の相対バー複体B(Oら(M1,3,GL(2)））を用いて、

0つ，x(M1,3,GL(2))u = H0(B(Oら(M1,3,GL(2)))) 

と計算される。ここで乗法は

[ !1v(M1,3, Sym¥n)) R (Symi(Vx)(n))*] R [ !1v(M1,3, Symi'(n')) R (Symi'(Vx)(n'))*] 

→[  o;(M1,3, Symi+i'-2k(n + n'-k)) Q9 (Symi+i'-2k（し）（n+n'-k))*]

の和である。この構成法はOB,x(M1,1,GL(2))uについても同様に定義される。
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4.無限小埋め込みと HOPF代数の E-FILTRATION

4.1.余作用と filtration.また無限小埋め込みX° C £~と接線的基点の写像
X→M1,3に由来して下の可換図式がえられる。

O(Eo)xdR → O(E0)xB R Ov(M1,3け→
↓ ↓ 

(4.1) O(XO)xdR → O(X0)xB R Ov(M砂→

M=M1,1またはM1,3とする。

0っ(M1,3)+
↓ 
0ゎ(Mz)+

と

定義4.1(E-filtration). nら＝ Qら(M,GL(2)), nら(Symi(n))= Dv(M, Sym¥n)) 
とする。 ellipticfiltration Eを

E犀＝ ⑤2n-i：：：：小〇：：：：t：：：：n(Dv(Symi(n)) R Sym叩）（n))*)

と定義する。

elliptic filtrationに対して

Grfnv = Dv(Sym2n-j(n)) R Sym加ー］（Vx)(n))*

がなりたつ。

4.2.余加群 0(£0)と楕円フィルトレーション． DGA ndR(M1,3, GL(2)）の
楕円フィルトレーション Eからそのバー・複体 B(ndR(M1,3,GL(2)））にも
楕円フィルトレーションが定まり、そこらからホップ代数odR(M1,3,GL(2)) 
にも楕円フィルトレーションが定まる。このフィルトレーションの k-partを
Eよ加(M1,3,GL(2)）と書く。⑮(M1,3,GL(2)）についても同様にして Eフィ
ルトレーションが定まる。自然な写像

M1,3→M1,1 

から下の可換図式が得られる。

EnO(M1,1, GL叫→ EnO(M1,3,GL2) 
↓ ↓ 

O(M1,1, GL叫→ O(M1,3,GL叫

写像 (3.1)はbarfiltration により導入される 0dR(£~) 上の楕円フィルトレー
ションと Ov(M1,3,GL(2))uのEフィルトレーションについて協調的である。
したがって写像

(4.2) EnO叫羽）→E凸 (M1,3,GL(2)）巴

を誘専する。

問題 4.2.(4.2)は全射か。
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4.3.比較定理と多重ゼータ値の正規化．ここで多重ゼータ値の正規化について
述べよう。下の比較同些について考える。

fk(Gm -{O}) 

↓ 

C〈〈w5,wi〉〉

t 
,B -二如(£0)

↓ 
？、
•dR 

ニ C〈〈u*,wo〉〉
この水平方向の写像は二つのフィルトレーション E及びM について厳密協調
的 (strictlycompatible)になっている。従って、単射性を保ち、

品(£0)/Ek品(£0)→C〈〈W炉，Wり〉/EkC〈〈wふ叫〉〉
なる写像は単射である。さらに、 iクは双対ホップ代数の写像にもなっているの

で、▽p(g)= gRgであれば、▽瓜i;3(g))= i;3(g) Riク(g)が成り立つ。次の定
理が成り立つ。

命題 4.3.虹（w5,wi)をC〈〈w5,wi〉〉/EkC〈〈w0,w[〉〉における群的元とすると、
0で始まり 1で終わる語Iに対応する単項式w；の係数で如k(w0,wi)のすべて
の係数は書ける。

4.4.,-filtration. 

定義 4.4(T-filtration). Symk(k + i)* = Sym勺V』(k+i)＊は

Symk(k + i)* c:::-Q(-k -i)EB Q(-k -i + 1) 〶．．．〶 Q(-i)

と直和分解される。 decreasingfiltration Tを

ザ Sym惰＋i)*=①-k-i:Sm:S-i,m2'.-k-2i+pQ(m) 

とおく。

T-filtrationについては

Gr]Symk(K+i)＊ = {Q(-K -i) 

゜が成り立つ。また

ザ Sy叫 (k+ i)* R召Sym1(k+ j)* C国 Tp+qSymk+l-2s(k + l + i + j -s)* 

が成り立つ。
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定義 4.5（び filtration).increasing filtration r,を次の様に定義する。

叫1v(Sym囁＋i))= 0初Symk(k+ i)) 

r, filtrationについて

Gr;%（Symk(K+i)） ＝ ｛尻(Sym囁＋i))
゜

、1,
、ー，

i
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t
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が成り立つ。また、 aは秩と compatibleである。すなわち DGAの積は

crinら(Symk(p))R crjDら(Sym1(q)）→ ①ふ＋JNら(Symk+l-2s(p+ q _ s)) 

という写像を引き起こす。
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定義 4.6.nら上に二つのfiltrationT-filtration,(J'-filtrationのconvolutionfil-
tration 1を次の様に定義する。

IP(nv(Sym囁＋i))RSym惰＋i)*)

＝L O'j+pnv(Symk k (J'］十p枷 (Sym"'(k+ i)) R召Sym"'(k+ i)* 

亨）＝叫0,i:;:>Orp(~疇ym箪＋ i))®Sym囁＋ i)*)

, -filtrationはincreasingfiltationである。

T-filtration,(J'-filtrationの性質から、

GrJDv(Sym惰＋i))R Gr; Sym囁＋i)*= 0 (p -/ q) 

となるので、 Convolutionfiltrationの性質から

GrJ%＝直:;:>Q,i:;:>O島 (Sym惰＋i))R Sym惰＋i)*

が成り立つ。また ,-filtrationは積について乗法的である。

,in;R乃％→ T+J% 

従って /-1[2らは,onらのイデアルとなる。したがって DGAの準同型

1o％ →GrJnら
を得る。 Qら上の,-filtrationはO(M1.1,GL(2)) = H0(Dv(M1,1, GL(2)））上の

5.ホップ代数とバー・スペクトル系列

ハインー松本によって導入された相対完備化およびハインの相対バー複体に

関するバー・スペクトル系列を考える。

5.1.バー・スペクトル系列とアィヒラー・志村同型、制限写像．ここでは簡単

のため、 Ov(M1,1,GL(2)）のバー・スペクトル系列について考える。 M1,3に
ついてもほぼ同様に計算できるが、少し複雑になる。バー・スペクトル系列は

(5.1) E杓＝［（H*(Dv(M1,1,GL(2))) R-p「
⇒Eばq= Hp+q(B(Dv(M1,1, GL(2)))) 

となり、

H*(Dら(M1,1,GL(2))=任)pER+(GL(2))Hら(M1,1,p(V)) R p(Vx)* 

となる。もう少し詳しく、

補題 5.1.以下、 DelignecohomoloygはR係数のものを指すものとする。この
とき次が成り立つ。

(1) 

(5.2) Hも(M1,1,Symi(V)（j)）＝ ｛四m+2R

゜
(i,j) = (2m, 2m + 1) 
(i,j)-/-(2m, 2m + 1) 
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辱 (M1,1,Sym2m(V)(2m + 2)) = Bim+2 

ここで年は実数体上の定義された重さがKの楕円尖点形式の空間であ
る。この部分は Delignecohomologyを通常のものから少し modifyす
る必要がある。

R-Deligne cohomologyについては凡微分は実質的には下の写像の和になっ
ていて、瓦項において楕円フィルトレーションは次数付けになっている。ど

のような関係式が出てくるかはレギュレータが尖点形式の L関数の特殊値をつ
かって表示できることから具体的な予想がたてられている。

バー複体B(Hら(M1,1,GL(2))B)における微分は楕円フィルトレーションが
次数付けになるような次数付けを導入することができる。 Symi(j)＊の直和分解

Symi(j)* = Q(-j)④Q(-j + 1)EB... 〶 Q(-j + i) 

を用いて Symi(j)＊の Tateフィルトレーション Tを

Tk(Syrn'(j))* = L Q(-p) 
k：：：：化j-i:s;p:s;j

と定める。このフィルトレーションは

伽 (M1,1,Symi(V)(j)) R Sym'(j)* 

上のフィルトレーションを誘導する。

Tateフィルトレーション、楕円次数フィルトレーションのはいった次数付き
ベクトル空間 Vの母関数を次の式で定義する。

ch(V) = L(-1)汀im(GrfGrj (Vり）u閤
t,j 

を考える。このとき次の式がなりたつ。

ch(Hも(M1,1,Sym町2i+ 1))) = s2i+lu年 2 (i=l,2,・・・) 

ch(Hら(M1,1,Sym町2i+ 2))) = S2i+2S2i+2炉＋4 (i=l,2,・・・) 

となる。ここで、 S2i+2はweight2i+2のcuspformの次元dimS2H2である。

定義 5.2.iヂ0に対して Hi(B(D*))= 0が成り立つとき、 DGAD*はK1r1
性をもつという。

問題 5.3.Gr訳ち(M1,1,GL(2))) = H*(G瑶％（M1,1,GL(2)））は K1r1性をも
つか。

以下

H;ed(M1,1, GL(2)) = H*(Gr置 (M1,1,GL(2))) 
と書くことにする。

命題 5.4. (1) 

ch(H;eiM1,1, GL(2))) 

＝L ch(H;eiM1,1, Sym叫2i+ 1)））一Lch(H;eiM1,1, Sym叫2i+2)))
i:;:>1 i::> 1 
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3 4 s u 12-.14 s u 

1 -s叫― (1-s％り（1-s6砂）

=O(su)u -S(su)炉

(2) 

ch(B(H;eiM1,1, GL(2)))) = 
1 

1 -O(su)u + S(su)研

{3)問題 5.3が肯定的であるとすると、次が成り立つ。

Ored(M1,1, GL(2)) = H0(B(H;ed(M1,1, GL(2)))) 

とおくと、 l 

ch(Ored(M1,1, GL(2))) = 
1 

1 -O(su)u + S(su)u2 

となる。

6. DGAのサンドイッチ解消

6.1.サンドイッチ解消．体K上の二つの gradedcommutativeなDGAE,Aお
よびDGAの準同型rp:E→Aを考える。さらに

K = cone(E→A) 
する。ただし次数は区の次数を 0と数える。このとき

命題 6.1. (1) K にはKRX→KぶRk→K を
(x,y)@z→(xz,y<.p(z)), x@(y,z)→(xy, <.p(x)z) 

と定めることにより、 Kはどの両側DGmoduleとなる。
(2)自然な写像v:K→E は E の作用について ~-module の morphism に
なっている。

さらに自然な写像 1Jによる coneC = cone(v: K→ E)には上の Kへの X
の作用を用いて、下のようにして積を導入することができる。

(k,w) R (k',w'）→ (kw'+wk',ww') 

これにより Cには DGAの構造がはいる。 Cは下の doublecomplexに他なら
ないことに注意しよう。

C=  （［ :>
従って自然は複体の写像A→ Cは積を保つ quasi-isomorphism,つまり DGA
としての quasi-isomorphism となっている。 ~,A の bar complexを

B(~) ＝国為k R ~®i R k, B(A)＝①瓢kRARi R k 

と定義する。これには微分が定義され、積と余積が定義されている。次の命題

が成り立つ。
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命題 6.2.DGAの写像A→Cにより得られる barcomplexの写像は
B(A)→B(C) 

quasi-isomorphismである。

定義 6.3(Sandwich filtration). Cに次のfiltrationを導入する。

F℃ = ｛E(i = 0) 
C (i = -1) 

さらに FはCRP上のfiltrationを誘導する。

命題 6.4. {1) 
Gデ (C):::c K 

(2)上のfiltrationおよびCの積構造について次が成り立つ。

F℃R炉CC Ft+J.c 

{3) FはBarcomplexのdifferentialとcompatibleである。従って B(C)上
のfiltationを誘導する。
(4)テンソル積およびbarcomplex上に定まるfiltrationのassociatedgraded 
pieceは次のように計算される。

i 

F-iIF→+l(C®n) ＝〶 ~0Po心(K R ~0Pj) 

EPi=n-i j=l 

F-tIF→+1(B(C)）＝〶 B(~) 0⑭(K 0 B(~)) 
EPi=n-i j=l 

次の命題は容易に示される。

命題 6.5.B(~),K について次の条件を仮定する。

(6.1) ザ(B(~)) = 0 (for i-/ 0) 

Hi (K) = 0 (for i -/ 2) 

このとき、上の resolutionのstupidfiltrationによりはいる H0(B(A))上のfil-
trationをびとすると、

(6.2) Gr戸H0(B(A)))-::::'H0(B岱））R（炉(K)R H0(B(~))) 
Ri 

6.2. Sandwich resolution.誘導写像

(6.3) rp* : H*(~) → H*(A) は全射である

とする。このとき

0 • H*(K) • H*(~) • H*(A) • 0 

は短完全列となり、 H*(K) は H*(~) の DG idealとなっている。

Li= B(H(~い（H(K) R B(H(~))) 
Ri 
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とムには

L? = B0(H(~)) R（が（K)®B0(H(~)））⑭3 
の次数が—i となるように次数を定義する。さらに

d: Ln→Ln-l: 
を次の様に定める。

d: L1→ L。:a。Rb1幻 1f----+ [a。|b1I a1] 
d : L2→L1 :a。Rb1 R a1 R b2 R a2 f----+ [ao I b1 I a叶Rb2Ra2-a。Rb1 R [a1 I b2 I a2] 
より一般に d:Ln→ Ln」は次で定まる写像である。

n n-1 i n 

ao R Q9(bk R ak)→区（ーl)i@(ak-1 R b砂R(ai ・ bi+l ・ ai+1) R⑭ (bkR繹）
k=l i=O k=l k=i+1 

命題 6.6.条件 (6.3),(6.1)を仮定する。このとき次は複体の完全列となる。

Sw(H(~), H(K)) :...~ Ln ~ Ln-l ~ ・ ・ ・ ~ Lo→ B(H(A)）→ 0 
複体Sw(H（刃），H(K)）を B(H(A)）のサンドイッチ解消という。

6.3. Spec(Z)→ Mぃの場合． Infinitesimalembeddingによる写像の合成

Spec(Z)→M1,3→M1,1 
により誘樽される写像

Ov(M1,1, GL(2))→応(M1,3,GL(2)）→ 0ゎ(Spec(Z),GL(2)) 

を考える。 §6.1の構成法を適用したいのだが、これを modifyする必要がある。
ここで GL(2)= GL(V), V = Sym1(Rf*Q)である。

命題 6.7.準同型 (3.1)は

0叫羽）→ ,o応 (M1,3,GL(2))u 

を引き起こす。

問題 6.8.以下の条件を満たす DGAEと下の可換図式が存在する。

~ = GrJO(M11, GL(2)) 

↑ 'P 『ゆ＼
1園（Mu,GL(2)) ~ 100(M1,3, GL(2)) ~ O(Spec(Z), Gm)= A 

Eに心の像により ellipticfiltratio広および Tatefiltrationを入れることとする。

(1) E→Aはquasi-isomorphism 
(2) cpはellipticfiltration、および Tatefiltrationについて compatible.
(3) K = cone(:E→ E)とおくと

Hi(K) = 0 (i cf-2) 
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(4) 
ch（が（K))= S(su)u4 

(1)のもとで、 r.p*: H*(I;)→H*(A)は全射である。
6.4. Deligne cohomologyについてのBK母関数．問題6.8の記号を踏襲す
る。 C= cone(v: K→ S)とする。定義6.3で定義されたB(C)のSandwichfil-
tration Fから定まる 0試Spec(Z),Gm)+= H0(B(C))のSandwichfiltration 
をFとかく。つまり

p-iH0(B(C)) = Im(H0(H*(F-1 B(C)）→ H0(B(C))) 

を考える。このとき

F0 H0(B(C)) C p-l H0(B(C)) C ・ ・ ・ 

なるフィルトレーションが定まる。ここでF-PIF-p+1に寄与する二重母関数
を考えると、命題5.4と命題6.5の仮定のもとで

1 (S(su)u4)p 
1 -O(su)u + S(su)炉 1-O(su)u + S(su)u2 

となる。これらを pに関して加えると、

と 1(S(su)u4 P 

p;;:,O 
1 -0(su)u+ S(su)炉 1-0(su)u+ S(su)u2) 

1 

1 -O(su)u + S(su)u2 -S(su)u4 

次の問類を考える。

問題 6.9.同型 (6.2)はellipticfiltrationとTatefiltrationについて compatible
か。

1 

この問題が肯定的であれば、

ch(B(C)) = 
1 -O(su)u + S(su)u2 -S(su)u4 

がなりたつ。互〖を Deligne cohomology的多重ゼータ値の重さ Nの空間の，深
さに付随する次数加群の d次部分空間とすると、これは楕円次数がN+dの部
分になるので、 Broadhurst-Kreimer予想は

L(dimQ畷）sNt三
1 

1 -Ot + St2 -St4 
N,d 

と書き直すことができる。問題4.2,問題 5.3,問題6.8,および問題6.9が成立
すれば、 Broadhurst-KreimerのDelignecohomology versionはその帰結であ
ることが結論される。
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