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RANKIN-COHEN BRACKETを用いた概正則保型形式の構成について

堀永周司

ABSTRACT. Pi tale, Saha と Schmidt によるランクが 2 の概正則ジーゲル保型形式の生成する (g,Koo)—加群
の分類が存在する．本稽では各加群が概正則保型形式のなす空間の中で実現が可能かを保型形式の構成を通じて

議論する．その構成には Rankin-Cohenbracketとアイゼンシュタイン級数を用いる

1. 導入

保型形式の構成は保型形式論における枯本的な問題の一つといえる例として，テータ関数，アイゼンシュ

タイン級数や Rankin-Cohen括弧積がある．本稿では Rankin-Cohen括弧積を用いて概正則保型形式を構
成する

[9, section 7]において，志村氏はアイゼンシュタイン級数の解析的な性質に関する問題を提起した．その
問題を考察するために概正則保型形式が志村氏により定義された例えば，重さが 2のアイゼンシュタイン

級数恥は概正則保型形式の典型例である．そのフーリエ係数は

3 
恥(z)= -1 + 24 d exp(21r✓ コnz), z E {z E IC I Im(z) > O} 
1r Im(z) 区(Ll 

n=l din 

で表される．恥のときと非常に似たような形で重さが (n+ 3)/2の概正則な次数 nのジーゲルアイゼン
シュタイン級数が志村氏により構成された．著者は [3,Theorem 5.5]においてそのアイゼンシュタイン級
数の生成するリ一環の表現を決定した．その結果によると，そのアイゼンシュタイン級数が生成する表現は

長さが 2の可約な表現となる．
概正則保型形式は"どのくらい”存在するだろうか．概正則保型形式が正則保型形式に Maass-Shimura
微分作用素とよばれる微分作用素を施して得られるかどうかは，その概正則保型形式が生成するリー環の表

現の既約性に関わってくる．上記のように一般に，概正則保型形式が生成するリー環の表現は既約とはなら

ない．そこで， Pitale,SahaとSchmidtは概正則保型形式が生成しうるリー環の表現の分類を一変数保型形
式と次数2のジーゲル保型形式の場合に行った (cf.[6, 7]). では，概正則保型形式がどの程度存在するか，と
いう問いは表現の適当な意味での表現の重複度を計算することに他ならない．そこで，本稿では可約なリー

環の表現を生成する概正則保型形式の構成を行う．それにより，特定の表現の重複度が正であることが導か

れる．

gを Sp2n(ICJのリー環とする．今， fl=Sp加 (IR.)/K=はエルミート対称空間であるここで， K=は
Sp叫股）の極大コンパクト部分群であり，基点 iE SjはK=に対応する点とする．このとき，次の分解が存
在する：

g = P+ +t+p_. 

ここで，部分リ一環tは極大コンパクト部分群 K=のリ一環の複素化であり，P+(resp. the Lie subalgebra 
P-lは知の基点 iに関する正則接空間 (resp.反正則接空間）に対応するリー環である．上記の分解はベク
トル空間としての直和であるが，リー環としては直和でないことに注意されたい．

入。—入i+l E Z20を満たすウェイト入＝（ふ，．．．，入n)Eかに対して， (p入，v入）を t宰 Lie(GLn(ICJ)の既
約表現で，最高ウェイト入を持つものとする.P-が自明に作用することで， pをP-+tの既約表現とみな
す．以下，リ一環 aに対して， U(a)を aの普遍包絡環とするここで，最裔ウェイト入をもつ generalized
Verma module N(入）を

N(入） =U(g) @u(p —H) V; 入

により定義する.N(入）は一意の既約商 L(入）を持つ.N(入Vを [4,§3.2]の意味での N(入）V の反傾表現と
する.U(t)ー加群として N(入)vlu(t)にN(入)lu(tJは同型である.[7, Proposition 4.27]により， n=2のとき，
Sp4(民）上の概正則保型形式の空間に現れる直既約だが可約な表現は N(m+l,lJVに同型となる．一般の
nにおいて半整数の場合も含めると，次が分かる：

Theorem 1.1 (Theorem 5.5 [3]). E*を志村氏の構成した次数nのジーゲルアイゼンシュタイン級数とす
る．このとき， E*はg加群として N((n-1)/2, ... , (n -1)/2)vを生成する．

n=2とすると，アイゼンシュタイン級数 E*はウェイトが 5/2であり， N(l/2,1/2JVを生成するこの
事実は Rankin-Cohen括弧積で概正則保型形式を構成する重要な事実となっている．
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Rankin-Cohen 括弧積は保型形式を構成する強力な手法の一つである例えば，次節で解説するが，青木—
伊吹山によるウェイトが 35の尖点形式の構成が有名であろう (cf.[1]). そのほか， Rankin-Cohen括弧槙の
公式については様々なものが知られている ([5,12]). 本稿では，概正則保型形式に対する Rankin-Cohen括
弧積を考察する．誤解を恐れずにいうと， Rankin-Cohen括弧積はリ一環の表現のテンソル積の分岐則とみ
ることが出来る．その考えのもと，概正則保型形式が生成する g加群などのテンソル積表現を考察する．そ
して，そのテンソル積の分岐則を計算し， Rankin-Cohen括弧積を構成する．
本稿で考えるテンソル積とは，

M = L(l/2, 1/2) ISi N(l/2, 1/2t 

というものである．ここで， L(l/2,1/2)は長さが 2の加群 N(l/2,1/2)vのただ一つの既約部分表現であ
る．表現の分岐則を計算することで， N(l+m, l)vと同型な表現を生成する M の元を決定する．その元を
用いることで Rankin-Cohen括弧積［，加が構成され， N(l+ m, l)vを生成しうる概正則保型形式を構成
できるようになる.D_を普逼包絡環U(g)の元で， section2で定義されるものとするこのとき，自然に，
D_は次数 2のジーゲル上半平面上の微分作用素と理解できるこれらのもとで，次を証明した：

Theorem 1.2 (Theorem 5.2). E*を志村氏の構成した次数 2,ウェイト 5/2のジーゲルアイゼンシュタイ
ン級数とするこのとき，正の偶数m に対して，保型形式 [D_E*,E*加は 0ではなく， N(l+m,l)vを生
成する．

定理により，正の偶数に対して N(l+m,l)vの概正則保型形式の空間における重複度が 0ではないこと
が分かった．このような加群の概正則保型形式の空間への実現が示されたのは初であると考えられる．

2. RANKIN-COHEN BRACKETの例と構成方法

本節では Rankin-Cohenbracketと表現の関係について具体例を述べる．

2.1. リ一環の表現と Rankin-Cohenbracketの関係．端的に述べると， Rankin-Cohenbracketとは，テ
ンソル積表現の分岐則のことをいうなぜそのように見なせるのかを以下で解説していく．

nを正の整数とするここで， Gれをランクが nのシンプレクティック群， S'Jnをジーゲル上半平面とす
る．つまり，

釦={z E Matn(C) Im(z) > O} 

と定める以下では GnはZ上の代数群とみる.(p, V)をGLn(C)の有限次元表現とし， rをGn(Z)の合
同部分群とするこのとき，正則関数 f:S'Jn--+ Vがrに関する重さ pの保型形式であるとは，次の二条
件を満たすことである：

(1) J('"Y(z))=p(cz+d)f(z), 1=(~ な） E r,z ES')れ 9
(2) fはすべてのカスプについて緩増加．
ケッヒャー原理より， n>lのとき，条件 (1)が成り立てば自動的に (2)も成立する.MPげ）を rに関する
重さ pの保型形式全体とする．上記定義において正則から COOー級関数に条件を緩めたものを rに関する重
さが pのC竺級保型形式というそれを c00(S'J,pfとかく．
fを重さ pのrに関する保型形式とする．このとき， JP:G(政)--+ Vを

r((: !))=p(ci+d)-1/((: !)(i)), (: !)EGn(lR) 
と定めるこのとき， JPはrに関する左移動について不変.vの双対 V*の元 v*に対して，自然な pairing
〈v*,fりを考えることにより， Gn(政）上の複素数値関数が得られるまた， A(r)をGn(恥）上の保型形式全
体とするこのとき， A(r)pをA(r)の部分空間で

〈k・<p,k EK〉e"'p

を満たす保型形式ゃ全体とするこのとき，上記より， pが既約のとき f⑭v* f---t〈v*,fりが同型

(2.1) C00(S'J,pf®V* 竺 A(r)p•

を誘導する一般線型群 GLn(C)の有限次元表現は完全可約なので（必要があれば表現空間の基底を固定す
ることで）上記の同型を通じて群上の関数とみることができる．

次に， [11,section 12]に従って S'Jn上の微分作用素を導入する先に簡単な表現論からの準備を行う．
(p, V)をGLn(C)上の有限次元表現とするこのとき，非負整数pに対して piSJrPとp⑳砂を以下のよ
うに定義する.T = Symn(C)とし， Sp(T,V)を対称な p次多重線形写像 TX・・・XT--+Vとする．ここ
で Tx•··xT は T の p 個直積である．このとき， h E Sp(T, V)に対して，

(2.2) (p ISiザ(a)h)(ui, ... ,up)= p(a)h(tau1a, ... , ta砂pap)

(2.3) (p0uP(a)h)(u1, ... ,up)= p(a)h(a―1虻a―1,... ,a; 泣芦a;l)
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と定義する．ここで， pが自明表現のとき，表現 p@TPとpR伊を単に Tpと伊とそれぞれかく．言い
換えると，このように定義したザや伊の pとのテンソル積表現を多重線形写像の空間 Sp(T,V)上に実
現したものが上記 pRザや pR伊であるよく知られているように， Tpは次のように既約表現に分解す
る．入＝（入い・・人） E znが入12': ... 2': 入れを満たすとする．このとき，最高ウェイト理論より対応する
GLn(CJの既約表現を単に入とかく．すると，

召）竺

① μ=(μ,, ... , 匹）E(2Z;,o)n 
μ,2: …2'.μn,μ1+…+μn=2p 

μ
 

がなりたつ．とくに，重複度自由な分解であるしかし，一般には p0ザは重複度自由な分解を持たない．

また，伊は TPの反傾表現であり，上記とよく似た重複度自由な分解をもつ．
Tの C上の基底を適当に固定する．その基底を {cv}ツとかく．上記基底に対して uETに対して
U=江 U心と ZE加に対して z= Evzvc: ツと表す．このとき，微分作用素 D,万，CとEを次のように
定める.c=級関数 fE C00(S'in, V)とuE T,z E S'inに対して

(2.4) (Df)(u) = L 叩 8f/8zッ， （町）(u)=Lい汀／犀
V V 

(2.5) (Cf)(u)(z) = 4(Df)(yuy)(z), (Ef)(u)(z) = 4(万f)(yuy)(z)

によりふ(T,V)に値を持つ c=級関数 DJ,万f,CfとEfを定義するただし， yはzの虚部である．非
負整数pに対して微分作用素 DP,1沢GPとEPを

(2.6) D吋=DDP-lf, びf=加 p-lf, Do f =万゚ f=f

(2.1) GP f = ccp-l f, EP f = EEP-1 f, c0 f = E0 f = f 

により定義する．このとき，新たな微分作用素 D~f E c=(S:ln, Sp(T, V))を

D~f(u)(z) = (p 0 rP)(y)Ce(p(y)f) 

により定義するただし， yはzE S:lnの虚部である.n=lの場合に具体例をみる．このとき，対応するジ一
ゲル上半空間は単なる上半平面そのものであるまた， T=Cとなる (p,V)として， V=Cとp= detk 
をとる．このとき，

(2.8) Cf(u)(z) = 4y2uof /oz, Ef(u)(z) = 4uy28f /8芝

であるしたがって，

(2.9) 

k of k 
D』(u)(z)= y―kC(y勺）(u)(z) = -2u予 f(z)+ 4u西(z)= -2uH (;i(z) + 2H翫）
をえるこれら DpfやEfはまさにそれぞれ weightraising operatorとweightlowing operatorに一致
しているここで，

o 10  o o 10  -=-(---- -=-- --0 
釦 2 ox v'l oy)' 毎 2(ox十noy)

である．このとき次が成立する．

Proposition 2.1 (Proposition 7.3 [10]). (p, V)を GLn(CJの有限次元表現とする． このとき， fE 
c=(知，V)とuETに対して

t+(u)(JP) = (Dpf)PR7(u), i_(u)f P = (EJ)PRa(u) 

が成り立つ．ただし，

舛(u)=~/3 (~ 予u)J3―1' 
と定めている．

良く知られているように， P+=し十(T),P-=し(T)とかくと， 9= P+ +£+ P-と分解する．ここで，
g = Lie(G叫釦IC,Lie(K)露 IC=£ である.P+は知の iにおける正則接空間に， P-はiにおける反正
則接空間に自然に同型である．上記命題により，群上の閲数へのリー環の作用は上半平而上の閲数への微分

作用素 DpやEの作用と同一視される.n=2の場合の微分作用素 DpやEの明示式については [7]を参
照されたい．

c=級関数 fEC呵知，V)が概正則とは，ある£ が存在して Eげ=0となることとする．すると，こ
れまでの議論から，群上の関数 JP が P—―有限であること，つまり，ある£ が存在して (P-JifP= 0に同値
である.fが正則関数の場合は JPがp_fP= Qを満たすことに等しい．また， [11,section 13.11]により，

i_(u) =~{3 (_ふU ば） {3-1, f3 = (-~In 予ln)
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f EC可知，V)が概正則であるとは，ある有限個の正則関数ggとn(n+1)/2変数の多項式 Pe,1~ £ ~m 
が存在して

m 

f(z) = LP((r;,j(z))i琴 j:s;n)gg(z)
£=1 

と書けることに同値であるここで， Ti,j(z)は行列 Im(z)-1の(i,j)-成分である．
まとめると，概正則保型形式の微分作用素における振る舞いは全て同型 (2.1)とリ一環gの表現を通じて
理解される．そのため，表現論の側での操作が及ぼす（上半空間上の）保型形式への影響を調べることで，新
しい保型形式側での操作が得られる．そのような例として Rankin-Cohen括弧積が存在する．具体的には，
表現論側では表現のテンソル積を考え，それの分岐則をみる．つまり，二つの（群上の）保型形式が生成する

gの表現を m と'lr2とし， 'lr10四が離散直和①£止に同型であるとき，写像 1r1<211r2 --+ Iltが得られる．
このとき，山の特定の元を（上半空間上の）保型形式として明示的にに書き下したものが Rankin-Cohen括
弧積である．正則保型形式の場合においては，それら特定の元はいわゆる lowestweightベクトルないしは，
minimal K-typeと呼ばれるものを生成するベクトルをとることが多い．本稿は通常と異なる正ルート系を
とるため， lowestweightベクトルではなく highestweightベクトルになることに注意されたい．以下の節
でRankin-Cohen括弧積の例をあげる．

2.2. n = 1の場合．本節では一変数の保型形式に対する Rankin-Cohen括弧積の具体例を挙げる．
5を複素上半平面とする．整数 Kに対して， 5上の微分作用素 RkとLkを

k {) {) 
凡＝— +2✓可—, Lk = -2✓ 可炉ー
y {)z 街

により定める.Lkは定義より明らかに Kによらないが，便宜上 Kによるように表記している．また， £EZ;:o:1 
に対して

Rい=Rk+2i-2 0・ ・ ・0 Rk+2 0 Rk, Lい=Lk-2£+2 0・ ・ ・0 Lk-2 0 Lk 
とおく．すると，ウェイト Kの概正則保型形式 fに対して， RkfとLkfはそれぞれウェイトが k+2£ と
k-2£ になるまた，概正則保型形式 fが正則であることと， Lkf= 0は同値
ウェイト Kの正則保型形式 fとウェイト£ の正則保型形式 gと正の偶数 m に対して， Rankin-Cohen
括弧積 [f,g加を

(2.10) 互(-1r(m+;-1) (m+: ー 1)伍f嘉g
と定義する．このとき， [f,g伍はウェイトが k+2£+mの正則保型形式である．
次に表現論の立場から見てみよう.sC2(C)の基底を

H= ーR(~1~), R= 几（占~), L=~(い—~)
ととる．このとき，明らかに， [H,R] = 2R, [H, L] = -2£, [R, L] = Hが成り立つ．ここで， C-Hをカルタ
ン部分代数， Lを正ルートベクトルになるように正ルート系をとる.DkとDgをそれぞれ最高ウェイトが
k 2 1と£21の既約表現とする（後の正ルートの取り方は同じだが，通常の取り方と異なることに注意）．
DkとDgの最高ウェイトベクトルをそれぞれ v,wとかく．すると，テンソル積表現

Dk@Dg 

の分岐則は次で与えられる：

L (-1)'(m+;-1) (m+:-1 R'v@R⑳.  
r+s=m 

） 
この公式はまさに (2.10)のものと同じであるこのように， R皿 kin-Cohen括弧積は表現論と非常に相性が
良いものになっている．

2.3. n = 2の場合．本節では青木ー伊吹山による重さ 35のcuspform X35の構成について述べる (cf.[1]). 



48

RANKIN-COHEN BRACKETを用いた概jf則保型形式の構成について

はじめにルートベクトルを定義しておく：

Z=-(閃，88吼），
0 0 0 0 
1 0 1 0 -i 

N+ = 2 (□1 7 o; ~) , 
i O -1 0 

，
 

‘̀ー
_
l
/

0
0
0
0
 

ー

.
i

。1
0

0
0
 0
0
 

1
0
.
8
0
 

（
 

ー＿

2＝
 
＋
 
x
 

，
 

、`¥
l
l
/
,

1

ヽ
＼
ー
／

.
t
o
o
 

-

1

 
O
·•
O 

I
 

ー
＿
o
o
o
o
 

oioo 

1
0
-
t
o
o
1
0
-
9
 

0
1
0
.
2
0
 0
0
0
 

（
（
 

ー＿

2

ー＿

2

＝

＝

 

＋

＋

 

E

P

o

 

0 0 0 0 

Z'=-(屈I附s),
1 0 1 0 i 

N_ = 2 (~: 瓜iJJ), 

，
 

、¥_l
ノ

，
 .
9
1
 

、
\
—
ノ

1
0
1
0

o
T
 0
7
 

0
0
 
0
0
 

.
9
a
 

T
0
7
0
 

~010 

0
0
0
0
 

.

9

.

9

”

 

1
 o
 I
o
 o
 1
 0
1
 

（
（
 

ー＿

2

ー＿

2

＝

＝

 

-

＿

 

X

代

凡 =~G 〗J 〗：）．
と定めるこのとき， CZEll CZ'がコンパクトカルタン部分代数であり， N+,Po,―, Pi, ―, x_が正ルートベ
クトルであるまた，

広=4A,+ + 2N_X+, E_ = 4A,--2N_Po, ―, U = 2Po,+ + Pi,+凡＋ふNど
とおく．これら E士，Uは以下の議論に合わせたものであり，実際には Zや Z'も用いて者き下すべきであ
る．詳しくは [7]を参照
p2qなる (p,q)E Z2に対して， L(p,q)を [7]のものと同じようにとるこの L(p,q)は上記のように正
ルートを取った場合，ウェイトが (p,q)の既約最高ウェイト表現に対応する.p=qのとき， 7rk= L(k, k)と

する．このとき，次のテンソル積を考える：

冗1⑳ mぅ⑭7!"1Q⑳ 7r12-

7rkの最高ウェイトベクトルを Vkとかく．このとき， 7!"407!"5と7!"40 7!"5 0 7r10の元 a,f3を

a=  6(X+v4) 0 V5 -4v4⑭ (X直）， /3=16広 (a幻 10)-3l(E四）幻10

と定めるこのとき， a,f3は最高ウェイトベクトルになる．そして，それぞれ L(12,10), L(23, 21)に同型な

表現を生成する最後に，m⑧ 7!"5 0 7!"10 0町2の元

1 = 32(Uf3) 0 v12 -5U(f3 0 v12) 

を考えることにより， 0でない写像

巧5---+ 7!"4 0冠 07!"1Q⑭ 7r12: X・V35 ---+ X・r 

が得られる．この公式により， Rankin-Cohen括弧積

[・, ・, ・, ・]: M4(8P2n(Z)) 0 M5(8P2n(Z)) 0 M10(SP2n(Z)) 0 M12(SP2n(Z))---+ M35(8P2n(Z)) 

が得られる

重さが4,6の保型形式として，アイゼンシュタイン級数 E4,E5がそれぞれ存在するまた，重さが 10,12

の保型形式 X10,X12も存在する．上記 Rankin-Cohen括弧積に E4,EかX10,X12を代入することで，重さが
35の正則保型形式が得られる．重さが 35であるようなフルモジュラー形式はいわゆる X35の定数倍しか

ないため，構成した保型形式はまさに X35と定数倍しか違わないしたがって， Rankin-Cohen括弧積によ

りX35が得られた．

3. GENERALIZED VERMA MODULE 

本節では generalizedVerma moduleの定義といくつかの性質を述べた後，主定理の鍵となるテンソル積

表視の分岐則について述べる．

3.1. 放物型 BGG圏 OPとgeneralizedVerma module. まずは放物型BGG圏を定義し，その諸性質
を述べる．以ドでは有限次元ベクトル空間 V に対して V*を V の双対とする．

gをC上の半単純リ一環， hをgのカルタン部分リ一環とする．このとき， hに関するルート系を <l>C~• 

とかく．△ を単純ルート全体， q,+を正ルート系とおく.p = (1/2)区"aと定める．
部分集合 Jc△ を固定する.Z·I を~· の Z 上 I で貼られる部分集合とする．このとき， <l>r=<l>UZ•J
を① の部分ルート系とする.<I>;=<I>ru<I>+を部分ルート系 <I>rの正系とする．すると， gの放物型部分
リ一環 P=Prが

〶 9a ① ④ 9a 
aE4>r aE如＼吋
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により定まるただし， g。は重さ aのgのルート空間である．放物型部分リ一環PIはレビ分解初＝［庄I
をもつ．ただし，

11 =〶， UJ =〶 9a·
aE<l'>r aE炉＼吋

A; を
A;= {入 E『〈入，av〉EZ:c:o for all a E I} 

とおく．ただし， avはaの余ルートである最高ウェイト理論により，入 EA;に対して [1の有限次元表

現 L1(入）が定まる．田が有限次元表現 L1(入）に自明に作用することにより， L1(入）は PIの既約表現と考
えることができるしたがって，以下では L1(入）は j::11の既約表現とみなす．

放物型 BGG應び’とは， U(g)上の加群全体がなす圏の充満部分圏であり，対象 M は以下を満たすも
の全てである：

(0門） M は有限生成 U(g)加群．
(0四） U(l1)-加群として， M は漑約加群の直和になる．
（伊3)M はlocallyu1-有限，つまり，任意の vEMに対してある mEZ:c:。が存在して u『・V= 0. 

これら BGG園び’の性質は [4]が詳しい．
ME伊と μEf)*に対して， Mμ を重さμ の重さ空間とするこのとき， MVを，ベクトル空間として

〶µE~ 字 M;とする.f EM; を，入ヂμ とvEM; に対して f(v)= 0とすることにより， M*の元とみる．
このとき， fE MVとXEgに対して

Xf(v) = -f(X・v), v EM  

とおく．すると， MVはU(g)加群となるこの MVをM の反傾表現という.MV Eぴである．

入EA;に対して generalizedVerma module M心）を

島（入） =U(g)釦 L心）

により定める．一般に， generalizedVerma moduleはしの有限次元表現だけでなく，無限次元表現も考えた

ものも指すが，本稿では有限次元表現しか考えない.M1(入）には既約商が一意に存在し，それを L(入）とか
＜．定義から明らかに， M1(入）は OPの対象である．
Z をU(g)の中心とする zの指標を無限小指標という. L(入）の無限小指標を x入とかく．このと
き， x入=Xμ はあるワイル群の元 w E W が存在して入=w-μ になることに同値である ここで，
w・ μ= w(μ+ p) -pとしている．

M を条件 (0四）をみたし， Hom空間 Homcr(L心），M)が任意の入 EA;に対して有限次元であるとす
るこのとき， M はZ有限である．無限小指標 xに対して Mxをxに関する一般化固有空間とする．つ

まり， Mx= {v EM  I (z -x(z))叫=Ofor some m and any z E Z}. すると，次の分解を得る：

M= 〶 Mx.

次節では既約加群 L(入）のユニタリ化可能性や M1(入）の既約性の判定法をみる．

3.2. first reduction pointとunitalizability.以下では 9= SIJ2n(CJとする．このとき，コンパクトカ
ルタンをとる．つまり，コンパクト部分リー環の複素化tのカルタン部分代数で gのカルタン部分代数にな
るものをとる．そのようなものは存在し，ルート系① は

<I>= {士(e;一Ej) 1 ::,; i < j ::,; n} LJ {士(e,+ ej) 11 ::::; i ::::; j :::; n} 

となる {el,・・.,en}は f)*の Killing形式に関する直交基底で，適当に順序を入れたものとしている．正
ルート系 q,+を

q,+ = { e; -e1 11 ::::; i < j :::; n} U {-(e; + e1) 11 ::::; i ::::; j :::; n} 

により定める．上記の取り方は，前節での正ルート系の取り方と同じであるこのとき，単純ルート系△ は

{ e1 -e2, e2 -e3, ... , en-1 -en, -2ei} 

である.Jc△ を

I= { e1 -e2, e2 -eふ・ ・ ・,en-1 -en} 

とおく．このとき，対応する放物型部分リ一環初のレビ部分リ一環はコンパクトリ一環の複素化 tに一致
する．

以降考える Vermamoduleは放物型部分リ一環 p= P-+tに関する generalizedVerma moduleに限
る．そのため，単に N(入）とかいたら， M心）を意味する本節では既約加群 L(入）のユニタリ化可能性や
N(入）の既約性の判定法を考察する．基本的に [2]に本節の内容は従がっているただし，本稿とは正ルート
系の取り方などが異なることに注意されたい．
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{3 E炉を {3= -2en, (E~• をく＝ー（釘＋・・・十 en)とおく．本節の正ルートの取り方により，
p = -e1 -2e2 -・ ・ ・-nen となる．入 E~• に対して複素数 sを，入。＝入+s(の enの係数が nである
ように選ぶ以ドでは，入。というと，A;n町の元であり， eれの係数が nであるとする．入。の e,の係数
を入，とかく．入。に対して 0の部分ルート系 Q(入o)とR(入。）を以下のように定義する.q = #{i I入，＝
入n},r=#{il入，＝心+1 or入n}とおく．このとき， Q(入。）を {en-q+l-en-q+2, .. , ,en-1-en,-2en}で
貼られる tの部分ルート系とする．すると， Q(入。）は SP2q(qのルート系と同型である．同様に， R(入。）を
{ en-r+l -en-r+2, ・ ・ ・, en-1 -en, -2en}で貼られるのの部分ルート系とする．すると， Q(入。）は SP2r(CJ
のルート系と同型である．次に，有理数数 A(入o)とB(ふ）を

A(入o)= (q + 1)/2, B(入o)= (q+r)/2 

と定める．このとき，次が成立する：

Theorem 3.1 (Theorem 2.5 in [2]). zを実数とする上記記号のもとで，以下が成立する：

(1) zさA(入o)のとき， generalizedVerma module N(入。+z()は既約．
(2) N(入。 +zく）が離散系列表現となることと， z<Oは同値離散系列表現の極限となるのは z=Oに
相当する．

(3) N(入。 +zく）は z= A(入。）で可約．
(4)既約商 L(入。 +zく）がユニタリ化可能であることと， z:s; A(入。）または， 2zE Zかつ z:s;B(入。）が
成立することが同値．

より詳細な N(入。+()の既約性の判定法は [4,Chap. 9]参照．上記は既約性についてはあくまで first
reduction pointと呼ばれる点 A(入。）の計算方法しか与えていないが，非常に計算しやすく，かつ分かりや
すいものになっている本稿の計算には firstreduction pointで十分である．

3.3. テンソル積表現の分岐則．本節では前節の記号を引き継ぎ，さらに n=2とする．本節の主な対象は次
のテンソル積である：

M = N(l/2, 1/2JY 0 L(l/2, 1/2)又

以下では上記の加群の g—加群としての分解を考察する問題点の一つとして，上記加群は BGG 圏の対象に
ならないことが挙げられるしかし，zの作用についてまず分解することにより， BGG圏を用いることが
できる．

前節の定理 3.1から， N(l/2,1/2)は可約であり， N(5/2,5/2)は既約であるまた，簡単な計算から，
(1/2, 1/2)の W による dot-actionによる orbitで的に属するものは

{(1/2, 1/2), (5/2, 5/2), (3/2, 1/2), (5/2, 3/2)} 

である最高ウェイト理論により， tの既約表現は入＝（ふ，入2)E C2で入1一朽 EZ::,:oをみたすものによ
りパラメータづけられる．入に対応する既約表現を p入とかく．このとき， t上の加群として

N(入）竺 p入@U(P+l竺p入⑧ （入＝（ふ，入鬼，入1翌 2PCい））
が成立する．そのため， P(3/2,1/2)とP(5/2,3/2)が N(l/2,1/2)luce)の部分 t加群として実現できないことが
わかるよって，

0→ N(5/2, 5/2)→ N(l/2, 1/2)→ L(l/2, 1/2)→ 0 
をえる．そのため，

L(l/2, 1/2)lu(t)竺 EBP(2m+l/2,1/2) 
mE2Z:,o 

をえる．したがって， t上の加群として以下を得る：

N(l/2, 1/2JY⑭ L(l/2, 1/2) lu(t)竺 (P(1/2,1/2)0 U (P+)) 0 (雌定。P(2m+1/2,1/2))

~(〶 P(2m+l,1) ⑳ U(P+)lu(t)• 

とくに， M はZ有限である．そこて，無限小指;;':"に対してLを考える まず， t上の表現として
Mluct)~ ① N(2m + 1, l)lu(t) 

mEZ:,o 
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である．そのため，容易に， m::> 1に対して MX(2m+l)の半単純化は L(2m+ 1, 1) EB L(2m + 1, 3)であり，

MX(l,l)竺 N(l,1)竺 L(l,1)がわかる．ここで， m::>1に対して

0--+ N(2m + 1, 3)→ N(2m + 1, 1)→ L(2m + 1, 1) --+ 0 

が成り立つことを用いたより精密には，次が成立する：

vをL(l/2,1/2)の最高ウェイトベクトルとする．当然， V のウェイトは (1/2,1/2)である.U(g)の元
D+,D-を

広=Pf+ -4X+Po+, D_ = Pf_ -4X_Pi。_
により定義する ウェイトが (p,q)であるベクトル uが N四 =0をみたすとき， D士uはウェイトが
(p士2,q士2)かつ N+(D四） =0をみたす．ベクトル wE N(l/2, 1/2)vをN心 =0かつ D_w=vを満
たすようにとる．

Lemma 3.2. 正の偶数 m とi,jE Z拉かつ 2i+ 2j = m に対して

a,,j = m: ~: 3 (-1 / (m 2: 1) , b;,1 = 6\~ 門+~〕 (m2:1), 
と定める．このとき， g-加群として，次の同型を得る：

L (1/2, 1/2)RN (1/2, 1/2) v竺（皇。N(m+3,lt)豆 (1,1). 
さらに，ベクトル

L ai,j立V⑳X丘+ L 如 D+(X註@XtD_w)
2i+2j=m 2i+2j=m 

はN(m+3, l)vを生成する．

Proof. U(£)—加群として，次の同型を得る：

(3.1) L (1/2, 1/2) 0 N (1/2, 1/2)" u(•l~(豆。 P(u+•/WC)) ⑳ (P(• 1,. • 1,, ⑳ （喜予 P(,,,,l)

直接計算から，ベクトル

竺〶 P(2l+l,1) 砂(P+llu(e)
iE笙 0

竺④ N(2!! + 1, l)vlu(t)・ 
iEZ:,o 

こ佑，J双v@X砂+ L 如 D+(X訪0XtD_w)
2i+2j=m 2i+2j=m 

はN(m+l,ltを生成することが分かるよって，偶数 mEZ::,。に対して， N(m+l,ltはテンソル積
表現 L(1/2, 1/2)RN (1/2, 1/2) vの部分加群となる．つまり，次の埋め込みを得る：

L(l, 1) EB 〶 N(2£+3, 1t ---+ L (1/2, 1/2)RN (1/2, 1/2t. 
£EZ2:o 

generalized Verma module N(l, 1)は既約であるため，自明な同型 N(l,1)竺 N(l,lt竺 L(l,1)がある．
したがって， £-typeの重複度を比較することで，上記埋め込みは U(g)ー加群として同型を誘導することがわ
かる． ロ

4. アイゼンシュタイン級数

本節ではアイゼンシュタイン級数の定義をし，志村によるフーリエ係数の計算結果を述べるまた，誘導

表現の組成列をみることにより，アイゼンシュタイン級数が生成する (g,Koo)ー加群が直既約かつ可約となる
ものが構成できることを n=2の場合にみる．
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4.1. 定義．本節ではジーゲルアイゼンシュタイン級数を定義する・G= SP2nとおく.!QIの素点 vに対して
Gv =G(ふ）とおく．

このとき，屈を集合として

Gv X {土1}

であり，群演算は

(g1,c1)(g2,c2) = (g1g2,E:1E:2c(g1,g2)) 

とするただし， c(.'.)はRaoの 2ーコサイクルである ([8]).prを射影 pr:G,,--+ Gvとする.G(A)の
極大コンパクト部分群 K= ITvKvを以下で定義する： vが有限素点のとき，

Kv = G(Zv), 

vが無限素点のとき

Kv={(~b~) taa+tbb=ln} 

と定める.K = pr-1(K)とおく．
PをGのジーゲル放物型部分群とする．つまり，集合としては

P = { (~ta~1) E G a E GLn, b E Symn} 

～躙
に一致する・XをP(A)= pr-1(P(A))の指標とおく．複素数 sに対して I(μ,s)= Ind所元(xi.s)を

-. -
f(nmg) = x(m)I det als+(n+l)/2 f(g), n E N(A), m = diag((a, ta―1),c) E M(A), g E G(A) 

なる coo級関数全体とする.I(μ,s)のsectioni[>sをとる．叱が standardとは，飢辰が sによらないこ
とをいう.standard section i[> sに対してアイゼンシュタイン級数 E(g,s,i[>)を

こ叱（四）
,EP(Q)¥G(Q) 

により定める.sの実部が十分大きいとき，上記の和は絶対収束し，全 sー平面に解析接続する．さらに関数
等式も成立する．志村は [11,§16]において，特殊な sectioni[>sに対してアイゼンシュタイン級数のフーリ
工級数を求めた．

4.2. 重さが (n+ 3)/2の場合．重さが (n+ 3)/2になる場合においてのみフーリエ係数の明示式を与える．
ここで， nは 4を法として 2と合同であるとする.nに関する条件から， sectionはx=lとなるような

謳
もの，つまり， Ind ・"の sectionとしてよいことが分かる (cf.[11, §16.24(b)]). 具体的には， section

鴫
叱＝訊虹，s'まV=J 2, 00のときには不分岐なものを， V= 00のときはウェイトが (n+ 3)/2のものを，
v=2では少し特殊な取り方をする具体的な取り方については [11,§16]参照この 2での取り方がうまく
いくような条件の一つがn= 2 (mod. 4)といえる．

Remark 4.1. 本稿において，メタプレクティック群は二重被覆であるが，志村氏は 51で拡大したものを考
えているまた，誘導表現のパラメータ sがmodulasなどずれているため，見た目は [11,§16]と多少異なる
standard sectionを選んでいるようにみえるかもしれないが，最終的に同じものになるフーリエ係数の具
体的な計算はほぼすべての点で志村氏のものと同じであるため，元論文等や本 [11]などを参考にされたい．

n=2としたとき，このような standardsection i[> sに対するアイゼンシュタイン級数のフーリエ係数は
次のようになる：

Lemma 4.2. n = 2とする志村氏の構成したウェイト 5/2のジーゲルアイゼンシュタイン級数かの
フーリエ係数を

E*(戸 Hy)=又 (h,y)exp(2バ可tr(h(x+□ y))), x+J=Iy⑰ n 
h>O 

とかく．このとき，以ドが成立する：

(1) c((~ な），y)が 0でないとすると， a,d E (1/2)Zとb,cE Zが成立する．
(2) hが正定値ならば，フーリエ係数は c(h,y)はyによらない， i.e.,c(h, y)は定数．
(3) h = 0のとき，

をえる

4 
c(O,y) = 

召 dety



53

堀永周司

(4) hc/0が特異行列のとき，フーリエ係数c(h,y)はS'Jn上の概正則関数になる．さらに hが（糾｝）と
表され， c(h,y)が0でないとき，ある整数 mcl 0が存在して a=m町2となる．また，

c((1信訂，y)= 8(::d::~1) 

と

c(G~ い） = S(~t;e~: 釘），
が成立するただし， y=(Y/:).

志村氏はもっと一般の場合に上記のような公式を [11,§16]で証明している．

5. 概正則保型形式の構成

志村によるアイゼンシュタイン級数の計算と Rankin-Cohenbracketの計算を用いて概正則保型形式を
構成する．

5.1. Rankin-Cohen括弧積とその計算例.X+とD土を知上の微分作用素で， [7,section 3.3]で定義さ
れているものとする.r を Sp4((Q)) の合同部分群とする-~恥(f)C N5;2げ）をウェイトが 5/2の概正則
保型形式のうち， N(l/2,1/2jVまたは £(5/2,5/2)を生成するもので貼られた空間とする．補題 3.2より，
Rankin-Cohen括弧積

[,]m:M1;2げ）@~ 恥(r)---+ NP(m+l,3) (r) 

を

鱈 g一こ佑，jXif@X-{_g+ L bi,j広 (Xif@X-{_D-g) 
2i+2j=m,i,j::0:0 2i+2j=m,i,j~O 

により定義できるここで，係数a;,jとb;,jは補題3.2のものと同じである．括弧積［，転の像はN(m+l,lJV
または L(m+l,3)を生成するもし [f,g加が L(m+l,3)を生成するならば， [f,g]mは正則保型形式で
ある．加群 N(m+l,lJVを生成する保型形式を見つけるためには，概正則だが正則ではない NJ;2げ）の元

を見つければよい

E*を重さが 5/2である次数 2の志村氏が構成したジーゲルアイゼンシュタイン級数とするこのとき，
次を得る：

Proposition 5.1 (Theorem 5.5 in [3]). M をE*が生成する (g,Koo)加群とする．加群 M は反傾表現
N(l/2,1/Wに同型である．

E*(Z) = E*(X + ✓ コY)のフーリエ係数は

砕 d:tY)+s (~2~~ 胃）exp(1riT) + 8 (し~d戸） exp(4年）＋，
となる．ここで，

Z=G  ;,), Y=(; ;,) 

D_の定義から，正則保型形式

D_E*(z) = -241r―2 -481r―2 exp(1r, 仁石）ー 481r―2exp(41r✓可 T)+• .. 

をえるこの正則保型形式はウェイトが 1/2であるすると，保型形式〈[D_E*,E*]m,v*〉のフーリエ係
数は

28・3 

m+2 
T―3 (m-2+4(m+l)(-1r/2+1)(-2ザ）m/2いふ）exp(1rv可 T)+・・・

となる．ここで， v*は P(m,l)の反傾表現の最低ウェイトベクトルである．明らかに，全ての偶数 m に対し
て，上記保型形式は 0ではなく，正則でもない．まとめると，次を得る：

Theorem 5.2. 上記までの記号のもとで，保型形式 [D_E*,E*伍は N(m+l,lJVをすべての偶数m2'.0
に対して生成する．

よって，主定理が得られた．
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