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カーネル正準相関分析に基づくアプローチ

JST ERATO合原複雑数理モデルプロジェクト 末谷大道 1
情報・システム研究機構統計数理研究所 伊庭幸人
東京大学生産技術研究所， JST ERATO 合原 一幸

1 はじめに

結合カオス系において， 2つの素子のダイナミクスが非線形関数申によって互いに結ばれ，

系全体の運動の実効自由度が制限される現象は，一般化同期 (GeneralizedSynchronization: 

GS)[l]と呼ばれている.結合カオス系における GSは，現実の複雑系において見られる要素

間の隠れた相関に対する一つのメタファーと捉えられるだけでなく，癒痛などの脳の活動に

ついて GSの観点からの解析が行われるなど [2]，実際の応用面からの関心も持たれている.

実験や観察で得られたデータから GSを解析するためには 2つのダイナミクス聞の非線
形の関連性の深さを適切な尺度で定量化する必要がある.最近，データに内在する非線形構

造を抽出するデータ解析の一般的な手法として， (再生)カーネル法と呼ばれる新たな機械学

習の手法が注目を集めている [3].現在までにサポートベクトルマシンに代表される様々な
カーネル学習法が提案されているが，その中の 1つに 2つの多変量データ聞の相関の度合

いを調べる多変量解析手法である正準相関分析 (CanonicalCorrelation Analysis: CCA) [4] 
にカーネル法の概念を適用したカーネルCCAが赤穂らによって提案されている [5，6].
本報告では， GSを示す力学系モデルに対するカーネルCCAの適用を通じて， 2つのダイ
ナミクスの間の非線形の関連性を解析する手法としてのカーネルCCAの有用性について論

じる.

2 一般化同期とは

一般化同期の具体例として パラメタの異なる 2つのHenon写像が結合した次の4次元の

離散時間・連続状態力学系を考える:

:{町(t+…-Xl (t)2 + 0.3X2( t) (1) 
X2(t十 1)ニ Xl(t)，

(仇川=1.4 -{iXl(t)Yl(t)十 (1一川山 1め(t)
(2) 

め(t+ 1) = Yl(t). 

ここでγは結合係数を表す.図 1(a)は結合が全くない場合 (γ=0)，図 1(b)は結合が十
分強い場合 (γ=0.25) ，のカオスアトラクタの(Xl'Yd平面への射影である.結合がなけ
れば個々の素子は独立に振る舞い何の関連性も見られないが(図 l(a))，十分な結合の強

さの下では 2つの素子の聞に強い非線形の関連性が見られる(図 l(b)).実際に，図 l(b)

の状態では， 2つの力学系の軌道X(t)= (Xl(t)， X2(t))， y(t) = (Yl(t)， Y2(t))の間に関数関係
y(t) =世(X(t))が存在して，お互いの運動が束縛されてる(このことは，方程式の形が具体的
に分かっている場合は，条件付き Lyapunov指数という量を計算してその符号を調べることに

より確認することが出来る [7]).このような，結合力学系のアトラクタが時間に依存しない
関数世によってM={(x，y):y二世(X)}に閉じ込められる現象を一般化同期(Generalized 
Sy恥 hronization:GS) という [1].

1 E-mail: suetani@aihara.jst.gO.jp 

q
J
 

Q
u
 

n，J
 



研究会報告

バ

出

/

凶

/
1
1
、

o 
Cコ

ー
l
，J
1
0
 

rr'tt
、、

。

的

E
O
噌

'
i

刊
ud

同

.
0
1
i
0
.口

付
u
u

u') . 
o 

u') . 
Cコ

Cコ

'-1.5-1.0-0.50.0051.01.5 

o -F 
t 

-1.5 -1.0 “0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 

Xl Xl 

図 1:(a)γ= 0， (b)γ= 0.25の場合における結合Henon写像系のアトラクタの (Xl'Yl)平

面への射影.

3 カーネル正準相関分析

実験や観測で得られた時系列データだけを用いて GSを解析しようとする際，同期多様体

ん4は強い非線形性を有するため，相関係数のような変数聞の線形的な関連性を測る指標で
はGSを検出することが困難であり，何らかの非線形変換をデータに施す必要がある.

カーネル法では，データを元の空間から高次元空間ヘ-s..写してから線形の多変量解析手

法の適用を試みる.この際，高次元空間における 2点間の内積を，元のデータ空間上の 2点

で定義されるカ」ネル関数によって評価する(カーネルトリック)ことで，非線形に拡張し

ながらも，計算量の逓減化やニューラルネットワーク学習で見られる局所最小解のような問

題の回避を実現している [3].本節では，種々のカーネル法の中で、も， 2つのデータ聞の非線
形の関連性を調べることを目的として提案されたカーネルCCA[5，6]の直観的な導入を行う.
いま，非線形の関連性を持つ l組の変数のぺア ZεRP，yεRqを，あるクラス Fに属する
非線形関数f:RP→ R， 9 :Rq→ Rによって各々変換したときに，変数変換後の相関係数:

ρF二∞v(J(x)，g(y)) 
、/var(J(x))、/var(g(ν)j' (3) 

が最大になるようなf，gを求める問題を考えよう.N個のサンフ。ルデータの組{(九仇)}江1
が得られているとき，非線形関数f(・)，g(・)として，以下の様に定義されるカーネル関数の重
み付き線形和

f(x) =乞αik(X，Xi)， g(y) = L sjk(y， Yj)， (4) 
i=l j=l 

を用いる.例えば，k(x， x') = exp( -lIxーが112/20-2)(Gaussian)， ((x. X') + ())d) (Polynomial)， 
tanh(η(x . x')十())(Sigmoidal)などがカーネル関数として広く用いられている.重み係数
αニ {αi}，β={角}やカーネル関数のパラメタを調節することによって， (4)式は様々な非
線形関数を表現することが出来る.このような関数を考えることによって， (3)式の最大化
は以下の最適化問題となる.

dKxKys 
ρ:F = max 

白，βεRN、/α'Klα+κIIwxl12yβ'K初十κIIWyl12 (5) 
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ここでKx，Kyは， Gram行列と呼ばれる k(xn，Xn')やk(Yn，Yn')を第nn'成分とする NxN

の行列であり，また，分母の IIwxl12= 2::=1αnf(ら)=α'Kxα， IIWyl12 = 2::=1 sng(仇)= 
s'Kysはオーバーフィットを防止するために導入された正則化因子で， κはそのパラメタで
ある

最適化問題(5)式の解は，以下の一般化固有値問題の解として与えられる:

[oml|α ん(… o I Iα| 
11:: 1 = ρ||||.(6)  

KyKx 0 1 1β r 1 0 Ky(Ky十κ1)1 1β| 

サンフ。ルデータ数Nが大きいときはGram行列も巨大になるため，実際の数値計算では不完

全Cholesky分解などによって Gram行列の次元を逓減させてから縮約した行列に関する戸
般化固有値問題を解くことになる.(6)式では，特に，最大固有値がX，y聞の非線形の関連
性の深さを定量的に表す指標として重要な意味を持つ.また， (4)式における係数(α?のが
固有ベクトルとして与えられ，その結果，非線形関数f(.)，g(・)が求まる.このとき， ρFを
(第一)正準相関係数 (canonicalcorrelation coefficient)，非線形関数にデータ X，yを入れた
ときの変数u=f(x)，v=g(y)を(第一)正準変数(canonicalvariates)という.
以上は重心がゼ、ロ ((l/N)2::1 f(ぬ)= (1/N)乞と1g(抗)= 0)という仮定の下での定式化
であるが，そうでない場合でも， Gram行列に対して以下の操作を行うことで同じ固有値問

題になる.

比二K一土(jj')K-土K(jj')+ム(jj')K(jj')N ， ... ， / • N'1. 

ここでjは成分が全て 1のN次元ベクトルで、ある.

結合Henon写像(1)・(2)式に対してカーネルCCAを適用した結果について述べる.図 2
は，図 1のときと同じγ=0及びγ=0.25の場合での長さ N 二 2X 103の時系列データに対
してカーネルCCAを行ったときの第一正準変数空間での散布図(同ニ f(Xi)，Vi二 g(抗)，iニ
1，2，…，Nの同時プロット)である.カーネル関数として幅σ=0.1のGaussカーネルを使用
し， κは0.3に設定した.また，データは立方体[0，1]4の範囲に収まるように規格化しであ
る.結合が無く，各々のダイナミクスが独立に振る舞う場合は，変数変換しでもやはり何の

相関も見られないが(図 2(a)) ， GSが起きている場合は，正準変数聞の高い線形相関とし
てGSが明瞭に検出されていることが分かる(図 2(b)) . 

(b) 

4 数値実験の結果

(a) 

(7) 

a薗

u = f(x) 

図 2:サンフ。ルデータの第一正準変数空間への射影. (a)γ=0， (b)γ= 0.25，の場合.
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次に，正準相関係数ρFのγ依存性の結果を図 3に示す.図 3では，各γについて，長さ

N = 103の時系列データに対してカーネルCCAを適用して最大固有値を求め，それを 10回繰

り返して平均したものをρFとして表示している.ここで， κは0.1に設定し， σ=0.1，0.2，0.4 

の3通りについて調べた.また，条件付き Lyapunov指数入のγ依存性の結果も同時に示す.

，，，， 0.17までにρFの急激な上昇が見られるが，これは入の値がγの増加に対して急激に減
少して負に転移する領域と対応している.また， ρF vs. 1のグラフでは γ'"0.35付近で少

し窪んだ領域も見られるが，これも入のγの非単調な変化と対応しているなど， ρFがGSを

定量的に捉えるための良い指標であることを示している.一方，図 3では通常の(線形変換

の)CCAによる結果も示しているが， CCAはこのような GS転移を全く捉えていない.
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図 3:第一正準相関係数作のγ依存性.Inset:条件付き Lyapunov指数のγ依存性.

カーネルCCAでは，固有値だけでなく固有ベクトルも同時に求まるので，それを活用し

た解析も行うことが出来る.ここでは，結合Henon写像の結合係数γの値が時間と共に変化

するとき，その時間変化を観測データから如何に検出するか， という問題を考えてみよう.

図4(a)は， γの値が図 4(b)のように 10二0.6を基準に時間変化するときの力学変数Xl，Yl 
の時系列である.γ(t)f-10なる時間領域では，軌道はγ二%における同期多様体ん4から外
れているが，生の時系列を見てもそのようなγの非定常な変化を捉えることは出来ない.も

し，非線形関数曹の形が分かつていれば， Ily一世(x)11の時開発展を見ることによってγの
時間変化も分かる.しかしながら，図 1(b)を見れば分かるように，通常申は簡単な式の形
で与えることは出来ない.そこで，世そのものの代わりにカーネルCCAで求まる非線形変

換を利用することを考える.もしカーネルCCAによって世の構造が良く捉えられているな

らば， 2つの正準変数の差の時開発展を見ることによってγの時間変化を検出することが出

来る.

図 4(c)は， γ(t)=γ。(一定)の下で生成した時系列を学習データとして予め用意してお
いてから重み係数ベクトルα，sを推定した場合，図 4(d)は， γ(t)が図 4(b)の様に変化す
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るときの時系列をそのまま使ってα，sを推定した場合，の2つの正準変数の差の時系列であ
る.図 4(c)の結果から，同期多様体入イ上にのっているデータだけを学習に利用できた場
合は，入イからの議離はuーりの時系列における連続的なパースト相として観測されることが

分かる.また，図 4(d)で示されているように，例え λイ上にないデータも学習サンフ。ルの

中に混じっていても， 1600 < t ~ 1800の時間領域を除いてやはりパースト相として γの時
間変化が検出できている.γ(t)がγ。から変化している時間領域でのデータは，学習を行う
際の一種のノイズとも言え，図 4(d)の結果はカーネル CCAがある程度のノイズがあって
もロバストに働くことを示唆している.

(a) 

(b) 

ト。

。ロコO

守。。，

(c) ~ 

N
6
0

創刊

o
o
-
-
e
0

・

(d)お

お

time 

図 4:(a)γの値が(b)のように変化するときの Xl，Ylの時系列.(c)γ= 0.6 (一定)の下で

生成したデータから非線形変換f(.)，g(・)を推定した場合(σ ニ 0.1，κニ 0.1)，(d) (b)のよう

にγが変化するときのデータから f(.)，g(・)を推定したとき (σ=0ムκ=0.1)の， 2つの正準

変数の差の時系列.
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5 まとめ

本報告では，カーネル学習法の一つであるカーネルCCAを導入し， GSを示す単純な写像

モデ、ルに対して適用した結果について紹介した.カーネルCCAから得られる固有値や固有

ベクトルを利用することにより， GSの様な強い非線形構造を持つデータを解析できること

を示した.

最後に幾つかの課題や将来への展望について述べる.今回の解析では， σやκの値は実験

者の側で適当に決めた.本報告では結果の図を示していないが， σの値を小さくし過ぎたと

きの影響について調べた所，f(.)，g(.)が大域的な非線形変換とならず，少数のサンフ。ルに重
みが局在化してしまう現象などを観察している.カーネル関数や正則化因子のパラメタの最

適な値は，本来はデータから決めるべきものである.その方法のーっとして，例えばクロス

ノ守リデーション(交差検証法)が考えられる.このようなハイパーパラメタの自動的な決定

については今後の課題である.少数のサンフ。ルへの偏りの回避については，例えば，重み係

数αの分布のエントロビーを出来るだけ大きくするような制約項を付加することなどが挙げ

られる [5]. また，今回の解析ではサンフ。ルの順序を入れ替えても結果は変わらないのでそ
の意味では時系列解析にはなっていない.状態空間でのサンフ。ル点同士の類似度を表すカー

ネル関数に，時間方向の情報も取り込むことによって本当の意味でのダイナミクスの解析へ

の拡張を考えて行きたい.
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