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1 序

Isometries on Banach algebras 

Osamu Hatori1 

Institute of Science and Technology, Niigata University 

距離を保存する写像を等距離写像と呼び，本稿のテーマである。等距離写像の研究の歴

史は非常に古くまで遡ることができるようである。平面間の等距離写像が回転と裏返しと

平行移動を組み合わせてできることの証明は今日では線形代数の初学者にも容易である。

Fleming and Jamison [12, p.19]は， Coolidge[8, p.273]によると出版されたものとしては

1831年のChasles[7]によるものがある，としている。さらに， Euler[ll]は1776年に3次

元の場合の研究を行っているので， 2次元の場合の結果はさらにに古くから知られていた

と想像する。 (cf.[12, Notes and Remarks 1.6]) 

近代的な等距離写像の研究は，コンパクト距離空間上の実数値連続関数全体上の全射

等距離写像に対する Banachの定理 [3,Theorem XI. 3]に始まる。 1937年の Stone[57, 

Theorem 83]による一般化やその後の複素化などを経て，単位的可換C*環の間の全射等

距離複素線形写像は極大イデアル空間の間の同相写像による合成作用素に荷重をかけた

ものであることを今日は Banach-Stoneの定理と呼んでいる。 1932年の Mazur-Ulamの

定理 [40]があるためか， BanachやStoneは等距離写像に線形性を仮定していなかった。

Mazur-Ulamの定理はノルム空間の間の全射等距離写像は「代数的な中点」を保存するこ

とを主張し，従ってそのような写像は実線形等距離写像＋定数であることが分かる。ま

た， Mazur-Ulamの定理については，距離を保存する写像が自動的に線形構造を保存する

ことを主張している点に注意すべきであり，関数解析学が創始されたときから「保存間題」

が意識されていたことがおもしろい。ところで， Banachは仰空間上の等距離写像も記述

し[3],び [O,1]の場合についても出版する意向を示していたようであるが，結局Lamperti

[37]により Banachの出版しなかった部分が補填された。 Banachにより始まった等距離写

像の研究は，各種の空間や集合上の間題として発展し，現在でも活発に研究がなされて

いる。
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in Kyoto University. This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Numbers 19K03536. 
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2 本稿の視点

本稿ではバナッハ環上の等距離写像について述べたい。バナッハ環や一般にノルム空間

上の距離はそのノルムによって定められる。したがって，その上の等距離写像は，実線形

構造と相性がよいのはむしろ自然である。一方， Banach-Stoneの定理は，二つの単位的

可換c・環がバナッハ空間として等距離同形であれば，バナッハ環として等距離同形であ
ることを主張する。距離の構造とは一見関係のなさそうな秋の構造を保存するところに筆

者は興味を惹かれる。本稿では「バナッハ空間として等距離同形ー→バナッハ環として

あるいはJordanバナッハ環として同形」に焦点をあててバナッハ環上の等距離写像を概

観したい。そこで， Banach-Stoneの定理をはじめとする等距離写像に関する古典的な結

果 (Banach-Stoneの定理， Schurの定理， Kadisonの定理）に対して，保存問題の視点か

ら見た証明を与えたい。全射複素線形等距離写像は，定義通りに距離構造を保存するが，

その他いろいろな構造や集合を保存しているはずであり，そのような観点からの証明は興

味がもたれる。

バナッハ環の歴史を簡単に復習しておく。 BeurlingやWienerによる研究， vonNeumann 

やMurrayによる ringsof operators (現代的にはvonNeumann環）の研究の後に，抽象

的なバナッハ環に明確な定義を与えたのはNagumo(南雲道夫） [48] ([51, p.11])であり

(cf. [56, p.3]にはNagumo[48] and Yoshida [64]とある），一般のバナッハ環の位相構造

に関する深い研究はこのあたりから始まったと考えている。 Wienerの補題に対する画期

的な別証明を与えたGelfandは1939年にいくつかの論文[15,16, 17]を発表し，その詳細

を1941年に [18]として出版した。そこで示された理論は今日 Gelfand理論と呼ばれるよ

うになった。 Gelfand理論を用いたWienerの補題に対する新機軸の証明は，多くの数学

者を魅了し，バナッハ環の研究に動機付けを与えることになったと思われる。バナッハ環

の教科書においても， "Thisproof attracted a great deal of attension to Banach algebras. 

(Rickart [56])"や"Itwas his astonishingly simple proof of the Wiener theorem that first 

turned the attention of mathematicians to the new theory. (Zelazko [65])"等と述べられ

ているように，数学史上の大きな出来事であった。この後多くの数学者がバナッハ環を研

究するようになった。

Kadisonによる Banach-Stoneの定理の非可換化が与えられたのは1950年代の初頭であ

る [30,31]。また，同じころにWermerのmaximalitytheorem [63]により関数環理論が始

まり，正則関数のなす環を抽象的に扱うことを念頭に発展していった。ちなみに，コンパ

クト Hausdorff空間x上の複素数値連続関数からなる C(X)の閉部分環で単位元を含み，
Xの点を分離するものを X上の関数環という。ほどなく Nagasawa[46]はBanach-Stone

の定理を関数環の場合に拡張し，平面領域上の有界正則関数全体のバナッハ環に対する

Chevalley-Kakutaniの定理 [32]に応用した。その後正則関数のなす空間上の等距離写像

についての研究も盛んに行われるようになり現在でも活発に研究されている。 Lipschitz

環上の等距離写像の研究はdeLeeuw [9]に始まり， Cambern[5], Rao and Roy [54]によ
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り引き継がれると同時に連続微分可能関数のバナッハ環や絶対連続関数のバナッハ環の研

究も瀾始され，現在に至るまで多くの数学者により多様な研究がなされている。

なお，等距離写像についての韮本的な文献として Flemingand Jamisonの本[12,13]が

ある。

3 Banach-Stoneの定理

今日 Banach-Stoneの定理というと，等距離写像に複素線形性を仮定して述べるのが通

例である。

Banach-Stoneの定理．写像Tを，コンパクト Hausdorff空間X上の複素数値連続関数

全体の Banach空間C(X)から同様のC(Y)の上への複素線形全射等距離写像とする。こ

のとき， T(l)は絶対値が1である連続関数であり，同相写像cp:y→Xが存在して

T(f) = T(l)f o cp, f E C(X) (3.1) 

である。逆に (3.1)で与えられる T:C(X)→ C(Y)は線形全射等距離写像である。この
とき， C(X)とC(Y)はBanach*環として等距離＊同形である。

いろいろな証明が知られている。 Banach自身による証明や他の証明方法については [3]

や[12]を参照いただきたい。次は，バナッハ空間の間の等距離複素線形写像を一般的に扱

えるという意味でも標準的な証明方法である。

・extreme point argument : Tの双対写像T*が双対空間の間の全射等距離写像であるこ

とから T*は双対空間の閉単位球の間の端点を保存する。双対空間の閉単位球の端点を調

べることにより cpを決定する。

また，連続関数やベクトル値連続写像の空間の場合には次のような方法もある。

・peak point argument : ある点でpeakする peakingfunction Cllflloo = 1かつf―1(1)= 

1-1({z E (C: lzl = 1})の族のTによる像が共通の一意的なweakpeak pointをもつ。こ
の対応は全単射であることがわかり，その逆の対応が¢である。

・Lumer's method : エルミート作用素を決定し，それをもとにして等距離写像を決定す

る方法。 C(X)やLipschitz環などのエルミート作用素が豊富な空間に対して有効な方法

である。

本稿では，等距離写像がユニタリー群を保存することに着目した証明を紹介する。ユニ

タリー群は全体の積の構造と密接な関係をもつので，全射複素線形等距離写像が積の構造

を保存することに対する一握の理由が見えてくる。

3.1 Banach-Stoneの定理の証明

C(X)の極大イデアル空間はX自身であり， Gelfand理論により次はよく知られている。
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補助定理 3.1.X とYをコンパクト Hausdorff空間とする T:C(X)→ C(Y)を多元環と
しての同形写像とする。このとき同相写像t.p:Y→Xが存在して

T(f) = f o cp, f E C(X) 

である。

Banach空間もの閉単位球SB1= {b E SB : llbllさ1}の端点 (extremepoint)全体を
ext SB1と書くことにする。次は，端点の定義から容易に導かれ，またよく知られている

ので証明は省略する。

補助定理 3.2.SBとCをBanach空間とする。 T:SB→Cが全射実線形等距離写像である
とする。このとき T(extSB1) = ext e:1である。

Iii= 1であるようなfE C(X)をユニタリー関数と呼び，その全体を Uc(x)であらわ
すことにする。 Uc(x)はC(X)のユニタリー群と呼ばれることもある。簡単な計算で次が

わかる。

補助定理 3.3.Xをコンパクト Hausdorff空間とする。このとき

ext C(X)i = Uc(x) 

である。

以上で準備できたので， Banach-Stoneの定理の証明を述べる。

Banach-Stoneの定理の証明補助定理 3.2,3.3により， T(UC(x))= Uc(Y)である。した

がって， T(l)はユニタリー関数である。そこで与えられたTに対してT(l)Tを考えること

により，初めから T(l)= 1として一般性を失わない。次に，任意のuEC臥X)(X上の実
数値連続関数全体）と任意の実数tに対してexp(itu)E Uc(x)なので， T(exp(itu))E Uc(Y) 

である。 Tの複素線形性と連続性により

00 (ittT(炉）
T(exp(itu)) = L E Uc(Y) 

n! 
n=O 

であるから
OO (it)町（炉） 00 (-ittT(砂）
と と =1n! n! 
n=O n=O 

である。 T(l)= 1としたことを考慮して，式(3.2)のtの1次の項を両辺比較して，

T(u) = T(u) 

(3.2) 

がわかる。ここでuEC訊X)はなんでもよかったのでT(uり=T(研）でもあることもわ
かる。このことを考慮して式(3.2)のtの2次の項を比較すると，

炉T(研） iT(u) -iT(u) (-i)吋(uり
21 
＋ ＋  
. 1! 1! 2! 

=0 
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である。したがって，

T国） = T(u)2 

がわかる。 Tの線形性から，任意のu,vEC臥V)に対して

1 1 
（（（ T(uv) = -T u + v)2 -u2 -v -2) = -(T(u + v)2 -T(u)2 -T(v)2) = T(u)T(v) 
2 2 

が成り立つ。 Tの複素線形性を考慮して， T(fg) = T(f)T(g)が任意のf,gE C(X)に対

して成立することがわかる。以上から， T:C(X)→ C(Y)は多元環としての同型写像で
ある。補助定理 3.1より同相写像cp:Y→Xが存在して， T(f)= f o cp, f E C(X)であ
るが，特にT(l)= 1を仮定した議論を行ってきたことを考慮して，一般には

T(f) = T(l)f o cp, f E C(X) 

が成り立つことがわかる。

4 Schurの定理

口

行列環の間のユニタリー群を保存する写像についてのMarcusの定理 [39]をもちいて行

列環上の等距離写像に関する Schurの定理を導くことができる。複素数係数n次正方行列

全体のバナッハ環（ノルムはスペクトルノルム）を Mn(<C)で表す。ユニタリー行列全体

をU叫 (IC)であらわし，ユニタリー群という。

Marcusの定理．複素線形写像<I>: Mn(<C)→ Mn(<C)が<P(UMn(IC))C U止 (IC)をみたすと
する。このとき， U,VEU叫 (IC)が存在して

<I>(A) = UAV, A E Mn(<C), 

または

<I>(A) = U AtV, A E Mn(<C) 

が成り立つ。ここで，がはAの転置行列を表す。

行列環Mn(<C)の閉単位球の端点は次のようである。

補助定理 4.1.ext Mn(<C)1 = U止 (IC)'・ユニタリー行列全体

証明 まずユニタリー行列 Uは端点であることを証明する。 u=½(A+ B), IIAIIさ
1, IIBIIさ1とする。ユニタリー行列Vが存在して V*UVは対角行列である。このとき

V*UVの対角成分はすべて絶対値が1である複素数である。さらに V*UV=½(V*AV + 

V*BV)である。 IIV*AVII= IIAII :S: 1, IIV* EVIi = IIBII :S: 1なのでV*AVの対角成分の絶
対値も V*BVの対角成分の絶対値も 1以下である。すると V*UV=½V*AV + V*BVな
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のでV*UV,V*AV, V*BVの対角成分は順番も含めて一致している。 V*AVの対角成分

以外の成分は0である。実際，もし V*AVの(i,j)成分（ただし iヂj)aiJが0でないと

すると第j成分のみが1で，他の成分が0であるベクトルvに対して llvll= 1であるが，

IIV*AVvllミJl+ laiJドであるので， IIV*AVII:::; 1であることに矛盾する。したがって

V*AVの対角成分以外の成分はすべて 0である V*BVについても同様である。以上より

V*UV = V*AV = V*BVであるから U=A=Bである。つまり Uは閉単位球の端点で

ある。

逆にMEMn(<C)1がユニタリー行列でないとする。 M=UPと右極分解する； Uがユ

ニタリーである。 M がユニタリー行列でないのでPは単位行列ではない。また，， Pは

半正定値行列であり， IIP2II:::; IIPll2 = IIMll2:::; 1なので， 1-戸は半正定値である。そ

こで V= P+i✓ 「ご戸とおくと Vはユニタリー行列であり， Pの半正定値性と Pが

単位行列でないことから戸も単位行列ではないのでV*= P-i✓ 「ごFうヂ Vである。
P= V + V*より M=UV+UV*であるが， UV,UV* E Mn(<C)1であり UVヂUV*なの

でM はMn(<C)1の端点ではない。

口

行列環上の等距離写像は次のようである。行列環Mn(CC)が有限次元であるため，全射

性の仮定は必要ない。

Schurの定理.T: Mn(CC)→ 島 (CC)を複素線形等距離写像とする。このとき，ュニタ
リー行列UとVが存在して

T(A) = UAV, A E Mn(<C) (4.1) 

か

T(A) = UAtV, A E Mn(C) (4.2) 

である。逆に (4.1)または (4.2)で与えられる写像T:Mn(C)→ Mn(C)は全射複素線形等
距離写像である。

証明 T:Mn(C)→ Mn(C)を複素線形等距離写像とする。 Mn(C)は有限次元線形空間で，
Tは単射（等距離写像は単射！）なので， Tは自動的に全射である。補助定理 3.2,4.1に

より， T(U止 r<C))=U叫 (IC)である。すると Marcusの定理によって結論が得られる。

口

5 単位的C*環のユニタリー群を保存する写像

3章と 4章では，等距離写像の問題をユニタリー群を保存する写像に関する保存問題と

して扱う方法を述べた。コンパクト Hausdorff空間上の複素数値連続関数全体からなる
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Banach*環C(X)は単位的（可換） C*環である。 Gelfand-Naimarkの定理はこの逆を主

張する。つまり単位的可換C*環Aに対して， AとC(MA)は等距離＊同形である。ここ

で， MAはAの極大イデアル空間である。そこで以下で単位的可換C*環はC(X)で表す

こともある。

3章と 4章では，単位的可換C*環や行列環上の全射複素線形等距離写像を扱い，それ

はユニタリー群を保存することに着目して形を決定できた。可換ではない単位的C*環に

対する等距離写像の問題も，ユニタリー群を保存する写像の問題として扱うことができ

ないだろうか？実際， Kadisonの定理 [30]はそのような方向で証明できる。この章で詳述

する。

5.1 ユニタリー群を保存する写像

まず，単位的C*環の間のユニタリー群を保存する複素線形写像を記述しよう。単位的

C*環Aに対して，そのユニタリー元全体を Aのユニタリー群といい，いであらわそう。

定義 5.1.AとBを単位的C*環とする。複素線形写像cf>: A→ Bが稜 (resp.2乗）を
保存する (<f>(ab)= <f>(a)<f>(b), a,b EA (resp. <f>(a2) = <f>(a)2, a EA))とき，① は準同形

写像 (resp.Jordan—準同形写像）とよばれる。さらに対合＊を保存する (<f>(a*) = <f>(a)*, 

a EA)とき① は＊準同形写像 (resp.Jordan*準同形写像）とよばれる。

次はMarcusの定理の拡張であり，よく知られていると考えているが，直接述べてある

文献を見つけられなかったので，証明も詳しく書いてみる。証明の根本は， 3章で与えた

ユニタリー保存性に基づく Banach-Stoneの定理の証明のものと同じである。

定理 5.1.AとBを単位的C*環とする。 cf>: A→Bを複素線形写像で<f>(U心CUBとす
る。このとき <f>(l)E応であり， Jordanゎ準同形写像 J:A→Bが存在して

<f>(a) = <f>(l)J(a), a EA 

である。

証明まずのが有界であることを示す。 uEいとすると,<f>(u) E UBなので ll<f>(u)II= 1 

である。次にaEAを自己共役とする。さらに llall::::1として一般性を失わないのでそう

する。すると任意のXEHに対して (a2x,x) = (ax, ax) = llaxll2~0 なので a2~0 であ

る。また 1-a2~0 であることが llall :::: 1よりわかる。実際， IlaI:::: 1より

((1-aりx,x) = (x, x) -(ax, ax) = llxll2 -llax伯：：：： llxlド― llall2llxll2~0

が任意のXEHに対して成立する。したがって《「二a2EAである。そこでu=a+✓「二戸
と定めると u*= a- ✓ 「~であり，《「~はl-a2の多項式で近似でき，したがって

aと可換であることから， u*u= uu* = 1がわかる； uは，したがってu*もユニタリーで
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ある。またa=u+u*なのでllc[>(a)II::; llc[>(u)II + llc[>(u*)II::; 2である。よって一般に自己

共役aEAに対して腫(a)II::; 2llallである。
最後に任意のaEAに対してa=aia* +ia;r であり aia• もa;rも自己共役であるから

a+a* 
llc[>(a)II ::; Iゅ(2)II+ Iゅ(a;t) II::; Ila+ a*II + Ila -a*II ::; 4llall 

である。

①がユニタリーを保存するのでc[>(l)E UBである。すると動=c[>(l)*<[> : A→ Bは有
界であり，①。(UA)CUBであり①。(1)= 1である。

動が Jordan*—準同形写像であることを示せばよい。そこで自己共役 a EAを任意にと
り固定する。 exp(ita)= Loo (ita)n n=O n! とすると無限級数は任意の実数tE股について Aの
元に収束する。また＊演算の連続性から (exp(ita))*= exp(-ita)であり

(exp(ita))* exp(ita) = exp(-ita) exp(ita) = 1 = (exp(ita))(exp(ita))* 

であるからすべての実数tについてexp(ita)E UAである。の。が剌(U心CUBである有
界線形作用素であり動(1)= 1なので

00 口）叫(a門
①。(exp(ita))= L E UB 

n! n=O 

である。 (I:~=0 皿亨回り＊＝区~=0 (-it)n:! ゚ 伺）＊なので

1 = (言 (-it)〗~o伺）＊）（言 (itr:~(an)) (5.1) 

がすべての実数tに対して成立する。そこでtの1次の係数を比較すると，

0 = -i<I>。(a)*+i<I>。(a)
が分かるので，動(a)*= <I>o(a)である。この式が任意の自己共役aEAに対して成立

する。 aが自己共役であると任意の自然数nに対してかも自己共役である。したがって

<I>。(an)*=<I>。(an)である。よって (5.1)より

1 = (名 (-it):~□(砂））（ご但）n=~(か））

がすべての実数tに対して成立する。 (5.1)において tの2次の係数を比較すると

i2<I>o(aり
0 = + (-i陣 o(a)<I>。(a)+(-i)冨 (aり
2! 2! 

である。したがって

動(aり＝動(a)2

(5.2) 
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が成り立つ。

次に 2つの自己共役a,bEAに対して a+bも自己共役なので

q》o(a)2+ <I>o(a)<I>o(b) + <I>。(b)<I>o(a)+ <I>。(b)2= (<I>。(a)+<I>o(b))2 = (<I'》o(a+ b))2 

= <I>o((a + b)2) =動(a2ab+ ba +ザ） = <I>o(aげ十<I>。(ab+ba) + <I>。(b)2

であるから

①。(a)<I>o(b)+ <I>o(b)<I>。(a)=cl》0(ab+ ba) (5.3) 

が成り立つ。

最後に aEAを任意にとると a=b + ic, b = (a+ a*)/2, c = (a -a*)/2iと表すことが

できる。すると b,cは自己共役であるから (5.3)より

①。国）＝動(b2-召 +i(bc+cb))

=《。(b)2-<l>0(c)2 + i (<l>o(b)cf》o(c)+《。(C)cf》o(b))

＝（動(b)+ i動(c))2=動(a)2

である。

口

定理5.1の系としてBanach-Stoneの定理が直ちに従う。また行列環は素環 (primering) 

なのでBersteinの定理 [27]より Jordan同形写像は同形写像か反同形写像であり， Noether-

Skolemの定理により同形写像の形が決まる。したがって，定理 5.1から Schurの定理も

従う。

5.2 Kadisonの定理

単位的C*環の間の等距離写像を記述したKadisonの定理 [30]について述べる。行列環

払 (C)の閉単位球の端点 (extremepoint)はユニタリー行列全体と一致するので定理 5.1

はSchurの定理に応用できる。 B(H)の場合も含めて C*の閉単位球の端点はユニタリー

だけではないことがよく知られている (cf.[12, 30])が，全射複素線形等距離写像がユニ

タリーを保存することは簡単に分かる (cf.[12, Lemma 6.2.4])。従って，定理 5.1から

Kadisonの定理が直ちに従う！

Kadisonの定理 .AとBと単位的C*環とする。 <I>: A→ Bを線形全射等距離写像と
する。このとき <I>(l)E UBであり， Aから Bの上への JoTdan*同形写像 Jが存在して

<I> = <I>(l)Jである。逆に uE砂と Aから Bの上への JoTdan*同形写像 Jに対して，

<I>= uJで<I>: A→Bを定めると'<I>は線形全射等距離写像である。
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6 Nagasawaの定理

ユニタリー群を保存する写像を記述することにより， Banch-Stoneの定理と Schurの定

理，そして一般に Kadisonの定理を証明した。単位的C*環の場合には，全射複素線形等

距離写像が積や Jordan積に言及することをユニタリー群の保存性に帰着できた。単位的

C*環にはユニタリーが潤沢に存在し，ユニタリー群は積の構造と密接なので，それを保

存する等距離写像が積に言及することにはそれなりの説得力はある。しかし，一般のバ

ナッハ環にはユニタリーが十分にあるとは言えないなかで，バナッハ環の間の等距離写像

が積やJordan積の構追に言及する理由が明確になったとは言い切れない気がする。正則

関数のつくるバナッハ環では定数関数のみがユニタリーであるが，そのような空間上の等

距離写像もやはり積の構造を保存する。典型的な例として Nagasawaの定理を紹介する。

Banach-Stoneの定理の帰結である写像の形を荷重合成作用素という。単位的可換C*環

とは限らない連続関数からなるバナッハ環やBanach空間の間の等距離写像が荷重合成作

用素となるかという問題意識のもと多くの研究がなされている。関数環の間の全射等距離

写像は荷重合成作用素であることはNagasawaの定理 [46]として知られている。単位的可

換C*環は関数環なので， Nagasawaの定理はBanach-Stoneの定理を関数環の場合に拡張

した定理ともいえる。

Nagasawaの定理 .Tを関数環Aから関数環Bの上への複素線形等距離写像であるとす

る。このとき， T(l)は絶対値が1である可逆関数であり，紐了はAから Bへの多元環と

しての同形写像である。

Gelfand理論により， Aから Bへの多元環としての同形写像は極大イデアル空間上の合

成作用素で表現できるので， Nagasawaの定理は関数環の間の全射複素線形等距離写像は

荷重合成作用素であることを主張している。 deLeeuw, Rudin and Wermer [10]は独立に

同様の結果をえた。 Nagasawaの定理と同様に，単位円板D上のハーディー空間H00(D)

の等距離写像の問類に応用した。また [10]では，ハーディー空間H1(D)上の全射複素線

形等距離写像の形も決定された。ほどなくして Forelli[14]はHP(D)上の全射とは限らな

い複素線形等距離写像を扱った。その後，正則関数の空間上の複素線形等距離写像の研究

が盛んに行われるようになった。

Miura [41] (cf. [22])は単位元の仮定のない"関数環”の場合に全射実線形等距離写像を

決定し， Nagasawaの定理を拡張した。

7 連続関数からなるバナッハ環上の等距離写像

整数全体を Zとする。複素平面上の単位円周を 11'とし，その上の複素数値連続関数で

フーリエ級数が絶対収束するようなもの全休

W(11') = {f E C(11') : Lげ(n)I<} 
nEZ 



27

にノルム llfllw=区li(n)Iをノルムとしたバナッハ環はWiener環とよばれる単位的半単
純可換バナッハ環である。 Wiener環は数列空間ei(z)のFourier変換あるいはGelfand変

換と考えることができる。 Wiener環の閉部分環

叫 (1')= {f E W(1') : }(n) = 0, ¥:/n < O} 

はW(1')とバナッハ空間として等距離同形である。実際 T:{n E Z: n 2'. O}→Zを全単
射としてT:W(1')→ W+(1')を， fE W(1')に対してT(f)(z)=区n20}(n)zT(n)により定
めると Tは全射複素線形等距離写像である。一方W(1')の極大イデアル空間は1'であり，

W心）のそれは単位閉円板Dであり両者は同相ではないから， W(1')とW+(1')はバナッ
ハ環として同形ではない。このように「バナッハ空間として等距離同形 ----tバナッハ環

としてあるいはJordanバナッハ環として同形」は，一般には望めないことがわかる。前

章までに見たように，単位的C*環（実は単位元の仮定はいらない [52]), 関数環は「バ

ナッハ空間として等距離同形 ----tバナッハ環としてあるいはJordanバナッハ環として同

形」をみたすバナッハ環である。このような性質をもつバナッハ環は多くはないように考

えられる。可換の場合においては， Jaroszによる研究 [28]やJaroszand Pathak [29]の研

究がある。

7.1 Jaroszの定理

Jarosz [28]は単位元を保存する全射複素線形等距離写像が多元環としての同形写像であ

るような半単純可換バナッハ環をそのノルムの特徴に着眼することにより研究してる。そ

れは， Nagasawa[46]による関数環， deLeeuw [9]による Lipschitz環，さらに Cambern

[5], Rao and Roy [54]による Lipschitz環，連続微分関数の環，絶対連続関数の環などの

研究をうけて，連続関数のバナッハ環やバナッハ空間上の等距離写像をあつかったもので

あり，本稿のテーマでもある「バナッハ空間として等距離同形---+バナッハ環としてある

いはJordanバナッハ環として同形」を抽象的に扱った先駆的な論文である。

定義 7.1.2次元空間配上のノルムpでp((l,0)) = 1をみたすもの全体をアとおく。 pEP

に対して

D(p) =謄。(p(l,t) -1)/t 

と定める。

任意のpEPに対して D(p)は有限の値として存在することは [26]で示されている。

定義 7.2.コンパクト Hausdorff空間Xに対して， AをC(X)の複素線形部分空間で定数

関数を含むものとする。空間A上の半ノルム (seminorm)Ill・Illがllla+llll= lllalll (a EA) 

をみたすとき， Ill・Illは1ー不変であるという。ここで 1は恒等的に実数値 1をとる閑数で

ある。 A上のノルム II・IIに対して， pEPが存在して II・II=P(II・lloo, Ill・Ill)であるとき，

II·II を p—ノルムという。ただし， II·lloo は上限ノルム (sup norm)である。
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コンパクト Hausdorff空間Kとする。 K上の複素数値連続関数fに対して

L(f)=sup{lf(x)-f(y)I :x,yEK, x#-y} 
d(x,y) 

をfのLipschitz定数とよぶ。 Lipschitz定数が有限であるようなfをLipschitz関数と呼

ぶ。その全体

Lip(K) = {f E C(K) : L(f) < oo} 

は単位的可換多元環である。 Lip(K)には多様な完備ノルムが定義できる。

llfllmax = max{llfll=, L(f)}, f E Lip(K), 

llf 11+ = llf 11= + L(f), f E Lip(K) 

などはその例である。顕著なこととして， Lip(K)はノルム II・II+C今後，和ノルムと呼ぶ）

に関して単位的半単純可換バナッハ環であり，その極大イデアル空間はKであることが知

られている。そこで(Lip(K),II . I』（単に， Lip(K)と省略することもある）をLipschitz

環と呼ぶ。和ノルムは， p(x,Y) = lxl + IYI, (x, Y) E配に対して， p-ノルムである。 max
ノルム (II・llmaxをそう呼ぶことにする）もp(x,y) = max{lxl, IYI} に対する p—ノルムであ

り， D(p)= 0である。 maxノルムはKが2点以上からなる場合はsubmultiplicativeでは

ないので，その場合は(Lip(K),I・llmax)はバナッハ環ではない。

有界閉区間[O,1]上の複素数値連続微分可能関数全体からなる単位的可換多元環c1[0,1] 

は，和ノルム

11111+ = 11111= + 11!'11=, f E c1[0, 1] 

により単位的半単純可換バナッハ環であり，その極大イデアル空間は[O,1]である。 max

ノルム

llfllmax = max{llfll=, 11!'11=}, f E C1[0, 1] 

はび[O,1]上の完備ノルムを与える。 maxノルムはsubmultiplicativeではない。有界閉区

間[O,1]上の絶対連続関数全体からなる単位的可換多元環にも同様なノルムが定義できる

がここでは省略する ([54]など参照のこと）。

Jaroszの定理．コンパクト Hausdorff空間XとYに対して， AとBをそれぞれC(X)と

C(Y)の複素線形部分空間で定数関数を含むものとする。また， p,qE pとし， 11・IIAは

A 上の p—ノルム， II· 伽は B 上の q—ノルムとする。さらに， T:A → Bを(A,II・IIA)か

ら(B,11・IIB)の上への全射複素線形等距離写像とする。さらに， T(l)= 1とする。このと

き， D(p)= D(q) = 0であるか，またはAとBがregular(Jaroszの用語）であるならば，

Tは上限ノルム (supnorrrりに関しても等距離写像である。

空間Aがregularであることの定義は [28,p.67]を参照のこと。 Aが単位的半単純可換バ

ナッハ環であり， Xが極大イデアル空間であるならば， Aはregularである。したがって
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系 7.1.A, Bを，それぞれある p,qE p に対する p—ノルム， q-ノルムによる単位的半単

純可換バナッハ環でX,YがそれぞれA,Bの極大イデアル空間であるとする。このとき，

T(l) = 1であるような (A,11・IIA)から (B,11・IIB)の上への全射複素線形等距離写像Tに対
して，同相写像cp:y→Xが存在して

T(f) = f o cp, f E A 

が成り立つ。特に， AとBはバナッハ環として等距離同形である。

証明 Jaroszの定理から Tは上限ノルムに関する等距離写像である。したがって， TはA

の一様閉包Aから Bの一様閉包Bの上への上限ノルムに関する全射等距離写像Tに拡張

できる。すると Nagasawaの定理により Tは多元環としての同形写像である。よって，そ
のAへの制限T:A→Bは多元環としての同形写像である。すると Gelfand理論により，
該当の cp:y→Xの存在がわかる。

口

Jaroszの定理における条件T(l)= 1は本質的である。 Weaver[61, p.242]はLipschitz関

数からなる多元環に，いわゆる maxnormをいれたバナッハ空間上の全射複素線形等距離

写像でについて上限ノルムに関して等距離でないもので，荷重合成作用素でない例を示し

ている ([62,p.61]にも同じ例がある）。

Jaroszの定理と [28,Lemma 2]の原証明は，興味深く明快なアイディアによるものであ

る。証明の方針変更などは必要はないが，議論に対する多少の修正により読みやすくなる

と思う。詳細は [19]にある。

7.2 Lipschitz環上の等距離写像と Raoand Royの問題

Lipschitz環上の等距離写像の研究は deLeeuw [9]に始まり， Cambern[5], Rao and 

Roy [54]により引き継がれると同時に連続微分可能関数のバナッハ環や絶対連続関数のバ

ナッハ環の研究も開始され，現在に至るまで多くの数学者により多様な研究がなされて

いる。

Rao and Roy [54]は単位閉区間 [O,1]上の関数からなる多元環Lip[O,1], C門0,1]と絶対
連続関数全体AC[0,1]上の等距離写像を研究した。集合の包含関係としては c1[0,1] c 

Lip[O, 1] c AC[O, 1]であり， fE AC[O, 1] (resp. Lip[O, 1], C門0,1])について『 EL門0,1] 
(resp. L00 [O, 1], C[O, 1])である。主なノルムはllflloo+ II『111,f E AC[O, 1] (resp. llflloo + 
II『lloo,f E Lip[O, 1], clo, 1])である。全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素であるこ
とが示されている。多元環AC[O,1], Lip[O, 1], C1[0, 1]はこの和ノルムに関して単位的半

単純可換バナッハ環であり，その上の全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素であるこ

とが示されている。さらに，簡単な計算により， L(f)= llflloo, f E Lip[O, 1]であること
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から，コンパクト距離空間Kに対して (Lip(K),II・II+)上の全射複素線形等距離写像がK

上の等距離写像を用いて記述できるかどうかを間題として取り上げた。

Jarosz and Pathakは， Raoand Royの問題に対して肯定的な"解”を示した [29,Example 

8]。そこではコンパクト距離空間Ki(j=l,2)に対して Lip(K1)から Lip(K2)の上への

全射複素線形等距離写像Tに対してT(l)が絶対値1の複素数であることを示すことが肝

要であった。 IT(l)I= 1が示されてしまえば， T汀汀に対して [29,Theorem 4] (cf. [28, 
Theore叫）を適用して， TがK上の等距離写像に関する荷重合成作用素であることが証

明できる。 IT(l)I= 1を示すために [29,Example 8]ではLip(Ki)の双対空間の単位球の

端点 (extremepoint)を調べているが，その過程には確認できない箇所があり， Jarosz

and Pathakの解答は不完全であるとされた (cf. [24, pp.152-153])。和ノルムを定めた

Lip(Ki)の双対空間の単位球の端点の全容は，現在でも，少なくとも直接的な把握は筆者

にはできていない。 Hatoriand Oi [24]は，ある種の"ベクトル値バナッハ環”上の全射

複素線形等距離写像の形を決定した (cf.[19])。 その際に， Choquet理論を用いて双対

空間の単位球の端点の一部分を解析し, IT(l)I = 1に当たる等式を示した。結果として

Rao and Royの問題を最終的に肯定的に解決した。その過程で用いた Jaroszの定理 [28,

Theore叫の証明の修正は [19]で詳しく述べられている。また， [19]では合成写像部分が

BJ型であることの Lumer'smethodによる証明も示してある。

7.3 単位的可換C*環に値をとる写像からなるバナッハ環とその上の等距離写像

Nikou and O'Farrell [47]はベクトル値写像からなるある種のバナッハ環を適切四つ組と

よんだ ([25]のDef.2.2の直後のコメントも参照のこと）。 Hatoriand Oi [24]は単位的可換

C*環に値をとる写像からなるバナッハ環でいくつかの条件をみたすものを L型適切四つ

組と定義した [24,Definition 4]。L型適切四つ組は， Nikouand O'Farrellの適切四つ組の

特別なものである。和ノルムをもつ Lipschitz環，単位的可換C*環に値をとる Lipschitz

写像からなる和ノルムに関するバナッハ環，連続的微分可能関数全体の和ノルムに関す

るバナッハ環，単位的可換C*環に値をとる連続的微分可能写像全体の和ノルムに関する

バナッハ環などはL型適切四つ組の例である。 L型適切四つ組上の全射複素線形等距離写

像は [24,Theorem 8]で決定された。それより少し一般的なバナッハ環（自然なC(Y)値

化）に対する定理を [19,Theorem 14]で述べた。どちらの定理からも Raoand Royの間

題の解答が導かれる。前者がL型適切四つ組に限って述べた理由は，等距離写像を荷重合

成作用素で表現する際に合成作用素部分がBJ型であることの証明に，適切四つ組の間の

準同形写像を記述した [25,Proposition 3.2]を用いたためである。荷重合成作用素の表現

について， [19,Theorem 14]の証明では， Lumer'smethodを用いた証明を与えた。 L型

適切四つ組や自然なC(Y)値化は， C(Y)に値をとる Lipschitz写像全体Lip(K,C(Y))や

C(Y)に値をとる連続的微分可能関数からなるバナッハ環01([0,1], C(Y)), 01(11', C(Y)) 

をモデルに抽象化したバナッハ環である。コンパクト Hausdorff空間Yが1点集合の場合
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を考えれば， Lip(K),C門0,1], び(11')の抽象化と考えることもできる。
Rao and Royの問題の解答は [24,Theorem 8]で与えられたが，その後改良された [19,

Theorem 14]の方が多少読みやすいはずなので，ここではそちらを採録する。

定義 7.3([19]のDefinition12). X とYをコンパクト Hausdorff空間とする。 BをC(X)

の単位元を含む部分環でXの点を分離するとし ('vx,yEXに対して， f(x)i-f(y)であ
るような fEBが存在する），それ自身（何らかのノルムに関して）バナッハ環である

とする。 BはC(Xx Y)の単位元を含む部分環で， BRC(Y)CBであり，それ自身が

バナッハ環であるとする。さらに XxYがBの極大イデアル空間であり， Bは複素共役

(f EBならば1EB)とする。さらに，つぎの条件が成り立つときhはBの自然なC(Y)
値化であるという：条件）コンパクト Hausdorff空間皿と複素線形写像D:B→ C(9Jt) 

で， kerD = 1RC(Y)かつ D(C訊XxY)n恥cc訊飢）が成り立ち，ノルムの条件

IIFlls = IIFlloo(XxY) + IID(F)lloo(畑), FEB 

をみたす。

単位的な半単純可換バナッハ環の Gelfand変換は上の定義の Bの条件をみたす。

定理 7.2([19]のTheorem14). コンパクト Hausdorff空間xj(j = 1, 2)に対して， Bj
はC(Xj)の単位元を含む部分環でX の点を分離するとし，それ自身（何らかのノルムに

関して）バナッハ環であるとする。凡を凡の自然な C(t;)値化であるとする。任意の

FE 瓦と，½ 上で lhl= 1である任意の hE C(t;)に対して，

11(1Rh)Fllif, = IIFII瓦
. . . . 

が成り立つとする。このとき， T:B1→凡を全射複素線形等距離写像とする。すると，

y2上 lhl= 1である hE C(Y2)と，連続写像<p:X2 X Y2→ふで任意の yE Y2に対して
叫 y): ふ→ふが同相写像であるものと，同相写像T:Y2→兄が存在して，

T(F)(x,y) = h(y)F(<p(x,y),T(y)), (x,y) E X2 x均

が任意のFE瓦に対して成立する。

証明などについては [24]と[19]を参照されたい。

凡を Lipschitz環とし定理 7.2を適用すると次のようである。

系 7.3.コンパクト距離空間Kj(j = 1,2)とコンパクト Hausdorff空間Yj(j = 1, 2)に対

して， Kj上のC(t;)値Lipschitz写像全体に和ノルムを定めたバナッハ環を Lip(Kj,C(t;)) 

とする。この時， T:Lip(K1, C(Y1))→ Lip(K2, C(Y2))を全射複素線形等距離写像とする。

すると， Y2上 lhl= 1である hE C(Y2)と，連続写像 ({J:X2 X Y2→ふで任意のyE Y2 
に対して <p(•,y): ふ→ふが全射等距離写像であるものと，同相写像T:Y2→ Y1が存在
して，

T(F)(x, y) = h(y)F(<p(x, y), T(y)), (x, y) Eふ X};
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が任意の FELip(K1, C(Y1))に対して成立する。

定理 7.2を適用すれば， yE Yzに対してゃ(・,y):X2→ふが全射等距離写像であること
以外の部分は証明できる。任意の yE Y2に対して r.p(・,y) : X2→ふが全射等距離写像で

あることは，対象がLipschitz環であるという特殊事情により証明できる。

また系 7.3 においてコンパクト Hausdorff 空間½ を1点からなるものとすると， C(YJ)

と複素数全体Cはバナッハ環として等距離同形であることから Lip(Ki)とLip(Ki,C(Yj)) 

はバナッハ環として等距離同形であり，次が成立することがわかる。 Raoand Royの問題

に対する解である。

系 7.4.コンパクト距離空間xjCJ = 1, 2)に対して， xj上の複素数値 Lipschitz関数
全体 Lip(Xi)に和ノルム II・lloo+ L(・)を定める。この時，全射複素線形等距離写像を
T : Lip(Xリ→ Lip(ふ）とする。すると, IT(l)I = 1であり，さらに全射等距離写像
r.p: ふ→ふが存在して，

T(f) = T(l)f o r.p, f E Lip(ふ）

が成り立つ。

全射複素線形等距離写像T:C1([0, l], C(Yiリ）→び([O,l], C(Y2))の形も定理 7.2により

次のようである： lhl = 1である hE C(Y2)が存在し，同相写像<p: [0, l] x均→ [0, l] x Y1 
とT : Y2→ Y1が存在して，任意の yE的に対して <p(t,y) = t, t E [O, l], または

<p(t, y) = 1 -t, t E [O, 1]であり，

T(F)(t, y) = h(y)F(<p(t, y), r(y)), (t, y) E [O, l] x Y2 

が任意の FEび ([O,l], C(Y1))に対して成立する [24,Corollary 18]。 特にy;が1点集合
である場合はRaoand Royの結果 [54,Theorem 4.1]である。またTを単位円周としたと

きび(11''C(Yy))上の全射複素線形等距離写像についても同様の結果が定理 7.2より導か

れる (cf.[24, Corollary 19])。

Lipschitz環や連続微分可能関数全体には，和ノルム以外にも maxノルムはじめバナッ

ハ空間としてのノルムがある。そのようなノルムに関する等距離写像の研究も多数なされ

ている (cf.[4, 33, 34, 35, 36, 43])。

8 最近の話題から

最近は次のような観点からの研究も盛んに行われている。

・等距離写像に線形性（実，複素）を仮定しない：全射等距離写像はMazur-Ulamの定理に

より実線形＋定数となるので，実線形性の仮定のもとでの研究もある (cf.[35, 36, 41, 42])。

・部分集合上の等距離写像： Mankiewicz [38]はノルム空間の連結開集合の間の全射等

距離写像がノルム空間全体の等距離写像に拡張できること，したがってそれは実線形＋
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定数の形であることを示した。 Hatoriand Molnar [23]は単位的C*環のユニタリー群の

間の等距離写像や正値可逆元全体 (positivecone)の間のThompson等距離写像を研究し

た。その後， Positivecone上の各種の距離による等距離写像の研究が盛んに行われてい

る ([44]やその参考文献を参照されたい）。 Tingley問題[58]は，ノルム空間の単位球面の

間の全射等距離写像はノルム空間全体の等距離写像に拡張するかを問題としている。多

くの研究があるが，反例はなく実2次元の場合も未解決である。 Peralta[53]やその参考

文献を参照されたい。特筆すべき最近の結果として Moriand Ozawa [45]がある。単位的

C*環の単位球面から任意のバナッハ空間の単位球面の全射等距離写像が等距離写像とし

て全体に拡張することを示した。

・ベクトル値のLipschitz環の間の等距離写像の研究において，ベクトルを C*環とする

ことを志向した研究がある。 Oi[50]は行列に値をとる写像からなる Lipschitz環上の 1を

保存する等距離写像を， Lumer'smethodを用いて決定した。

9 付録 1: バナッハ空間としての同形性と等距離同形性

二つのバナッハ空間231と232において全単射な有界線形変換s:231→ 232が存在する
とき，ぉ1と叫はバナッハ空間として同形であるという。さらに， Sが等距離であるな

らば，ぉ1と232は等距離同形であるという。同形性の問題はバナッハ空間の位相構造を

研究し，一方等距離同形性の問題はバナッハ空間の幾何構造の違いまで問題にするので，

両者は異なる間題意識を背景にしている。

バナッハ空間として同形でも多元環の構造がことなる C(X)とC(Y)の例を一つ上げる。

例 9.1.通常の位相を X= {(x,y): -1::; xさ1,y= O} U {(x,y): x = 0,0::; y::; 1}と閉

区間Y=[-1,2]に入れる。写像T:C(X)→ C(Y)を， fE C(X)に対して

(T(J))(x)~{ f (x, 0), -1さxさ1

f(O,x-1)-f(O,O) + f(l,O), 1 < x :S 2 

と定める。すると， Tは全単射有界線形作用素であり，その作用素ノルムは3である。ま

た， XとYは同相ではないので， Gelfand理論により C(X)とC(Y)は多元環として同形

ではない。

10 付録2: Banachの問題と Mazur-Ulamの定理

線形距離空間 (Banachの本[3]では完備線形距離空間を F-spaceとよぶ）上の全射等距

離写像がaffine(線形写像＋定数）であるかどうかは， Banachの問題として知られている

[3, p.150] (cf. [6, p.94])。有限次元の場合はCharzynski[6]により解決されているが，一

般の場合は今日でも未解決であると思われる (cf.[55])。ノルム空間ではない F-spaceの
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例として， ZygmundF-algebra, Privalov class, Smirnov class等の正則関数のなす空間が

ある (cf.[20, 59])。

Mazur and Ulam [40] (cf. [3])は，ノルム空間における点対象移動が距離を 2倍に伸ば

すこと（以下の証明の式(10.1)の部分が該当）に依存した証明を与えた。 V帥is却la[60]が

別証明を与えたが，この点対称移動の原理を用いている。以下でV邸is韮l記のアイディアに

従った証明を述べる。線形距離空間(V,d)において， d(2y-x, x) ::::: kd(y, x) (x, y EV)を

みたす定数k> 1が存在するような場合は，同様の証明方法でその上の全射等距離写像は

affineであることが導かれる (cf.[55, Theorem 2.8])。一般に線形距離空間では上記のよ

うな点対象移動の原理は成り立たない。

Mazur-Ulamの定理 .gをノルム空間Eからノルム空間Fの上への等距離写像とする。

このとき， g-g(O)は実線形写像である。

証明次はVais韮la[60]の証明のアイディアによる。

任意のa,bEEに対して

9(a;b) = g(a);g(b) 

を示せば十分である。そこで，簡単のためc=芳セ， c'=血号叫）とおく。入=llg(c) -c'II 

とする。入=0を示す。

r_p:E→ Eをr_p(x)= 2c -x, 心： F→ Fを心(u)= 2c'-uにより定義すると， r_pは等
長写像で， r_p(c)= c, r_p(a) = b, r_p(b) = aであり，

II cp(叫一xii= 2llx -ell (x E E) (10.1) 

が成り立つ。心についても同様の性質が成り立つ。そこで， h= cpog―1。心ogとh:E→ E 
を定めると hはE上の等長写像である。更に

114っoh(x)-1リII=114つ(x)-h(y)II 

が任意のx,yEEに対して成り立つことを用いて

llh(2nl(c) -ell= 2n+l入

が任意の自然数nに対して成り立つことが分かる。 (n=1のとき：

llh(c) -ell = llr.p O g―1。心 Og(c) -ell= Ilg―1。心og(c) -r.p(c)II 

(10.2) 

= Ilg―1。7PO g(c) -ell= IIい0g(c) -g(c)II = 2llg(c) -c'II = 2入

であり， llr.pO h(x) -YII = llr.p(x) -h(y)IIより

22、)1 = 2llh(c) -ell= llr.p o h(c) -h(c)II = llr.p(c) -ho h(c)II 

= lie -h O h(c)II = llh(2り(c)-cjj. 
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nのとき等式

2n+l入=llh(2nl(c) -ell 

が成立したとして n+lのとき： (10.1)と(10.2)を用いて

2n+2入=2llh(2nl(c) -ell= llcp(hC2nl(c)) -h(2nl(c)II 

= llcp(hc2n-1)(c)) -hc2n+1l(c)II = ... = llcp(c) -hc2n+2n)(c)II = lie -hc2n+ll(c)II 

である。）一方h(a)= aであることから hば）(a)= aなので

2n+l入=llh、C2nl(e)-ell ::::: lh(2nl(e) -hc2nl(a)II + Ila -ell= 2lle -all 

が任意の nに対していえるので，入 =0である。
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