
氏 名

学位(専攻分野)

学 位 記 番 号

学位授与の日付

学位授与の要件

学位論文題 目

かめ やま あつし

亀 山 敦

博 士 (理 学)

論 理 博 第 1369号

平 成 12年 1月 24日

学 位 規 則 第 4条 第 2項 該 当

Distancesontopologicalself-similarsetsandthekneadingdeterminants

(位相的自己相似集合上の距離関数とニーディング･ディクーミナント)

(主 査)
論文調査委員 教 授 河 野 明 教 授 西 田 孝 明 助教授 国 府 寛 司

論 文 内 容 の 要 旨

Cantorの3進集合やSierpiAskiのgasketなどの古典的な自己相似集合は,Euclid空間におけるいくつかの相似写像の

不変集合として理解される｡Hutchinsonと畑はそれを一般化して次のような定義を与えた｡

定義 Fi(I-1,2,.‥,N)を完備距離空間XからXへの縮小写像とすると,K-Ur=-1Fl.(K)なる空でないコンパクト部
分集合Kが唯一つ存在する｡このKを自己相似集合と呼ぶ｡

これは申請者および木上によりさらに次のように一般化された｡

定義 E-(1,2,… ,N)Nを記号1,2,...,Nからなる無限列の集合, Ti:I-I(i-1,2,.‥,N)をwIW2.‥ 卜-iwIW2

...なる写像とする.コンパクトHausdorff空間Kと連続写像Fi:K-K(i-1,2,‥.,N)の組 (K,tFi))がtopological

self･similarsystemであるとは,連続な全射7T.･E-Kが存在してFi7T-7rTi(i-1,2,‥.,N)が成り立つこととし,Kを位

相的自己相似集合と呼ぶ｡7Tは (K,(Fi)) のCodingmapと呼ばれる.

このように抽象的に作られた位相的自己相似集合方が具体的に ｢実現｣できるかというのは自然な問いである｡これに対

する一つの試みとして参考論文2,3では,方がある有理関数のJulia集合と同相になる条件を与えている｡主論文ではこれ

とは別のアプローチを取る｡次のように問題を定式化する｡

問題1 与えられたtopologicalself-similarsystem(K,tFi))に対し,K上に距離関数dを構成して各Fiをdに関して

縮小写像になるようにできるか?(このような距離dのことをself-similarmetricという｡)

先行する結果として参考論文1では,そのような距離関数が存在したときの各FiのLipschitz定数がみたすべき条件につ

いて論じた｡主論文の3つの節においてはそれぞれ次のことを論じている｡

第1節では論文全体を通して使われることになる重要な道具である榛準的擬距離を定義し,その基本的な性質を示す｡す

なわちtopologicalself･similarsystem(K,tFil) が与えられているとき,0<ai<1となる実数の組a-(αl,...,αN)に対し

∬上の特別な擬距離かαを構成する｡刀-か｡は次の性質を持っている｡

1.8が距離ならばβから決まる位相は方の元の位相と同じである｡

2.Dに関するLipschitz定数LipD(Fi)はαi以下,すなわちD(Fix,Fir)≦αD(x,y)(i-1,2,… ,N).

3.self-similarmetricdが存在すれば,dに関するLipschitz定数より大きいαについて (Lipd(Fi)_<αi< 1となるa-

(α1,‥.,α〃)について)かαは距離になる｡

性質1と2から,もしかが距離ならばそれはself-similarmetricになることがわかる｡逆に性質3からself-similarmetric

が存在するならばβが距離になる｡従って問題 1はかがいっ距離になるかという問題に帰着される｡第 1節ではまたself-

similarmetricが存在しないようなKの例を構成し,さらに,任意のaに対してDαが距離になることと,Kが完全不連結

であることが同値であること,従ってその時には常にself-similarmetricが存在することも示した｡

第2節ではself-similarmetricが存在するための十分条件として次のような定理を証明した｡

定理 finitelyramifiedself-similarsystem(K,tFi)) がnon-recurrentならば,それはself-similarmetricを持っ｡
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(K,tFi))にはcriticalsetと呼ばれるKの部分集合Cが定まり,(K,fFi))の挙動はほぼCによって決まってしまう.その

意味でself-similarsetは1次元力学系と共通するところが多い｡さらに (K,(Fit) がfinitelyramifiedであれば,Cはある

種の有限性を持っので1次元力学系に一層似てくる｡ その立場で見るとself-similarmetricを持っという性質は力学系の双

曲性と対応していると考えられる.実際,1次元力学系においてnon-recurrenceが双曲性を導くという結果があるが,上の

定理はそれらと密接に関係している｡

第1節と第2節では問題 1について詞べたが,第3節では上に示した標準的擬距離βの性質3から浮かび上がる新たな問

題について考察する｡ 性質3よりβが距離になるようなαと距離にならないようなαの境界では興味深い現象が起こって

いることが期待できる｡ この境界上のαをcriticalpolyratioと呼ぶ｡

問題2 criticalpolyratioの集合はどんな集合か?

適当な条件の下で,これはtree上の力学系の問題に帰着される｡Kの部分集合としてtreeTをとり,その上で各Fl.の

Lipschitz定数がみたすべき関係式を記述することができる｡MilnorとThurstonは区間力学系に対しkneadingdetermi･

nantと呼ばれる(1変数)正則関数を定義し,力学系のentropyはkneadingdeterminantの零点を使って表せることを示

した｡この理論を拡張し,T上の力学系に対して多変数kneadingdeterminantAを構成する｡ この状況で次のことが示さ

れる｡criticalpolyratioは』の零点であり,特にcriticalpolyratioの集合はrealanalyticsetになっている｡これより自

然にcriticalpolyratioとen-tropyとの関連もわかる｡すなわちα1-α2-‥.-α〃という条件のもとでcriticalpolyratioα

-(a1,...,aN)を考えると-logaiがentropyと一致する.

論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨

Hutchinsonと畑は古典的な自己相似集合の概念を一般化して自己相似集合を完備距離空間上の縮小写像の不変集合とと

らえその性質を研究した｡また自己相似集合上の解析学の研究などにおいて自己相似集合の概念はさらに一般化され,記号

力学系を使った定義が与えられた｡これを位相的自己相似集合と呼ぶ｡このような状況で,抽象的に定義された位相的自己

相似集合は何らかの意味で適当な空間の中に実現可能か,という問題が自然にうかびあがってくる｡

これは力学系の研究という視点から見ると,(例えば多様体上の拡大的な)力学系の不変集合であって記号力学系と半共役

なものを記号列の言葉で特徴付けよ, という問題とみなすことができる｡ このような問題はfractal集合の幾何的･解析的

研究においても,自己相似集合を取り扱いやすくする手法の開発という意味でこれからの研究の基礎となる重要な問題であ

る｡ 申請者はこの問題に様々な角度から取り組み,独創的な成果をあげている｡

主論文で申請者は,この問題に取り組むための一つのステップとして次の問題を提起した0

問題 1 与えられた位相的自己相似集合に距離関数を構成して,自己相似集合にすることはどのような場合に可能か｡(こ

のような距離関数をself-similarmetricと呼ぶ)

この問題の解答は自明ではなく,興味深い構造を持っていることが,主論文中に示されたself-similarmetricを持たない

ような例やself-similarmetricを持っための十分条件からうかがえる｡ 自己相似集合の上に距離関数を構成するという結果

はこれまでにもないわけではないが,主論文における申請者の結果はそれを大幅に一般化するものであり,この分野の研究

に新しい重要な視点と手法を提供するものであると考えられる｡

特に問題1に取り組むための主要な道具として構成された,位相的自己相似集合上の標準的擬距離は注目に値する｡ 標準

的擬距離は与えられたpolyratioに応じて定まり,self-similarmetricの存在の指標となるものである｡本研究におけるself-

similarmetricに関する結果はすべてこの標準的擬距離の性質から巧みな方法で証明されている｡ また, この標準的擬距離

は極めて自然な仕方で構成されているので,自己相似集合に関する他の研究,たとえばfractal上の解析学やHausdorff次

元の計算などに応用されることも期待できる｡

一方,主論文で申請者は標準的擬距離の研究から新しい問題を提起している｡榛準的擬距離が距離になるところとならな

いところの境界のpolyratioをcriticalpolyratioといい,自己相似集合を特徴づける指槙になっているが,それについて申

請者は次のような問題を提起した｡

問題2 criticalpolyratioはどんな集合か｡

この問題に関して申請者はMilnor-Thurstonの理論を拡張し,あるクラスの自己相似集合に対してcriticalpolyratioが
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計算できることを示した｡これはcriticalpolyratioが具体的に関数で表せるという意味で興味深い結果であり,今後のより

高度な研究に発展すると思われる｡特に,1次元力学系の場合は位相的entropyの一般化となっていることが示され,力学

系の位相的entropyと関係するという意味でも注目される｡

参考論文の2,3では,位相的自己相似集合をJulia集合として実現するということに問題を制限し,これを論じている｡

典型的なfractalである自己相似集合とJulia集合の間に深い関係があることを明らかにしており,高く評価できる｡

以上のように申請者の業績は極めて独創性の高いものであり,主論文は博士 (理学)の学位論文として十分な内容である

と考え,合格と判定した｡なお,申請者は課程を経ているので学識の確認を省略した｡
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