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1 はじめに

本研究は東京理科大学の功刀直子氏との共同研究に基づくものである．また，本稿

の内容について，詳しくは [6]と[7]を参照されたい．

Gを有限群とし， Kを正標数pをもつ代数的閉体とする．群環kGは直既約な多元

環の直積

kG = B1 X ・ ・ ・ X Bn 

に分解でき，各凡は Gのブロックと呼ばれる． 1次元ベクトル空間で Gの任意の

元が自明に作用するものは自明な kG加群と呼ばれ，知で表す． kGのブロック B

で知B=知となるものが一意的に存在する．これは， kGの主ブロックと呼ばれ，

Bo(G)と書く．

また， Gのブロック Bに対して，

BRぃ B→B : x Q9 y M xy 

がB-B両側加群の準同型として分裂するような Gの極小なp部分群DがG共役を

除いて一意的に定まり， Bの不足群と呼ばれる． Gの主ブロックの不足群は， Gの

Sylow p部分群になる．不足群によってブロックの表現が統制されるのではないかと

考えられており， Donovan予想と呼ばれる次の予想がある．

予想 1.1([1]). Pを有限p群とする．このとき， Pと同型な不足群をもつ有限群のブ

ロックの森田同値類は有限個ではないだろうか．
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本研究では， Donovan予想を背景に，主ブロック間の森田同値の構成について考

える．これまで，主ブロック間の森田同値を構成するために， Broueにより導入され

た森田型安定同値を用いる方法が取られてきた．しかし，この方法は，共通の非自明

な中心的p部分群をもつ有限群に対して適用できないことが問題であった．一方で

Wang-Zhang([13])は，森田型安定同値を一般化する形で，森田型相対安定同値を定

義した．本稿では，森田型相対安定同値に関して得られた結果を述べる (3章）．この

結果から，共通の非自明な中心的p部分群をもつ有限群に対しても適用可能な森田同

値構成法を得る．また，この方法を適用して構成した森田同値の例についても述べる

(4章）．

本稿を通して， Kは正標数pをもつ代数的閉体， Gは有限群とし，特に断らない限

り加群は有限生成右加群とする． Gの中心を Z(G)で表し，△G= { (g'g) I g E G} 

とする．加群Uに対して， UのK双対を U＊で表す． Gとそのp部分群Pに対して，

GのP上のフュージョンシステム Fp(G)とは，対象がPのすべての部分群で， Pの

各部分群Q,Rの間の射が

HomFp(G)(Q,R) = {<.p E Hom(Q,R) I <.p = c9 for some g E G} 

で与えられる圏である．ただし， Cgは共役写像を表す．

2 森田型安定同値

本章では，森田型安定同値を用いた主ブロック間の森田同値構成法を述べる．

Broue [2]により森E8型安定同値が導入された．

定義 2.1([2]). rとAを有限次元 K多元環とする． M をr-A両側加群， N をA-r

両側加群とする．このとき，組 (M,N)がrとAの間の森田型安定同値を誘導すると
は， M とNが左加群としても右加群としても有限生成射影的で次の両側加群として

の同型

M叡 N 竺丘X 及び N®rM 竺 A 〶 Y

が存在し， X とYがそれぞれr-r両側加群， A-A両側加群として射影的になるとき

をいう．

QをGのp部分群とする． kQ叡 QkGの直既約分解において知を部分加群にも

つ直既約因子が一意的に存在する．この直既約因子は Qに関する ScottkG加群と呼
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ばれ， S(G,Q)と書く． kG加群M のQに関する Brauerconstruction M (Q)とは，

M(Q) = M町区tr加(Mり
R 

により定義される KN瓜Q)加群である．ただし， RはQの真部分群全体を動き， MQ

はM における Qの固定点全体， tr乳： MR→MQはtr覧(m)＝こた[R¥Q]mtにより
定まる線形写像を表す．

Broue [2]は，主ブロック間の森田型安定同値を構成する手法を与えた．

定理 2.2([2, Theorem 6.3]). GとG'は共通な Sylowp部分群 Pをもつ有限群で

乃 (G)＝凡(G'）とする．また M = S(G x G'，△P)とする．このとき次は同値で

ある．

(i) pの非自明な任意の部分群 Qに対して，（M（△Q),M（△Q)りが Bo(C瓜Q))

とB。(Ca,(Q))の間の森田同値を誘導する．
(ii) (M,M*）がB。(G)とB。(G')の間の森田型安定同値を誘導する．

また， Linckelmann[8]は直既約な自己移入多元環の間の森田型安定同値が森田同

値になるための必要十分条件を与えた．

定理 2.3([8, Theorem 2.1]). rとAを単純でない直既約な自己移入K多元環とする．
M とNはそれぞれr-A両側加群と A-r両側加群で，（M,N)がrとAの間の森田

型安定同値を誘導しているとする．このとき次が成立する．

(i) M が直既約ならば，任意の単純r加群 Sに対して， A加群 S@rMは直既約
である．

(ii) (M, N)がrとAの間の森田同値を誘導することの必要十分条件は，任意の単
純r加群Sに対して， A加群S@rMが単純になることである．

定理 2.2と定理 2.3を合わせると，主ブロック間の森田同値を構成する方法が得ら

れる．まず定理 2.2を用いて森田型安定同値を構成し，次に定理 2.3を用いてそれが

森田同値であることを確認するという方法である．実際この方法を用いて主ブロック

間の森田同値が構成されてきた（例えば [10]や [3]).

しかし， GとG'の共通の Sylowp部分群が非自明な部分群ZでZ(G)とZ(G'）に

含まれるものをもつ場合，この方法を用いることができない．このとき， C瓜Z)= G 

及びCa,(Z)= G'となる．したがって，定理 2.2において， Bo(G)とBo(G'）の間の

森田型安定同値を構成したいにもかかわらず，それよりも強い森田同値が必要になっ
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てしまう．

3 森田型相対安定同値

本章では，森田型相対安定同値を用いた主ブロック間の森田同値構成法を述べる． 2

章の最後で述べたように，森田型安定同値を用いる方法は，共通の中心的なp部分群

をもつ 2つの有限群に対しては適用できない．本章で述べる方法はこのような場合に

も適用可能な方法を与えるものである．

HをGの部分群とする． kG加群Uが相対H射影的であるとは，ある kH加群V

が存在し， UがVRkHkGの直和因子になることをいう．

Wang-Zhang([13])により森田型相対安定同値が定義された．

定義 3.1([13, Definition 5.1]). GとG'は有限群で共通のp部分群Pをもつとする．

BとB'をGとG'のブロックとする． B-B＇両側加群 M とB'-B両側加群Nに対

し，（M,N)がBとB'の間の森田型相対Q安定同値を誘導するとは， M とNが左

加群としても右加群としても有限生成射影的で次の両側加群としての同型

M 鐸 N 竺 B④X 及び N露 M 竺 B'④Y

が存在し， X とYがそれぞれk[Gx G]加群， k[G'XG'］加群として QxQ射影的

になるときをいう．

注意 3.2.[13, Definition 5.1]では，森田型相対安定同値はより一般的な状況で定義

されている．そこでは， Okuyama([9]）により導入された加群に関する相対射影性が

用いられる．

Broueの結果に対応するものとして，共通の中心的p部分群に関する森田型相対安

定同値を構成する手法を得た．

定理 3.3(Kunugi-S [6, Theorem 1.1]). kを正標数pをもつ代数的閉体とする．有限

群GとG'は共通の Sylowp部分群Pをもち， Fp(G)＝Fp(G'）が成り立つとする．

M = S(G x G'，△P)とし， zをPの部分群で Z(G)とZ(G')に含まれるものとす
る．このとき次は同値である．

(i) pの任意の部分群 QでZを真に含むものに対して，（M（△Q),M（△Q)＊）が

Bo(Ca(Q)）と Bo(C叫Q))の間の森田同値を誘導する．

(ii) (M,M*）がB。(G)とB。(G')の間の森田型相対Z安定同値を誘導する．
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定理 3.3において Z=lとすると定理 2.2が得られる．

また， Linckelmannの結果に対応するものとして，共通の中心的p部分群に関する

森田型相対安定同値が森田同値になるための必要十分条件を得た．

定理 3.4(Kunugi-S [6, Theorem 1.2]). kを正標数pをもつ代数的閉体とする．有限

群 GとG'は共通の非自明な Sylowp部分群 Pをもち， Fp(G)= Fp(G'）が成り立

つとする． M=S(GxG'，△P)とし， ZをPの真部分群でZ(G)とZ(G'）に含まれ

るものとする．このとき (M,M*)がBo(G)とBo(G')の間の森田型相対Z安定同値

を誘導するならば，次が成立する．

(i)任意の単純Bo(G)加群に対して， Bo(G'）加群SR恥 (G)Mは直既約である．

(ii) (M,M*)がBo(G)とBo(G'）の間の森田同値を誘導することの必要十分条件

は任意の単純Bo(G)加群Sに対して， B。（G'）加群SR恥 (G)M が単純である

ことである．

定理 3.4において， Z=lとすれば定理 2.3の特別な場合を得る．

したがって， BroueとLinckelmannの結果のときと同様に，これらの定理を合わ

せれば，共通の非自明な中心的p部分群をもつ場合にも適用可能な森田同値構成法を

得る．

4 応用例

最後に， 3章で述べた方法を用いて森田同値を構成した結果を述べる．

有限群GとG'のブロック BとB'がsplendid森田同値であるとは， B-B＇両側加

群M によって BとB'の間の森田同値が誘導され， M がk[GxG'］加群としてp置

換加群であるときをいう． Donovan予想における森田同値を splendid森田同値にし

たものは， Puig予想と呼ばれる ([12,Conjecture 38.5]). 2, 3章で述べた森田型安定

同値や森田型相対安定同値を用いる方法で構成される森田同値は， Scott加群がp置

換加群であることから， splendid森田同値になっている．

Puig予想に関連して，近年tame表現型の主ブロックの splendid森田同値による

分類が行われた ([3,4, 5]）．ブロックがtame表現型になるのはp=2で不足群が二

面体群，準二面体群，一般四元数群のときに限られることが知られている．これらの

結果では，共通の Sylow群をもつ Lie型の有限群の無限系列において，それらの主ブ

ロックが1つの splendid森田同値類をなすことが示されている．これにより有限個の

分類が与えられ，主ブロックに関する Puig予想の成立が示される．
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本研究では，有限体上の 2次一般線形群の無限系列を考える． Gi= GL2佃）， i= 1, 

2とする．化と G2は，（q1土l)p= (q2土l)p= PSのとき共通の Sylowp部分群

Pをもつ．ただし，（qi土 l)pは(qi土 1)を割る pの最大べきを表し， pが奇数なら

s ~ 1, p = 2 なら s~2 とする．状況をまとめると表 1 のようになる．

表1

s~2 p 

(qi+ l)p = ps-1 CPs-1 (1) 
p: odd 

(qi -l)p = ps-1 Cps-1 X Cps-1 (2) 

(qi+ 1)2 = 28 SDか＋2 (3) 
p=2 

(qi -1)2 = 28 C2s I C2 (4) 

ただし表 1において， C炉→は位数ps-1の巡回群， SDが＋2 は位数2s+2の準二面

体群を表す．

表 1の各場合における Bo(G1)とBo(G2)のsplendid森田同値の確認状況は次のよ

うになる．（1)の場合，巡回不足群をもつブロックに関する一般論からを示すことが

できる．（2)の場合， Puig[11]の結果を適用することで示すことができる．（3)の場

合は [5]から読み取ることができる．（4)の場合， Puigの結果を用いることができず，

また，共通の非自明な中心的 2部分群をもっため，森田型安定同値による方法も適用

できない．

森田型相対安定同値を用いる方法（定理3.3,定理 3.4)により (4)の場合の splendid

森田同値を得た．

定理 4.1(Kunugi-S [7, Theorem 1.1]). kを標数 2の代数的閉体とする．また， q1,

q2を奇素数のべきで， q1三 q2三 1(mod 4)かつ (q1-1)2 = (q2 -1)2を満たすとす

る．このとき， Bo(GL2伽））と Bo(Gら(q叫）は splendid森田同値である．
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