
1

1 概要
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自由群のFricke指標は，歴史的には[3]において， Riemann面の分類問題の研究のため
に導入された自由群のFricke指標はS1(2,C)のトレースの関係式から環を生成する．こ
の環を Fricke環と呼ぶ． Fricke環についてはHorowitz[6],[7]により，環として有限生成
であることが示され，特にその明示的な生成系が与えられた．さらに， Magnus[8]では，
自由群の自己同型群Aut(Fn)による Fricke環への作用を表現論的立場から考察している．
このようにして， Fricke環に対しては多くの研究が行われてきたが，依然としてその構造
は複雑である．その理由の一つとしては， Horowitzの生成系はかなり大きく，扱いづら
いことが挙げられる． Fricke環はC代数としての構造を自然に導入することで，自由群の
S1(2, C)指標多様体の座標環として解釈できる． Hatakenaka-Satoh[4]は有理係数の座標
環において，その自明表現に対応する極大イデアルが Aut(~砂不変であることに看目し，
Johnson準同型に類似した準同型を構成した．それをもとに， Aut(Fn)のAndreadakis-
Johnsonフィルトレーションの類似の構成を行うことで， Aut(Fn)の中心的降下列を得た．
さらに同論文において，自明表現に対応する極大イデアルの幕イデアルのたちのなす次数

商の低次の場合のQベクトル空闇としての基底と，中心的降下列の最初の項の具体的な
形を決定している．
一般に，表現を S1(2,C)の部分群rに制限することによって，各rに対して自由群の
じ指標多様体のアファイン代数的集合を得る事ができ， Johnson準同型の類似の準同型
を構成できる．そして， Aut(Fn)の多くの中心的降下列を得ることができる．本稿では，
r = SU(2), S0(2)の場合についての計算結果と，それらから得られる系を紹介する．

2 Andreadakis-J ohnsonフィルトレーション

この節ではAndreadakis-Johnsonフィルトレーションについて復習する．詳しくは [9]を
参照されたい．以下， n23とし，凡で X1,...,X註こより生成されるランク nの自由群を
表すことにする．また．凡の自己同型群をAut(Fn)で表すことにする． Fnに対して，

Gn(l) = Fn, Gn(k) = [Gn(k -1), F,』,（k 2 2) 

と帰納的に定義する．このとき，各k20に対して，凡の幕零商Fn/Gn(k+l)上にAut(F,砂
は自然に作用する．この作用は，

Aut(F,砂→Aut(F,]Gn(k+ 1)) 
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なる群準同型を引き起こす．各Kに対し，この準同型の核をA心;)と記すことにする．こ
のとき，

Aut(Fn)＝ふ(0)つAn(l)つ・・ •ふ(k) つ・・・

なる正規部分群からなる降下列が得られる．この降下列に対しては，以下が知られている．

Theorem 2.1 (Andreadakis [1]). (1)任意のk,l 2: 1に対し， uE An(k), x E Gn(l)な
ら， X―1呼 EGn(k + l)である．

(2)任意のk,l 2: 1に対して， ［A心），An(l)]C An(k + l). 

An(k)からなる中心的降下列をAndreadakis-Johnsonフィルトレーションという．特
に，ん(1)をIA(Fn)で表し，凡のIAー自己同型群という．

3 「-Fricke環とAut(Fn)による作用

rをS1(2,C)の部分群とし， Hom(Fn,r)をその r表現全体とする． XE凡とする．
p E S1(2,C)に対してtr(x)(p)= tr(p(x)）により， tr(x): Hom(Fn, S1(2, C)）→ Cを定め
る． このとき，

Hom(F江） '----tHom(Fn, S1(2, (C)）竺喜c

で定まる写像をtrr(x)で表し，これを mのf-Fricke指標と呼ぶことにする．特に， r＝ 
SL(2,C)の場合をmのFricke指標という． Fricke指標では，以下の公式が成り立つことが
知られている．

(1) tr(x―1) = tr(x), 

(2) tr(xy) = tr(yx), 

(3) tr(xy) + tr(xy―1) = tr(x)tr(y), 

(4) tr(xyz) + tr(yxz) = tr(x)tr(yz) + tr(y)tr(xz) + tr(z)tr(xy) -tr(x)tr(y)tr(z), 

(5) 

2tr(xyzw) = tr(x)tr(yzw) + tr(y)tr(zwx) + tr(z)tr(wxy) + tr(w)tr(xyz) 
+ tr(xy)tr(zw) -tr(xz)tr(yw) + tr(xw)tr(yz) 
-tr(x)tr(y)tr(zw) -tr(y)tr(z)tr(xw) -tr(x)tr(w)tr(yz) 

-tr(z)tr(w)tr(xy) + tr(x)tr(y)tr(z)tr(w), 

ここで， x,y,z,wE凡である．
Xは）＝ ｛f If: Hom(Fn, r)→C}とし，各点ごとに和と積とスカラー倍を入れ，C代
数とみなす．このとき，（3）により， tr(x)なる形の元が生成する部分Q代数を考えること
ができる．このQ代数をFricke環という．一般に， Fricke指標で成り立つ公式は， f-Fricke
指標でも成り立つ．したがって，同様にtr1(x)なる元で生成される Q代数を考えること
ができ，これをf-Fricke環ということにする．以下，自由群凡に対し， f-Fricke環を疋；；
で表すことにする．構成から，疋；；RQCは自由群凡のじ指標多様体の座標環である．包

含写像j:几→じは全射Q代数射j*：迂；；2→迂；；1を誘導する．
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自由群凡の自己同型群をAut(Fn)と表すことにする．特にAut(Fn)は凡に右から作
用しているものとし，び EAut(Fn)に対してx"でその作用を表すことにする．このとき，

trr(x)" = trr(x") 

により， r-Fricke環上にAut(Fn)の右からの作用を定める．すると，包含写像j:几→ r2
から誘導される j*：疋；2→王~1 が， Aut(Fn) 準同型になることが簡単にわかる．
各年のイデアルJrを以下のように定める．

Jr= (trr(x) -2 Ix E凡）

簡単にわかるように，これは極大イデアルである．この2は，自明表現のトレースの値で

ある．すなわち，座標環の言葉で述べると，これは自由群のr指標多様体の自明表現に対
応する点と対応する極大イデアルである．ここで， JsL(2,IC)はAut(F,砂不変なイデアルで
ある [4]．したがって，全てのrC S1(2,C)に対して， JrはAut(Fn)不変なイデアルであ
る．各イデアルJrについて， JrへのAut(Fn)による作用から誘導される準同型

Aut(Fn)→GL(Jr/J炉）

を考える． k~l に対して，この準同型の核を Er(k) で表す．

恥（1)つEr(2)つ・・・つ Er(k)つ・・・

なる降下列を考える．明らかにr1C凡なら Er2(k)C Er, (k)である．
以下， Johnson準同型に類似した準同型を構成する． grk(Jr)= Jや／JF+1とする． fE Jr 
に対して，心(f)＝ f" -fとおく．このとき，

叫： Er(k)/Er(k + 1)→Hom(gr1 (Jr), grk+l (Jr)) 

を，叫（り（f)＝叫(f)によって定める．直接計算により，以下の式が成り立つことがわ
かる．

Lemma 3.1.任意のfE Jr，び，TEAut(Fn)に対して，以下が成り立つ．

(1) s;Af) = (s;(f)r -s~(f), 

(2) sf (f) = 0, 

(3) sい(f)= -(s;(f)）"―19 
(4) sf<T,r] = (s~(s;(f)) -s以s~(f)))"―1T―1. 

この写像を用いると，［4]と全く同様に，一般のrc S1(2,C)に対して，以下の事実が
わかる．

Proposition 3.2.任意のrc S1(2, C)に対して，｛Er(k)｝は中心的降下列をなし，特に
A ndreadakis-J ohnsonフィルトレーション{A,心か｝に対し， k~ 1なら Er(k)っAn(2k).

4 「=SU(2),S0(2)の場合

叫を計算するために必要な情報は，まずイデアルみの次数商の基底を決定することであ

る． r= S1(2, C)の時にはk= 1,2のgrk(JsL(2,IC))についての基底は [4]において計算さ
れている．この節では， r= SU(2)の場合の計算結果と， r= S0(2)の場合の計算結果に
ついて紹介する．
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4.1 SU(2)の場合

まずはSU(2)の場合についての結果を紹介する． SU(2)の場合はSL(2,(C)の場合と同様
の方針で計算を行うことができる．とくに，本証明はSL(2,C)の場合の結果が導かれる
ため， SL(2,(C)の場合の証明より強い証明を与えている．

Theorem 4.1. k = 1, 2に対し， grk(Jsu(2)）竺grk(JsL(2,IC)). 

以下，計算の方針を k=lの場合に記述する．

証明の概略． 1Sれ＜．．．く］さ n,1 s ls 3に対して， trsu(2)(xii・..XjJ -2 = tj1…Jl 
とおく． g(t)E JgU(2)とし， di,dij, dijk E Qに対して，

f＝ど d,t:＋ど di心＋ L dij心＋g(t)
l<i<n 1:c;i<j:c;n 1<'.:i<j<k<::n 

とおく． 1さa<b<c:S:nを固定する．表現p:Fn→SU(2)を以下のように定義する．

二nex”0:s:nx)：: ： ：）) 
p（叫） ＝ 

-c：二：二） （r = c), 

恥 (rヂa,b, c), 

f(p) = 0である． f(p)をxに関してべき級数展開を行う．次数3の部分の係数を見ると，
dabc = 0となることがわかる．それぞれの係数に適した表現を見つけることで，全ての係
数が0であることを示せる．

k=2の場合も同様の方針で計算を行うことができる．とくに，得られる k=2の場合

の基底を書き下すと，以下のようになる．

ふ＝｛t;tjll:Siさj'.Sn}U {t;t~bll :Si :Sn, 1さa<bさn}

U {t;t~bcll :Si :Sn, 1 :Sa< b < c'.Sn} 
u {t;jt盆」1さi<jさn,1 :S a < b'.S n, (i, j):S (a, b)} 
u {t盆t~bc, t盆t~bc, t~ct~bcll'.Sa< b < C'.Sn} 

U {t;at盆be,t;bt盆be,tしt盆be,t;a t;bc, t;b t;ac, t畑t;bc,t盆t;ac,t盆t;bcll:Si< a< b < c'.Sn} 
U {tjat;bc, tji:ac, tjct;ab, t~bt;jc, t~/;jb, t~/;jall さ i<j<a<b<c さ n}.

この同型は包含写像j:SU(2)→SL(2,C)が引き起こす準同型によって与えられる事がわ
かる．この準同型は， Aut(Fn)同変な準同型だったので，以下の系を得る．

Corollary 4.2. k = l, 2に対して， ESU(2)（K）竺EsL(2,c)・

EsL(2,q(l) = Esu(2)(l)については， An(2)・ lnn(Fn)と一致することが[4]で示されて
いるが， k~2 の場合にはほとんど何もわかっていない．
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4.2 S0(2)の場合

S0(2)の場合はアーベル群であるから，明らかにS1(2,C)の場合とは異なる結果が得られ
る．特に(4)の式が簡明になるため，結果が比較的簡単になる．

K刀＝｛ル，q1...t;l,qlt句＋1...t'.k 1 9 , 1さP1< Q1く・・・ <Plくqlごn,1 こ il+1 さ・・・さ ~k<• n < qz ::; n, } 
とおく．ここで， tj,,...,j1= trso(2)(xi,... xji} -2である．各k2: 1に対して，

k 

九＝Uk刀
l=O 

とおく．技術的な補題により，各九がgrk(Jso(2))を生成することがわかる．

Theorem 4.3.各k2 1に対して，九はg伸(Jso(2))のQベクトル空間としての基底で
ある．

証明の方針は， r= SU(2)の場合と同様，べき級数展開を行い，その係数を比較する
ことによって得られるが，より一括した結果を得ることができる．基底が決定できたの

で， Eso(2)(k)の構造が計算できる．

Theorem 4.4.各k2 1に対し， Eso(2)(k) =〈L〉IA(F砂ここで， lは以下で定義される
自己同型写像である． （ し叫）＝x;1,i = 1,..., n. 

これにより， Eso(2)(k)の構造がわかった．加えて，［2]の結果から，以下がわかる．

Corollary 4.5. rをS0(2)c rなる SL(2,C)の部分群とする． k2 2, n 2 2k + 3に対
して， Er(k)は有限生成である．
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