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行列ランベルトw関数の値を含む区間行列の数値
計算

1 序
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a E Cに対するランベルト w関数は方程式 w臼＝ aの解である． aヂ0のとき，この
解は可算無限個存在し， a=Oのとき，ちょうど 1つ (w= 0)存在する． w-/=-1なる任

意の解は解析関数に拡張することができる．この解析関数は分岐切断と呼ばれる直線を除

いた C上で定義されるこのような関数はランベルトw関数の分枝と呼ばれる．ランベ
ルトw関数が定義された背景ならびにその応用については，［1]を参照されたい．本稿で
は，分枝の番号付け，表記，分岐切断について [1,Section 4]に従う． kEZに対して，第 K

分枝は Wk(a)と表記される．ここで， Wo(z)は主分枝と呼ばれる．分岐切断翫は k=O

のとき翫＝ （一oo,-1/e], kヂ0のとき翫＝ （一oo,O]である．各 aE <C ¥ {O}につき，

集合 {Wk(a):k E Z}はW臼＝ aの解全体の集合である．なお， a=Oのときには解は一

意であり， Wo(O)= 0であるよって， k-/=0に対して W以0)を定義することはできない．

すなわち， 0はW山）， Kヂ0の特異点である．

ランベルトw関数の応用のひとつは遅延微分方程式の解を記述できることである．次
の定数係数の遅延微分方程式を考える．

y'(t) = ay(t -1), t 2: 0, a E <C, ただし y(t) = f(t), t E [-1, O] 

この方程式が定数 CE Cに対してy(t)= estcという形の解をもつならば， s= Wk(a) 

である．また，この方程式の一般解をy(t)= ~こ＿OO 訊公 (a) t Ck のように記述できる［1,
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Section 2].ここで， CkE (C, k E Zは関数fにより決定される．

ジョルダン標準形を利用した行列関数の定義（例えば [4,Definition 1.2])を用いて，ラ

ンベルトw関数を行列関数に拡張することができる． AE cnxnに対するランベルトw
関数は行列方程式 Wew=Aの解となる． Aに対するランベルト w関数の固有値は A
の固有値に対するランベルトw関数である（例えば [4,Theorem 1.13]).入（A)をAの固
有値全体の集合とするとき，本稿では，入(A)n恥;= 0の場合に焦点を当てる．
Aの各ジョルダンブロックに所属する固有値に対して分枝を指定することにより，行

列ランベルト w関数を記述することができる．ー1/er/.入(A)かつ 0r/.入(A)ならば，分
枝を自由に選ぶことができる． m をAのジョルダン標準形におけるジョルダンブロック

の個数，ふ，．．．，入mを各ジョルダンブロックに所属する固有値とする． W杞，k2,…,krn(A), 

k1,..., km E Zを各ジョルダンブロックに所属する固有値が W伍（ふ），．．．，Wkrn（入m)で

ある行列ランベルトw関数とする．ある kEZに対して柘＝．．．＝ km=kである場合
には， Wk,…,k(A)と書く代わりに Wk(A)と書いた方が記述が簡潔である．関数値 Wk(A)

は大域的に一意である．

スカラーの場合と同様に，行列ランベルト w関数は遅延微分方程式への応用をもつ．次
の遅延微分方程式系を考える．

y'(t) = Ay(t -1), t 2: 0, A E cnxn, ただし y(t) = f(t), t E [-1, O] 

定数ベクトル cE (Cnに対して，y(t)= etWk(A)cはこの方程式の解となる．この方程式

の一般解をy(t)=こC:=-ooetWk(A心のように記述できる [4,Section 2.14.9]. ここで，
傑 EC叫kEZは関数fにより決定される． Wk(A)に対する効率的な数値計算アルゴリ

ズムが [2]において提案されている．

本稿では， Wk(A)に対する精度保証付き数値計篤法について考える．すなわち，途中

に混人するすべての誤差を考慮した上で， Wk(A)を包含する区間行列を与える数値計算

法について考えるここで，区間行列とは各成分が区間である行列のことであり，中心が

μ E C，半径がgこ 0の区間とは {zE (C : lz -μI ~ e}のことである．筆者が知る限り，

W叫）のために設計された精度保証付き数値計算法は過去に提案されていない．一方，

VERSOFT [9]関数vermatfunを実行すれば，この精度保証付き数値計算は可能である．

この関数は行列ランベルト w関数のみならず，他の行列関数に対しても適用可能であり，
INTLAB [11]関数verifyeigを実行し， Aのすべての固有値と固有ベクトルを含む区間

を求めることで所望の区間行列を算出する． vermatfunは算出された区間行列の中に含

まれている行列ランベルト w関数の値が Wk(A)であることは保証しない．この関数は
O(nりの演算回数を要する．
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本稿の目的は Wk(A)に対する反復型の精度保証付き数値計算法を提案することである．

この手法は行列方程式Wew=Aの解を含む区間行列を求め，その区間行列に含まれる解

が一意かつ Wk(A)であることを検証することにより，所望の区間行列を与える．この手

法は数値計算による Aの固有分解に基づいており， 1反復あたり 0（州）の演算回数で実

行可能である．この手法の実行中に入(A)n恥,=0が証明されるため，これを仮定する必
要はない．

本稿は既発表論文 [7]の要約である．簡単のため，本稿では定理 1,2, 3，補題 4,5, 6, 7, 

系 1の証明を割愛するこれらの証明に興味のある読者は [7]を参照されたい．

本稿は次のように構成される． 2節では表記を定義し，利用する理論について述べる． 3

節では区間行列に含まれる Wew=Aの解が Wk(A)であることを検証するための理論

を与える． 4節では Wk(A)を含む区閲行列を求めるための手法を提案する． 5節では数値

実験結果を報告する． 6節では結論を述べ，［7]には書かれているが本稿には書かなかった

内容について触れる．

2 準備

ME  cnxnに対して， MtJ,M:J，入（M)をそれぞれ M の(i,j)成分，第j列，固有値

全体の集合とする．また,|Ml:= (IMij|)とする． M,NE応mxnに対して， M:::;Nは

Mi1 ::::; NiJ, Vi, jを意味する． V E Cnに対して， Viはvの第i成分である．恥：＝ ［0, oo), 

記：＝ ｛V E町： V2: O}, 恥~Xn :={ME賊rnxn: M 2: 0}とする． CEcnxn, 

RE罠］xnに対して，〈C,R〉は中心，半径がそれぞれC,Rである区間行列を意味する．す

なわち，〈C,R〉={z E cnxn : IZ -C|さR}である． VE Cnとllwlloo< 1を満たす
WEびに対して， llvllw:= maxi(|Vil/(1 -|閲|))とする． eps,In,@をマシンイプシロ

ン（特に IEEE754倍精度では eps= 2-52), n x n単位行列，クロネッカー積（例えば

[3])とする．すべての成分が 1のmxn行列を]Irnxnと書<.]I:= ]Inxlとする． o,./は

それぞれ行列に対する成分毎の乗算，除算を意味する． WEcnxnに関するフレッシェ微

分可能な行列関数F(W)に対して， H に作用する W 方向の Fのフレッシェ微分作用素

（例えば［4])をF{v(H)と書く． MEcnxnに対して， vec(M)を次のように定義する．

M:1 

vec(M) :=[ : fl(•)は括弧中の演算をすべて最近点丸めの浮動：：数［、演算によって実行したときの結
果を意味する． H（・），且(•)をそれぞれ丸めモードが制御された浮動小数点演算により
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得られた，括弧内の値の厳密な上限，下限とする関数切K : C →C, k = 1,2,...を
叫（z):=ど］ご。zり(.j+ k)!により定める＊1. このとき，次式が成り立つ（例えば［4,

Section 10.7.4]). 

Jl e―zttk-ldt = e―z(k -1）！四（z)
゜次の補題は与えられた行列が正則であることを検証するのに有用である．

補題 1（例えば [3,Lemma 2.3.3]) S E cnxnとする． IIBlloo< 1ならば， In-Sは正則
である．

行列関数に関する次の性質を 4節で用いる．

補題 2（例えば [4,Theorem 1.13]) A,X E cnxnかつf:C→Cとする．入(A)上でf
が正則かつ Xが正則ならば，f(XAx-1)= Xf(A)x-1が成り立つ．

AV~ VAを数値計算による Aの固有分解とする． ここで， Aは対角行列である．

また， u ~ v-1を数値計算による v-1の計算結果とする． Vが悪条件でなければ，

U(AV -VA) ~ 0, In -UV~ 0を期待することができる．このとき， V,A,Uを用いて

入(A)n翫＝0を検証することができる．

補題 3([5]) A,A,V,U E cnxnとする． ここで， Aは対角行列とし，ふ＝ Aii,i = 

1,...,nとするまた， T:= U(AV -VA), S := In -UV, t := !Till, s := 18111とする．

fEびをfi= m邸(O,Re（入i）)+ Im（入t）《可，i= 1,...,nにより定義する． llslloo< 1 
を仮定し， V:= t+ lltllssとする． minj(lfjl-vj)> 0ならば，入(A)n(-oo,O]= 0である．

系 1 心 s,Vを補題 3と同様に定義する．gE (Cnを9i= m邸（ー1/e,Re（入i))+l/e+

Im（入ふ仁I,i = 1,...,nにより定義する． llslloo< 1かつ minj(lgj― Vj)> 0ならば，
入(A)n (-oo,-1/e] = 0が成り立つ．

*1本稿では1/;1(z)しか使わないが，［7]では娩2(z)」沼（z),...も現れる．［7]と表記を統一するため，切k,

k = 2,3,...も定義しておく．
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3 Wew = Aの解がWk(A)であることを検証するための

理論

行列方程式Wew=Aの解を凱とおく． x€びと r €罠］は入(W』こ u:=1 〈Xゎ叫

を満たすとする．本節では， xとrを用いて W*= Wk(A)を検証するための理論を与

える．

関数 c：脱＼ ｛土7r，土2-rr'...}→脱を c(x)={  -Xcotx (x # 0) 
-1 (x = 0) 

る． c(x)は分枝の境界線を表すのに使用される ([1,Section 4]参照）．

m=2,3,...に対して，次の定義を行う．

W。:={zE (C: Re(z)こc(Im(z))かつ Im(z)E [O, 1r)} 
U {z E (C: Re(z) > c(Im(z))かつ Im(z)E (-1r, O)}, 

W _1 := {z E (C: Re(z) ::; c(Im(z))かつ Im(z)E (-1r, O]} 

U {z E (C: Im(z) E [-21r, -1r]} 

U {z E (C: Re(z) > c(Im(z))かつ Im(z)E (-31r, -21r)}, 

により定義す

k = 1,2,..., 

Wk := {z E (C: Re(z) < c(Im(z))かつ Im(z)E ((2k -2)1r, (2k -l)1r)} 

U {z E (C: Im(z) E [(2k -l)1r, 2k1r]} 

U {z E (C: Re(z)2:: c(Im(z))かつ Im(z)E (2k1r, (2k + l)1r)}, 
W _m  := {z E (C: Re(z) ::; c(Im(z))かつ Im(z)E (-(2m -l)1r, -(2m -2)1r)} 

U {z E (C: Im(z) E [-2m1r, -(2m -l)1r]} 

U {z E (C : Re(z) > c(Im(z))かつ Im(z)E (-(2m + l)1r, -2m1r)} 

[1, Section 4]より， aEC, k E Zに対して， W*ew*= aかつ w*EWkならば， W＊ E Cは

皿＝叫(a)を満たすことが分かる．次の条件を定義する．

定義 1 μEC, p E艮+,kEZに対して， Re(μ)土p+ (Im(μ)土p)《=「 EWkかつ

Re(μ)士p+(Im(μ)干P)《可 EWkならば，対(μ,p)は条件 kを満たすと呼ぶ xE C凡

rE閏に対して，すべての対 (xぃri),i = 1,..., nが条件 kを満たすとき，対 (x,r)は条

件 kを満たすと呼ぶ．

この定義の下，次の結果を証明することができる．

補題 4 μEC, p E罠+,kEZとする．対(μ,p)が条件 kを満たすならば，〈μ,p〉<;;Wk 

である．
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定理 1 W* E cnxn, x E (C尺 rE屈］が W*ew*= A かつ入(W』こLJ~=l 〈Xゎハ〉を満

たすとする． kEZに対して，対 (x,r)が条件 kを満たすならば， W*= Wk(A)である．

4 提案手法

AV~ VAを数値計算による Aの固有分解とする． ここで， Aは対角行列であり，

入i:= Aれ，i= 1,...,nとおく．また， u~ v-1を数値計算による v-1の計算結果とす

る．さらに， S:= In-UV, T := U(VA-AV) とする． V が悪条件ではなければ， s~o,

T~  0が期待できる．さらに， IISlloo< 1ならば，補題 1より In-Sは正則である．その
結果， v,uもまた正則である．
以後， IISlloo< 1が計算機内で検証できたとして議論を進める（検証ができなかった場
合には提案手法は失敗する）．このとき， In-S,V, Uは王則である． F(W):= Wew -A, 

x := v-1wvとする．

まず， F(W)= 0の解凱を含む区間行列を求めることを考える． F(W)= 0⇔ 

v-1F(W)V = 0 が成り立つ．補題 2 より， v—1F(W)V = Xex -v-1AV = X→ -
A+ (In -s)-1Tであるよって， F(W)= 0は次式と同値である．

G(X) := X ex -A+  (In -S)―1T = 0 (1) 

kEZに対して，文を Wk(A)= diag(Wk（ふ），．．．，Wk（心））に対する数値計算結果（近

似）とする．えex~ A, (In -s)-1T ~ 0が期待できるから，えは（1)の近似解とみなす
ことができる．さらに， Wk(A)に対する数値計算結果は一般に密行列なのに対して，えは

対角行列である．このえのもつ非ゼロ構造を利用するために， F(W)= 0の代わりに (1)

を扱う．すなわち，（1)の解x*を含む区間行列 X を求め，｛vxv-1:x Ex}の上位集

合を求めることにより w*を含む区間行列を求める． w*= vx*v-1であるから，この上

位集合は w*を含んでいる．

次に， X を求める方法について議論する．行列指数関数に対する摂動理論を利用するこ

とにより，以下を示すことができる（証明の詳細は [7]参照）．

G~(H) =Hex+ Xex 1i e―XtHextdt 
゜G'.x(H)が可逆ならば，ニュートン作用素 N(X):= X -(GR戸（G(X))はwell-defined

となり，（1)の解ふは N(X)の不動点である．そこで， X を求めるために， G'.x(H)の

可逆性と {N(X):XE〈X,R〉}こ〈X,R〉を検証する．ただし， RE艮ixnは与えられ
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ているものとする．これらが検証できれば，ブラウワーの不動点定理より， X*E〈X,R〉

が成り立つ． よって，ふ＝ N（ふ） E{N(X) : XE〈え，R〉}が成り立つ． ゆえに，

{N(X): XE〈え，R〉}を含んでいる区間行列を X とみなすことができる．

次のようにして， Gk(H)の可逆性を検証することができる行列 PEC尼xn2を次式

により定義する．

p := ex R In + Un Rい！1e戊応―tえdt
゜クロネッカー積の性質を利用することにより，vec(Gk(H))= Pvec(H)のように， Gk(H)

を行列ベクトル積の形に書くことができる（詳細は [7]参照）．よって， Pが正則ならば，

匁(H)は可逆である． Pが正則性を検証し，その結果として Gk(H)の可逆性を検証す
るための理論を以下に与える．

補題 5 V,U E cnxnとする． S,G'x(H)を上記と同様に定義する． XEcnxnを対角

行列とし， Xi:= Xiiとおく．このえに対して， Pを上記と同様に定義する． WEcnxn 

をWij:= exJ十 Xi臼J叫(xi-xj),i,j = l,...,nにより定義する． s:= 1s111とする．

llslloo < 1かつ 1'111>0ならば， In-S, V, U, Pは正則かつ Gk(H)は可逆である．

{N(X) : X E〈X,R〉}こ〈X,R〉を検証するために，｛N(X): X E〈X,R〉}の

J:::位集合を求めることにする． この上位集合は次のようにして得られる． N(X)= 

X -(Gk)-1(G(X))はGk(N(X))= Gk(X) -G(X)と同値である．よって，｛N(X):

XE〈X,R〉}は以下に示すパラメータ付き行列方程式の解全体の集合である．

1 

Nxex十いJe―えtNxeえtdt= G~(X) -G(X) 

゜
(2) 

ここで， NxE cnxnが解であり， XE〈X,R〉がパラメータである．ゆえに，この解集合

を包含する区間行列を求めることにより，上記の上位集合を得ることができる． 0（岱）の

演算回数でこの区間行列を求めることができる．

補題 6 A E cnxn, R E 恥］Xn とする． T, N(X)を上記と同様に定義す

る． え， Xi, S, W を補題 5と同様に定義する． 対角行列 D_,D+ E罠ixnを

(D_)ii = max(l,e―Re(x;)), (D+)ii = max(l, eRe(x;)), i = 1,..., nにより定義

する． EE賊]xnを Eij= max(l, eRe（巧一叫）），i,j = 1,..., nにより定義する．

o: := min(IIRII(X)elllXl+Rlloo, IIRll1e|||文|+Rlli),L := ReRe（x) D_R(D+ + (o:/2)nnxn), 

M := (1/2)1えe勺(Eo R)D_R(D+ + (o:/3)nnxn)とする.||s11(X)< 1かつ 1w1> oを仮
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定し， W := [IIT1lls, ・ ・ ・, IITnlls汀， B:=Iえex-Al+ ITI + SWT + L + M,△ ：＝ B./1'111 

と定義する．このとき，｛N(X):XE〈X,R〉｝こ〈x，△〉が成り立つ．

補題 5,6より， w*を含む区間行列を求めるための理論が得られる．

補題 7 補題 5における仮定の下， X,V, u, sを補題 5と同様に定義し， R，△を補
題 6と同様に定義する．△s,Y,Q E脱庁叫和 Ecnxnとする． w*を上記と同様に定

義し， U := [IIU,1lls, ・ ・ ・, IIU,nlls]九Us:=IUI + s研とする． VXV-1E 〈面Y〉かつ

△ ＜△s'.SRかつQ2Y+ |V|△sUsならば，〈和，Q〉ぅ w*が成り立つ．

注意 1 実際に提案手法を実行する際には，△s= fl（△），Q ＝H(Y+ |V|△sUs)により

△S, Qをそれぞれ求める．また，而， YはVえv-1を含む区間行列を計算すれば得られ

る．このような区間行列を得るためのアルゴリズムはすでに知られている．筆者の実装で

は， INTLAB関数verifylssが使用されている．

補題 3または系 1により，入(A)n翫＝0を検証することができる．以上の理論と定

理 1により，次の定理 2,3が得られる．

定理 2 Xi, V, u, sを補題 5と同様に定義し， Y,而， w*,Qを補題 7と同様に定義す
る． kE Z, x := [x1,...,x出， h:= IUl(Y + Q)IVlllとする．補題 5,7におけるすべて
の仮定の下， r:= h + llhllssとする．入(A)n llllk = 0かつ (x,r)が条件 kを満たしている
とき，凱＝叫(A)であり，凱は〈面Q〉に含まれる唯一の F(W)= 0の解である．

定理 3 △S, W*を補題 7と同様に定義し， Xを定理 2と同様に定義する．q:＝△sllとす

る．補題 5,7におけるすべての仮定に加えて，入(A)n翫＝0かつ (x,q)が条件 kを満た
していることを仮定する．このとき， W*= Wk(A)である．

注意 2 [5, Remark 4]と同様に，q'.Srが成り立つ．よって，定理 3の条件は定理 2の条

件よりも成立しやすい．一方，［5,Remark 4]と同様に，定理 2は得られた区間行列に含ま

れる解の一意性を保証するのに対して，定理 3はこれを保証しない．

以上の議論に基づき，次のアルゴリズム 1を提案する．

アルゴリズム 1 /3 E恥とし， )maxE Zは1よりも大きいとする． kEZに対して，本ア

ルゴリズムは〈和，Q〉ぅ Wk(A)を満たす和 Ecnxn, Q E股+Xnを算出する．検証が成

功した場合にはこの区間行列に含まれる解の一意性も保証される．
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Step 1. 数値計算による Aの固有分解を用いて A,Vを求める． u= fl(v-1), x = 
fl(Wk(A))により， u,文をそれぞれ求める．

Step 2. fl(s)を求める． llslloo< 1が検証できなかった場合には，失敗して終了．

Step 3. 且（1w|)を求める． lwl> oが検証できなかった場合には，失敗して終了．
Step 4. 補題 3または系 1に基づいて入(A)n翫＝ 0を検証する．これが検証できな

かった場合には，失敗して終了．

Step 5. R。：＝汀（Iえex-Al + ITI + swT)を求める．j= 1, R = fl(/3恥）により，jと

Rを初期化する．

Step 6. j = jmaxならば，失敗して終了．さもなくば，△s=汀（△)を求める．

Step 7． △s'.SRならば， Step8へ進む．さもなくば，j= j + 1, R =且（eps|え|+(1 + 

eps)△s)によりjと Rを更新し， Step6へ戻る．

Step 8. vxv-1を含む区間行列〈面Y〉を求める．Q＝ h(Y+|V|△sUs)を求める．

このとき， W*E〈面Q〉が成り立つ．

Step 9. 恥）を求める．（x,r)が条件 kを満たすことを検証できなかった場合には，

Step 10へ進む．さもなくば， W*= Wk(A)かつ児は〈面Q〉に含まれる唯一の
解である．終了．

Step 10. fl(q)を求める．（x,q)が条件 kを満たすことを検証できなかった場合には，失

敗して終了．さもなくば， W*= Wk(A)である．終了．

且(lw|)を求めるためには，叫(xi- Xj)を含む区間を算出する必要がある．このよう

な区間の算出は [6,Section 3]の議論により可能である． Rの更新はいわゆるイプシロ

ンインフレーション [10]に碁づいている．イプシロンインフレーションでは，新たな

候補者集合は〈1,eps〉と {N(X):XE〈X,R〉}を含む区間との積である．大雑把に

言えば， Rの更新はこの積に対応している．実際，｛N(X):XE〈X,R〉｝こ〈x，△s〉,
〈1,eps〉〈x，△s〉こ〈X,epslXI + (1 + eps)△s〉が成り立つ．
ふの計算はnxn行列の行列乗算を要する．この計算における演算階数は0（州）であ

る．反復 (Steps6-7)における他の部分の計算コストはわずかなものである．ゆえに，ア

ルゴリズム 1は1反復あたり 0（研）の演算回数のみで実行可能である．なお，fl(eRe（文）），

恥ふふ），且（D_),叩(D+),fl(E)については，反復を始める前に算出可能であることに注

意する．

注意 3 1節の第 3段落でも述べたように，本稿では入(A)n翫＝ 0の場合に焦点を当
てている．ゆえに，入(A)n翫＝ 0が検証できなかった場合には，アルゴリズム 1は失
敗する．入(A)n匝k= 0の場合に焦点を当てている理由は入(A)n lIBk -/= 0の場合には，
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凱＝ Wk(A)の検証が困難となるためである．実際，入(A)n lllskヂ0ならば， Aの固有値

入＊で入＊ €翫を満たすものが存在する．このとき， Wk(A) の固有値 W以入＊）は Wk の

境界上にある ([1,Section 4]参照）．よって， Wk（入＊）を含む区間を求めると，その区間は

叩上の点と C¥WK上の点の両方を含む．その結果， Wk（入』 EWkの検証は困難とな

る．アルゴリズム 1はこのような場合を早期の段階で検出している．

5 数値実験結果

数値実験を行った計算機の仕様は IntelCore 1.51 GHz CPU, 16.0 GB RAMである．

使用した数値計算ソフトは MATLABR2012a (Intel Math Kernel Library, IEEE 754 

倍精度）である．

比較するアルゴリズムを次のように記載する．

Ms:アルゴリズム1.入（A)n翫＝0,W* = Wk(A),得られた区間行列に含まれ

る解の一意性がすべて検証される．

V: VERSOFT関数vermatfun.入（A)n翫＝0,w* =聞（A),得られた区間行

列に含まれる解の一意性がすべて検証されない．

まず， Msの実装について説明する．固有分解を実行するのに MATLAB関数 eigを用

いた(3,J.maxをそれぞれ(3=2, ]max= 30のように設定し， verifylssを用いて和， Y

を算出した． XR:j Wk(A) = diag(Wk（ふ），．．．，W叫 n))を， MATLABSymbolic Math 
Toolboxの関数 lambertwを用いて求めた．アルゴリズム 1のMATLABコード Ms.m

はhttps://bitbucket.org/miyajimash/verifiedlambertw/downloads/で公開さ

れているただし，実行にはINTLABが必要となる．

次に， Vの実装について説明する． w。（A)を含む区間行列を求める場合， vermatfunを

vermatfun('verLambertW(x, 0)',A)のように呼び出したここで， verLambertWは次

の関数である．

function res= verLambertW(x,k) 

xs = double(lambertw(k,sym(mid(x)))); res= verifynlss(F(x),xs); 

function f = F(x) 

f = c(w) (w*exp(w)-x); 
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INTLAB関数 verifynlssは非線形方程式の解を含む区間を算出するものであり，得ら

れた区間に含まれる解の一意性を検証する．しかし， vermatfunの中で行われる区間行列

同士の乗算が引き起こすラッピング効果（例えば [8])により， Vを用いて得られた区間行

列に含まれる F(W)= 0解w*の一意性は保証されない．
WE  cnxn, Q E 賊~xn が〈和，Q〉ぅ閏（A) を満たすとする．得られた区間行列の品質

を評価するために，相対半径を IIQII(X)1||w11(X)により定義するいくつかのテスト行列に
対して， Vは失敗した．失敗の原因は Aのすべての固有値と固有ベクトルを含む区間の算

出に失敗したためである．表 1のn= 11, 13の場合を除いて， Msにおける解の一意性の

検証は成功した．

数値例 1

MATLAB関数galleryを用いてfrank,gcdmat, minij, poisson行列を生成した．

これらの行列のサイズ nについては，自由に設定することができる様々な nに対して，

各アルゴリズムを用いてw。(A)とW-1(A)を含む区間行列を計算した際の相対半径と実
行時間（秒）を表 1-4に示す． MsがVよりも高速であったことが確認できる．また，多く

の場合， Msの与えた相対半径はVの与えた相対半径よりも小さかったことも確認できる．

表1 frank行列に対する相対半径（左側）と実行時間（秒・右側）． Wo(A),W-1(A) 

を含む区間行列を計算した場合のこれらの値をそれぞれ上部，下部に表示している．

n Ms V Ms V 

5 l.7e-13 2.9e-13 6.2e-2 l.4e-1 

7 3.le-10 1.5e-10 5.9e-2 1.7e-1 ， l.3e-7 3.3e-7 7.6e-2 2.5e-1 
1 1 6.0e-3 8.5e-4 1.3e-1 3.0e-1 

13 3.5e+O 3.6e+O 9.9e-2 3.7e-1 

5 l.Se-13 6.7e-13 8.le-2 2.0e-1 

7 l.3e-10 l.2e-10 7.2e-2 2.6e-1 ， 7.0e-9 4.0e-8 6.3e-2 3.le-1 
1 1 5.le-5 1.4e-5 7.8e-2 4.3e-1 

13 4.le-3 9.0e-3 l.3e-1 5.8e-1 
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表2gcdmat行列に対する相対半径（左側）と実行時間（秒・右側）． Wo(A),W-1(A) 
を含む区間行列を計算した場合のこれらの値をそれぞれ上部，下部に表示している．

n Ms V Ms V 

50 4.0e-13 2.5e-11 2.9e-1 2.5e+O 

100 l.9e-12 2.6e-10 5.9e-1 8.le+O 

150 5.0e-12 7.8e-10 8.Se-1 1.9e+l 

200 1.le-11 2.6e-9 2.le+O 3.le+l 

250 1.7e-11 5.9e-9 1.6e+O 4.7e+l 

50 4.0e-13 3.2e-11 3.6e-1 3.le+O 

100 1.7e-12 3.0e-10 6.9e-1 9.5e+O 

150 4.5e-12 8.9e-10 8.9e-1 2.2e+l 

200 9.5e-12 2.9e-9 1.4e+O 3.4e+l 

250 l.5e-11 6.4e-9 l.8e+O 5.0e+l 

数値例 2

Aが対角化不可能な行列に近づいていく場合を考える．各アルゴリズムを次の Aに対

して適用した．

A=[~ 1!c]' ただし e E賊十

この例は [2,Experiment 1]で扱われているこの例では， eが0に近づくにつれて， Aの

固有ベクトルから成る行列が悪条件になっていく． eを20から 2-52まで変化させた場合

の表 1-4と同様の値を表 5に示す． Ms,Vの与えた相対半径はeの減少につれて増加して

いることが分かる．

6 結文

本稿ではアルゴリズム 1を提案し，数値実験によりその有効性や限界を示した．数値

例 2で見たように，固有ベクトルから成る行列が悪条件の場合，アルゴリズム 1は小さな

相対半径を与えない．この問題に対する対策として，［7]では数値ジョルダン分解を利用し

た手法がアルゴリズム 1以外に提案されている．数値例 2に対してこの手法を適用する

と， eが減少しても相対半径が増加することはない ([7]参照）．ただし，この方法は O(nり
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表3 minij行列に対する相対半径（左側）と実行時間（秒・右側）． Wo(A),W-1(A) 

を含む区間行列を計算した場合のこれらの値をそれぞれ上部，下部に表示している．

n Ms V Ms V 

50 l.Oe-11 3.7e-9 3.3e-1 2.6e+O 

100 l.3e-10 l.2e-7 6.5e-1 8.2e+O 

150 6.3e-10 9.6e-7 8.6e-1 1.9e+l 

200 1.8e-9 4.0e-6 1.3e+O 3.le+l 

250 4.3e-9 1.2e-5 1.7e+O 4.7e+l 

50 2.0e-11 9.2e-9 3.0e-1 3.0e+O 

100 2.9e-10 3.3e-7 5.9e-1 9.2e+O 

150 l.4e-9 2.7e-6 9.5e-1 2.le+l 

200 4.2e-9 l.le-5 l.4e+O 3.4e+l 

250 l.Oe-8 3.5e-5 l.8e+O 5.le+l 

表4 poisson行列に対する相対半径（左側）と実行時間（秒・右側）． Wo(A),W-1(A) 

を含む区間行列を計算した場合のこれらの値をそれぞれ上部，下部に表示している．

n Ms V Ms V ， 9.le-15 失敗 7.4e-2 失敗
36 9.le-14 失敗 2.2e-1 失敗

81 4.7e-13 失敗 4.8e-1 失敗

144 l.2e-12 失敗 8.0e-1 失敗， 8.le-15 失敗 l.4e-1 失敗
36 5.6e-14 失敗 3.8e-1 失敗

81 3.le-13 失敗 1.0e+O 失敗

144 6.5e-13 失敗 1.8e+O 失敗

以上の演算回数を要する．
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表5 数値例 2における相対半径（左側）と実行時間（秒・右側）． Wo(A),W-1(A)を

含む区間行列を計算した場合のこれらの値をそれぞれ上部，下部に表示している．

e Ms V Ms V 

20 l.le-15 l.Oe-14 4.le-2 5.4e-2 

2-26 2.0e-8 4.le-7 3.6e-2 6.6e-2 

2-39 1.7e-4 3.6e-3 3.8e-2 6.le-2 

2―48 7.6e-1 1.8e+O 3.9e-2 5.9e-2 

2-52 7.2e+O 失敗 3.9e-2 失敗

20 6.8e-16 2.0e-14 4.0e-2 7.3e-2 

2-26 2.2e-8 8.6e-7 2.9e-2 6.7e-2 

2―39 l.9e-4 7.0e-3 4.5e-2 7.9e-2 

2-48 3.4e-1 3.4e+O 3.le-2 6.9e-2 

2-52 3.3e+O 失敗 3.9e-2 失敗
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