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分数幕 KdV型方程式の進行波解の安定性解析

Stability analysis of travelling wave solutions to KdV type 

equations with fractional dispersion 
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本稿では，次の Korteweg-deVries (KdV)型方程式を考える：

8四十8』(u)-8』か＝ 0, (t,x) E良 X賊． （爪dV)

ただし，未知関数u= u(t,x)は実数値とする．また，指数oは1::;u::; 2 とし，作用素 D~ は Fourier 変

換クを用いて， D~ := g;-1ll|"クと定める．作用素 D~ は（―洸）叩／2 ともかかれ，分数幕 Laplacian と

よばれる．（fKdV)は， u=2,f(u)=研のときにKorteweg-deVries方程式と一致し， u=l,f(u)=炉

のときに Benjamin-Ono方程式と一致する．

(fKdV)は，非線形Schri:idinger方程式や非線形Klein-Gordon方程式などとともに，非線形分散型方

程式に分類される．非線形分散型方程式は，波を分散させる性質（分散性）と波を集中させる性質（非線

形性）をもち，解の挙動はこれらの性質の強弱によって決まる 特に，分散性と非線形性がつり合うと

き，非線形分散型方程式は時間が経過しても初期値の形状を保つ孤立波解とよばれる特殊解をもつ．本

稿で考える(fKdV)に対する孤立波解のひとつとして進行波解 u(t,x) = </>(x -ct)が挙げられる．ここ

で， cは進行波の速さを表す正定数である．（fKdV)の進行波解を形成する関数¢は次の方程式（定常問

題）の非自明解として与えられる：

n;¢+c¢-f(¢)=0, xE恥

本研究では，次の二重幕型非線形項をもつ KdV型方程式

8四十ax(a炉＋研）ー8』匁u=O, (t,x) E股x恥

に対して，以下の 2つの観点で現象の考察を行う．

1. (dpfKdV)から導かれる定常問題

n;¢+c¢-a屈一炉＝ 0, XE賊

に非自明解が存在するかどうかすなわち，（dpfKdV)の進行波解が形成されるかどうか

(SPc) 

(dp訳dV)

(dpSP』
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2.上の項で形成された進行波解が安定であるかどうか．

ただし， aE｛士l},p,q E賊， 2：：：：：p < qく ooとする．（dpfKdV)の典型例として， a=2, a= +1, 

p = 2, q = 3とした場合が挙げられる． この場合の (dpfKdV)はGardner方程式とよばれるもので，

Miura-Gardner-Kruskal [10]によって導出されたものである．著者のこれまでの研究により，（dpfKdV)

の進行波解に関する現象が，方程式の分散性の強さ a,非線形項の符号 a,指数 P,qの偶奇性により変

化することが明らかになった本研究は，これらの要素に着目して (dpfKdV)の進行波解の安定性を分

類することを目的とする．

本稿では，前述の 2つの観点について，単純幕型非線形項J(u）＝研（pEN, p ~ 2)をもつ(fKdV)の

進行波解に対する既知の結果を紹介し，（dpfKdV)の進行波解に関して著者が得た研究結果について述

べていく．

記号の定義

2乗可積分な関数全体の集合をび(R)とかく．また，び（賊）に対する内積およびノルムをそれぞれ

(v,w)p = l股vwdx, llvllL2 := (v,v)p = (L lv(x)l2 dx r12 
と定める．続いて，(J'>0に対して， Sobolev空間 H"/2(lR)を

H"/2（股） ：＝ ｛vEL灯恥） : D~l2v EL囁）｝

と定める． Sobolev空間 H"/2(照）は

(v,w)伍／2= (D;l2v,Dツ知）L2+ (V,W)L2 

を内積とする Hilbert空間である．さらに， llv|ta12=(v,v)知／2と定める．
次に， VEH叩／2（照）に対して，エネルギー汎関数 E と質量汎関数 M を次のように定める．

E(v) := ~IID;l2v||わ -LF(v)dx, M(v) := ~llvll わ．

ここで，関数 Fは非線形項fの原始関数とする．なお，汎関数 E,Mは(fKdV)の保存量である．

2 定常問題の基底状態

この節では，定常問題(SPc)の非自明解について考える．

定義 •VE Ha/2偉）が (SPc)の解（弱解）であるとは，任意の wEH→（脱）に対して，

1 (D~v + cv -J(v))wdx = 0 
恥

が成り立つことをいう．

• V E Ha/2（屈）， c>Oに対して， Sc(v):= E(v) + cM(v)と定める．この汎関数は作用汎関数とよば

れる．

• (SPc)の非自明解¢ E Ha/2偉）が基底状態であるとは，（SPc)の任意の非自明解 VEHa/2（民）に対

して品（の） ＜品（v)が成り立つことをいう．
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さて，作用汎関数ふを vに関して微分すると， S知(v)= D;v + cv -f(v)となり，（SPc)の左辺と一致
する立したがって，（SPc)を解くには，作用汎関数 Scの停留点 VEH"/2（良）を探し出せばよいまた，

(SPc)の基底状態は後述する補題2.2で述べるように変分的に特徴付けることができる．（fI(dV)の進行

波解の安定性を解析する上で，この変分的な性質が重要な役割を果たす． この節では，（SPc)の基底状

態に着目して議論していく．

ここでは，単純幕型非線形項をもつ(fl<dV)に対応する定常問題

D~ゅ＋ cゆー炉＝ 0, XE恥 (spSP』

の埜底状態について，既知の結果を紹介するまず，び＝ 2のとき，（spSPc)は常微分方程式となり，各

c>Oに対して

紅）＝｛(~} I/(p-l) sech2/(p-l) (~x) 

という解が得られる．また 9(J=  1かつp=2の場合，定常問題 (spSPc)は

2c 
叫(x)= 1 + c2丑

を解にもつことが， Benjamin[2]により得られている．一般の 1さび＜ 2,p：：：：： 2の場合についても，正値

偶関数の基底状態の存在性がWeinstein[13]により示されている．さらに， 1::;びく 2のとき，（spSPc)

の正値偶関数の甚底状態の一意性が， Amick-Toland[1]および Frank-Lenzmann[4]により得られて

いる．

以下，（dpSP』について得られた結果を紹介する．

定理 2.1(K. [6, 7]). 1 S a S 2, p, q E N, 2 Sp < q < oo, c > 0とする．

(I) a= +1のとき，qが奇数ならば，（dpSP』は正値偶関数の基底状態をもつ．

(II) a= -1のとき

(1) pが奇数ならば，（dpSP』は正値偶関数の基底状態をもつ．

(2) pが偶数かつqが奇数ならば，（dpSP』は負値偶関数の基底状態をもつ．

以下，定理 2.1の証明の方針について述べる．

定常問題 (dpfKdV)に対応する作用汎関数は次のようにかける：

品(v)= ~IID/%||わ+ ;||v||わ-P : l f股vP+l血ーq+1 JRVq+1 dx. 
また，作用汎関数 Scから定まる汎関数凡を以下のように定義する：

瓦(v):= l況(v)vdx= IID;1%|出+cllvlll2-a i良vP+ldx -L vq+l dx. 
B 

この汎関数はNehari汎関数とよばれる．関数 VEH"f2(R)を (dpSP』の解とすると， Kc(v)= 0が成

り立つことが，汎関数 Kcの定義から従うまた，（dpSP』の基底状態に関して，次の性質が成り立つ．

補題 2.2.定理2.1の条件 (I),(11-1), (11-2)のいずれかを仮定するこのとき，¢ E Ha/2（賊）に対して，

次の(i),(ii)は同値である：

1) Sobolev空間 Ha/2ぼ）上でのFrechet微分の意味であるまた，作用汎関数ふはFrechet微分の意味で Ha/2（屈）上 c2
級である．
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(i) cpは (dpSP』の基底状態である．

(ii) cpは次の等式を満たす：

Sc（少） ＝d(c) := inf{Sc(v): v E H"/2（恨） ＼ ｛O}, Kc(v) = O}. 

ここで， Kc(v)= 0を満たす関数 VEH"/2償）＼｛O}に対して，入＞ 0を変数とする関数

k詞）＝炉(11ni12v||i2+ cllvlli2)  - a入p+l1 vP+l dx —入q+1 J民vq+1dx 
を考える．補題2.2の同値性は，

a入凡（入v)|入=1=J 0 

(1) 

(2) 

が満たされるときに成立するまた，条件（2)は，定理2.1の条件 (I),(11-1), (11,2)のいずれかの下で満

たされる．実際，定理2.1の3つの条件のもとでは，関数入→ Kc（入v)に含まれるJRVq+1心の値が常

に正になる．このことから，関数入→ Kc（入v)のグラフの形状が図 1のように確定され，（2)が成り立つ

ことがわかるなお，定理2.1の条件を満たさない場合については，JRVq+1心の符号が確定できないた

め，関数入>--+Kc（入v）のグラフの形状が図2のようになる可能性を排除できず，条件(2)が成り立つか

どうかは一般にはわからない．

さて，補題2.2により，定理2.1は等式（1)を満たす関数r/>E H"/2偉）の存在を示すことに帰着され

る．このことを示すには，（1)の最小化列のコンパクト性，すなわち

ふ(vn)→d(c), Kc(Vn)→0 as n→ (X) 

を満たす H"l2(JE.)の点列 (vn)nENの部分列が H"l2(JE.)上である関数に強収束することをいえばよい．

このことは， Liebのコンパクト性定理 ([8]および [7,Lemma 3.5])を用いた議論により証明することが

できる．

Kc（入v) 瓦（入v)

゜
＼
ハ

ー

゜
ー
ヽ^

図1 図2

上の議論では基底状態の存在性を示したが，碁底状態の正値性・負値性と偶対称性については，等式

(1)を満たす関数の対称減少再配列を考えることによって証明することができる． また，（dpSP』の非

線形項の指数が自然数であることから， Sobolev空間の性質を用いることにより，（dpSP』の任意の弱

解 VEH<T/2（恥）が古典解となることを容易に示すことができる．

3 進行波解の安定性・不安定性

最初に，（fKdV)の進行波解の安定性および不安定性を定義する．
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定義． r>Oと¢ E Ha/2償）に対して，

U心）＝｛VEHa/2（賊） ：闘tllv -¢(・ -Y)IIHヮ／2< r} 

と定める．

• (fKdV)の進行波解cp(x-ct)が安定（軌道安定）であるとは，次の性質が成り立つことをいう：

任意の E>Oに対してある 8>0が存在して， uoE Ua位）ならば， uoを初期値とする(fKdV)

の時間大域解u(t)E C([O, oo), H,,/2偉））が存在して，任意の時刻t~ 0に対して u(t)E U,(c/>) 

が成り立つ．

• (fKdV)の進行波解cp(x-ct)が不安定であるとは，上の意味で安定でないことをいう．

(fKdV)の進行波解の安定性に関する結果の 1つに， Bona-Souganidis-Strauss[3]による抽象論が知

られている．以下， c>Oに対して，関数c/>cE H,,12（罠）を (SP』の基底状態とし， d(c)= Sc(c/>』とおく．

命題 3.1([3]).写像 (0,00)う C→c/>c E H,,/2(恥）はび級と仮定する．このとき，洸d(c)> 0ならば，

(fKdV)の進行波解れ(x-ct)は安定である．また，洸d(c)< 0ならば，（fKdV)の進行波解c/>c(x-ct)は

不安定である．

ここで，単純幕型非線形項をもつ(fKdV)の進行波解について考える． C > 0に対して，定常問題

(spSP』の基底状態を心eとする．このとき，各 c>Oに対して，仇は

仇(x)= cl/(p-1)妬(c1f,,x)

と表現できる．これにより洸d(c)の符号をを容易に計算することができ，命題3.1から，任意の c>。
に対して，（fKdV)の進行波解仇(x-ct)はp< 2a + 1のときに安定であり，p> 2a + 1のときに不安

定であることがわかる．また，洸d(c)= 0となるp= 2a + 1の場合については， a=2, p = 5のときに，

任意の C> 0に対して進行波解心c(x-ct)が不安定になることが， Martel-Merle[9]により示されてい

る．なお，指数 2a+1は(fKdV)に対する L2＿臨界指数とよばれる．

一方，本稿で考えている (dpfKdV)を含め，一般の非線形項をもつ(fKdV)に対しては洸d(c)の符

号を調べることが困難であり，非線形項の構造に合わせて個別の議論を展開する必要がある．以

下，（dpfKdV)の進行波解の安定性について，得られた結果を述べる． なお，（dpfKdV)の初期値問題が

H6/2（艮）で局所適切であることを仮定する2).

3.1 安定な進行波解

定理 3.2(K. [6]). 1 S a S 2, p, q E N, 2 Sp < qく ooとする．

(I) a= +1のとき

qを奇数とし， C > 0に対して ¢Cを (dpSP』の正値偶関数の碁底状態とする． このとき，

p < 2a + 1ならば，ある正定数 C1> 0が存在して， CE (0, C1)ならば (dpfKdV)の進行波解

似x-ct)は安定である．

(II) a= -1のとき

(1) pを奇数とし， C > 0に対して </>cを (dpSP』の正値偶関数の基底状態とする． このとき，

qく 2a+ 1ならば，ある正定数 C2> 0が存在して， cE (c2, oo)ならば(dpfKdV)の進行波解

2) この仮定は， 4/3:0: u :0: 2のときに実際に成り立つことが，［11]により示されている
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似x-ct)は安定である．

(2) pを偶数，qを奇数とし， c>Oに対して，r/Jcを(dpSP』の負値偶関数の基底状態とする．この

とき，q<2(J"十 1ならば，ある正定数 c3> 0が存在して， cE (c3, oo)ならば (dpfKdV)の進行

波解r/Jc(x-ct)は安定である．

序節で例示した Gardner方程式(!J"= 2, a = +1, p = 2, q = 3)は（I)の条件を満たすほか，これ以外

にも（I)の条件を満たす例は多数存在する．一方，（II-1),(II-2)を満たす例は限られる．（II-1)を満たす

例は， 3/2<(J":<:'. 2の下でのp= 3, q = 4のみであり，（II-2)を満たす例は， 1く(J":<:'.2の下でのp= 2, 

q=3のみとなる．

定理3.2の証明は， Grillakis-Shatah-Strauss[5]の議論に従い，次の命題を示すことに帰着される．

命題 3.3.関数r/JcE H"/2(恥）を (dpSP』の基底状態とする．このときある正定数 C> 0が存在して，

(v亭）L2=(v,8亭）L2= 0なる任意の VEH"/2（賊）に対して，

J国（幻v)vdx2". Cllv||ta/2 
B 

が成り立つ．

単純幕型非線形項をもつ定常問題（spSPc)の基底状態叫に対しては，任意の C> 0に対して，命題

3.3と同様の主張が成り立つことが知られているまた，定理3.2の条件（I)の下で，定常問題 (dpSPc)

の碁底状態r/Jcに対して，

幻x)= cl/(p-1)履(cl／豆）

なるスケーリングを施して得られる関数如は， C→ ＋0のときに妬に H"/2(JR)上で強収束する．ま

た，条件（II-1),(II-2)の下では，

似x)= cl/(q-1)ん(c1/"x) 

なるスケーリングにより得られる関数如が， C→十ooのときに切に H"/2(JR)上で強収束する．これ

らの収束性を用いた近似の議論により，条件（I)の下では十分小さい c>Oに対して，条件 (II-1),(II-2) 

の下では十分大きい C> 0に対して命題3.3を証明することができるなお，命題3.3や上述の基底状

態の収束性を示す際には，補題2.2で述べた基底状態の変分的特徴付が重要な役割を果たす．

3.2 不安定な進行波解

定理 3.4.1 <:::び<;2, p, q E N, 2 <::: p < qく ooとする．

(I) a= +lのとき

qは奇数とし， c>Oに対して<Pcを(dpSP』の正値偶関数の基底状態とする．

(1) 2a + 1 <::: p < qならば任意の C> 0に対して，（dpfKdV)の進行波解<Pc(x-ct)は不安定で

ある．

(2) p < 2a + 1 < qならば，ある正定数 C4> 0が存在して， cE (c4,oo)ならば(dpfKdV)の進行波

解<Pc(X-ct)は不安定である．

(II) a= -lのときに

(1) pは奇数とし， c>Oに対して<Pcを(dpSPC)の正値偶関数の基底状態とする．

(i) p < q = 2a + 1ならば，任意の c>Oに対して，（dpfKdV)の進行波解<Pc(X-ct)は不安定で

ある．
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(ii) p :S: 2rJ + 1 < qならば，任意の c>Oに対して，（dpf.KdV)の進行波解 ¢c(X-ct)は不安定で
ある．

(iii) 2rJ + 1 < p < qならば，ある正定数 C5が存在して， CE(c5,(X))ならば (dpf.KdV)の進行波解

伽（X -ct)は不安定である．

(2) pは偶数，qは奇数とし， c>Oに対して， ¢cを(dpSP』の負値偶関数の基底状態とする．

(i) 2rJ + 1 :S: p < qならば，任意の c>Oに対して，（dpf.KdV)の進行波解 ¢c(X-ct)は不安定で

ある．

(ii) p < 2rJ + 1 < qならば，ある正定数 c6>Oが存在して， CE(c5,(X))ならば (dpf.KdV)の進行

波解れ(x-ct)は不安定である．

定理3.4の証明は，次の命題を示すことに帰着される．

命題 3.5．れを (dpSP』の正値偶関数の基底状態とするまた，入＞ 0に対して，吟（x)=入1/2¢c（入x)と

おく 3).このとき， 8粒品（硲） 1入＝1< 0ならば，（dpf.KdV)の進行波解 ¢c(x-ct)は不安定である．

命題3.5は，進行波解が安定であることを仮定し矛盾を導くことで示すことができる．証明の方針は

以下の通りである．

まず，（dpf.KdV)の解 u(t)に対して，基底状態 ¢cから得られる関数 A¢c= a灼｝入＝1を用い，時
刻tについて一様有界となる関数J(t)を構成する． 一方，絶対値が十分小さい入 E民に対して，

硲＝如＋入A¢cを初期値とする (dpf.KdV)の解企（t)を考える．このとき，企（t)に対して構成された

関数J(t)の絶対値が時刻無限大で発散することを，基底状態 ¢cに与えられた変分的特徴付けから導

くことができる．しかし，これは関数J(t)の時刻tに関する一様有界性に反する．

なお，命題3.5の証明で用いた関数J(t)は，Riafio-Roudenko[12]で導入されたものを参考に，基底状

態の変分的な性質に合わせて修正を加えたものである．関数J(t)の具体的な形を述べるには多くの準

備が必要となるため，ここでは省略する．

4 おわりに

定常問題 (dpSP』については，第2節で紹介した甚底状態の他に，基底状態よりもエネルギー準位の

高い非自明解（励起状態）が存在する場合や，基底状態か励起状態かを判別できていない非自明解が存

在する場合があることが，著者の研究［7]により明らかになっている． これらの非自明解は基底状態と

比べて変分的な性質が悪いため，第3節および第4節で述べた方法で進行波解の安定性を解析すること

は難しいこれらの進行波解に対する安定性の解析は今後の課題の 1つである．

また，本稿では (dpfKdV)の進行波解について考察したが，非線形項に含まれる研の項の符号を逆

にした KdV型方程式

8tU + 8x(auP -研）ー8』匁u=O (3) 

の進行波解についても考察すべきである． しかし，（3)に含まれる非線形項の構造が悪く第2章で述べ

た議論を適用することができないため，（3)から導かれる定常問題に対する基底状態の存在性について

は今のところわかっていない．

3) L互ノルム不変なスケーリングである．すなわち，任意の入＞ 0に対して I|¢}||L2= ||¢e||L2が成り立つ．
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