
｢パターン形成,運動と統計｣

3.格子気体模型 による結晶形 のシ ミュレ- ショ■ン

慶大理工 斎藤幸夫､植田毅

1.序

結晶の形 は大 きく分 けて平衡形 と成長形 に分類 される.平衡形 は結晶がまわ りの気

相 と平衡状態にある時実現 され､界面のラフニング相転移が結晶形のファセ ッ ト転移

を もた らす とい う点 に興味が持たれている｡一方､まわ りの気相が過飽和 とな り結晶

が成長す る時には､界面の不安定性が生 じて､多様で美 しい成長形を生 じる｡

これまで平衡形を理解す る際 には､結晶のみを考えてそれを ミクワに取扱 い､成長

形に関 しては気相等の環境相を主 として考え､それ もマクロな拡散域 として扱 うこと

が行なわれていたoつまり､平衡形を考えるときには結晶のoverhangを無視 した
Solid-on-Sokd模型がこれまで よく用 い られて きたが､ これでは単調に変化す る外形 は

扱えて も､樹枝状結晶のよ うな複雑な構造 は扱えない｡一方拡散場 を ミクロに扱 った

ものとしては拡散律別 の凝集(DLA)模型があるが､そこでは蒸発過程が考慮 されてい
ないため平衡形が存在 しない.そ こで､以下 に-つの新 しいモデルを提唱 し､結晶 も

環境相 (つまり気相)も両方 ともミクロに扱 って､平衡形か ら成長形への推移 を連続

的かつ統一的に調べ る試みを述べ る｡

2.模型

蒸気相 と共存 している結 晶を表現す るモデルと して､ もっとも簡単な格子気体模型

を考 える｡空間は全部で〟個 の格子点に切 られてお り､各格子点 には3つの状態が可

能であるとす る｡つま り､それが固体原子に占め られているか､気体原子がいるか､

何 もいないかの3通 りである (図 1) 0
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Oは気体原子

図 1.格子気体模型
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固体原子 1個には､エネルギーの下が り 〃｡(<0)が伴 っており､ これは結晶化の駆動
力を与える.それに対 し､気体原子はエネルギ-を持たないが､空格子 と位置を交換

してエン トロピーを生 じる｡結晶表面の表面張力は､固体-固体の最近按結合が 1つ

切れた時の 2J(>0)のエネルギー上昇 と界面のエン トロピ-の和 として与え られ､そ
れが平衡形 として表現 されることとなるO秩序変数 としてi一格子点が固体原子に占め

られれば値 +1を取 り､それ以外なら0となる変数Ciを定義す るo全- ミル トニアン

を､Ciで表現すれば
I?

H-pcECl･+2JE(C,･(1-C,I)+(トCi)C,･)
J'-1 <iJ'>

( 1)

となる｡ 右辺第 1項 は全格子点にわたる和であり､第 2項 目は最近接ボン ドに関す る

和である.秩序変数をCi(-0 又は1)から Si-2Ci-1(-土1)-と変換す ると､系の-
ミル トニアンは

∫
H-pJ2ESrJES.･S,･+N(zJ-pc) (2)

<J.)'>

とな り､強磁性 イジング模型 と等価になる. この ことか ら､温度 Tでの'平衡形はイジ

ング模型のそれ と相似であると推定 される｡ モンテカルロ法 によるシミュレーション

を行なって､ このことを以下で確かめる｡

更 に平衡時の結晶サイズ'は自由エネルギーか ら決定 される｡十分低温で結晶中に空

格子点が入 り込 まなければ､結晶相に対 してはエン トロピー考える必要がな く､原子

数Nc個の結晶のバルク(自由)エネルギーは pcNcとなるO-方､気体原子N9個は残 り
のサイ ト ag-a-Nc中に相互作用な しで完全に不規則に分布 しているので､エン ト
ロピー Sg-kln[ag!/Ng!(ag-N9)!】を生ず るO最後に､結晶界面の自由エネルギーはそ
の方位に依 ってお り 7(♂)と書けるが､･ハ ミル トニアンがイジング模型 と等 しいことよ
りイジング模型のそれに合致すると考えられる｡特に2次元系の平衡形ならば､界面

≡霊 三芸芸嵩 雪等ieL(:"I-i3ま票 イ禁 崇 忘 Oい芸妄言､な寛写誤 写豊富忘
エネルギーは

F-pcNc+7Ncl/2-TSg(Nc) (3)

とまとめ られるo 格子点の総数D､原子総数N-Nc+Ngを一定 としたとき､平衡状態
での結晶の大 きさNcは､Fの極値条件 ∂F/∂Nc-0より､

AP-P9-pc=3(T)/2両 (4)

を満たすように定 まるo ここで気体の化学 ポテンシャルpgEま気体密度ng-N9/I?gを用
いて､

pg-T∂Sg/aNc--knn(諾 ,-knnng

と定義 されてお り､やはり Ncの関数であるo
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3.シ ミュ レー ション法

温度 Tでの形 を調べ るために､モ ンテカル ロ ･シミュ レー ションを行 う｡ その際考

えるべ き過程 は､気体原子 の拡散 と､気体 一固体問の凝縮､蒸発である｡任意の原子

を取 り上 げ､それが固体 の表面原子 な らば､蒸発 して気体原子 に変わ った場合のエネ

ルギー変化AEを計算 し､実際 に蒸発 させ るか どうかを､ ボル ツマン因子

expト△E/kT)に比例 した遷移確率 によ り決定 す る.逆 に気体原子を選択 したな らば､
先ず最近接位置 に拡散 して､そ こが固体原子 に隣接 していれば､凝縮 によるエネルギ

ー変化dE'か ら決 まるボル ツマ ン因子exp(-dE′/kT)に比例 した遷移確率 に従 って､
固体状態 に変化 させ る｡

この シ ミュレー ションを閉 じた系 (全体積J?-一定､全原子数N-一定)で行えば､
結晶の平衡形が実現 され る.一方､気相の密度 を平衡密度 よ り上 げて過飽和状態を実

現 し､全体積及 び全原子数 を増や しなが らシ ミュ レ- シ ョンを行 えば､成長形が実現

されよ う｡以下 2次元系 について､平衡形､成長形の シ ミュ レー ション結果を示す｡

4.平衡形

先ず､基礎的な平衡形 についての結果を報告す るo駆動力FLcと温度 Tを種々変え､
箱の大 きさa および原子総数N を一定 に した閉 じた系の シ ミュ レー ションを行 なっ

たo例 えば､温度 をkT/J-0･6に固定 し､FLcを変 えると結晶の形 は図2のよ うになる.
ここで､対応す る2次元 イ ジング模型 の相転移温度 はkTc/J-2･27であ るo pcの変化
によ り大 きさは変わ るけれ ど､形 はイ ジング模型 の厳密解 (実線) と一致 しているこ

とが分か るO シ ミュ レー ションか ら得 られた大 きさNcを FLc/kTに対 してプロッ トす
ると､図3の様 になる｡

図 2.温度たT/J-0･6での 2次元結晶の
平衡形｡ シ ミュレー ション結果 (シンボル

) は様々の化学 ポテ ンシャル pcでイ ジン

グの厳密解 (実線) と良 い一致 を示す.
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図 3･平衡形 の大 きさNcの化学 ポテンシャルFLc
変化 .温度 はkT/J-0.6.
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一方理論的にはflcとNcとの関係 は(4)式で決 まっており､変形すると

pc N-Nc q
+ --1n v +

kT a-Nc■2kTl何
-∫(〃｡)

となるが､それは図3上 に実線で示 されてい.る｡ ここで言はイジング模型の厳密解か
ら数値的に求め られ る｡図 3は シ ミュレー ション結果が理論解 とよく合致することを

示 している｡ この大 きさは､結局結晶の臨界核のサイズである｡

5.成長形

平衡形の シミュレー ションか ら結晶の周 りの気体の平均密度 n9,eqがわかるが､ 密

度を増 して過飽和条件を実現すれば結晶は成長す る｡結晶か ら遠 く離れた点での過飽

和度 は等方的であると期待 されるので､ここでは円環上での気体密度を一定 にしなが

らシ ミュレー ションを行な った｡結晶が成長するにつれて､ この密度一定の円環部分

を遠 ざけてい く｡図 4には円環部分の密度を0.5に保 った場合の予備的な シミュレー

ション結果を示す｡

図 4.過飽和度を上げた時の成長形･周

辺部での気体密度 はn9-0･5であり､固体の

温度､化学 ポテンシャルは夫々

a)'kT/J-0･6,pc/Jニー0･3,
a)kT/J-0･6,FLc/J--0･6,
C)kT/J-1･2,pc/J--0･6である･
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kT/J-0･6,Fie/J=-0･3の場合には､平衡密度はng,eq-0･46であり､過飽和度 は小 さいO
この とき成長 は十分 にゆっくりで､多角形を保 っている(図4a)oLところがFLc/J--0･6
にす ると､平均密度がng,eq-0･18に下がるので､過飽和度が大 きくなる｡従 って成長

は早 くな り､ また角が飛び出 した骸晶に移行 しつつあるo (図4b)o ここで温度を

kT/J-1･2と倍 に上げると､平衡密度 はng,eq-0･40 に上が って過飽和皮 は減 るが､界
面張力の異方性が非常 に弱 くなって Mullins-Sekerka不安定性 を起 こす よ うである.

く図4C)･そのほか低温で ももっとIFLcI/kTを大 きくす ると､樹枝状やがてはフラクタ
ルな構造- と変化 していく｡ 詳 しい解析については､進行中である｡
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