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§1 序 論

従来,力学の方程式であるLi?uvilleの式か ら不可逆性を示すmaster

equation (kinetic毎ua･tioli)を導 くためには, coarse一grai汀ing,tirre

smoothing等が必要であると憩 われていた｡ところが vanfiove はその様な

操作を庸いないで,m'astereuat･ion を導 くことに成功 した o 初めvanIもve

はmaster tt-q.uatioh を導 くための条件として (り unperturbcdHmiltonian

の固有値は連続でなければならない, (臼) 散動は diagonalsingu一arity

をもたなければならない と主張 レたoLか しその後, これ らの仮定は必ず し

ち-必要 で長いことを示した02)一成 Jann｡r5).sw｡ns｡飢 まInterf｡r｡n｡｡term

についても同様にmastereqtlationを導けることを示した｡

-方 Zw｡nzigやprig｡gine｡nd鮎sib｡is61ま統計作用素 (S･tatisti｡｡l

oper;itOr,densitymatrix)を使 って一般化されたmasterequationを導い

た｡そこでは次の様な仮定並びに振作を用いている｡ まず unperturbed

Hamilton主anを対角化する表示で,統計作用素 pについてのvonNelm nnの

式をpの diagohalpartpd について閉 じた方程式にするO その時,摂動は

同一表示で non- diagonalであることが不可逆性を出すための必宴条件
㌔

であった . これらの一般化 されたrnasterequationは,い くつかの問題につ

いては確かに不可逆性を記述 しているが,形式論に とどまり,一般的に不可

逆性を記述 してい るか どうかは明らかでないOそこでこの方程式が一般的に

不可逆性を示 していることを証明することが我々の目的の一つであるO従泉

1). 7). 1三).,
a:,Pa｡ii塾のriliaSter｡｡u由 ｡;,:-L こ一 般化されたmasterequatio2㌢ij

の大きな養いは, 前者がMarkov性を示すのに対し,後者は non胡 arkov性
1
I
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を示す とい うことであるO その結果 として前者は解-が単調に一定値に近づ く

のに対 し,後者の解は振動 しなから一定値に近づ く.8)
力学例えば LiouviHeの方程式をreduce して得 られたmasterequation

が l不可逆性を示す 'とい う時の不可逆性の定義はあいまいである.普通不

可逆性 とは,熱 力学的 なエ ン トロピーが増大することをもって定義とする｡

しか し非平衡状態でのエン トロピ-を定義 しない限 り,不可逆過程を簡単に

定義することはで きない.BoltzITⅥnnは不可逆性を説明す るためにH一関数

を導入 したOこれは分布幽数で定義され熱力学的平衡にとらわれないので,

我 々もこの様 迄立場か ら,非平衡状態でのエ ソ ト｡ピ_を情報理論楚 使って

考える｡この見地か ら一般化 されたmasterequationを導 く際に必敦であっ

た条件, 即ち, (l) 摂動は non-dia酢)nal でなけれはならない, (ii)

t- o (初期時刻)で統計作用素 βは diagona】 でなければならない とい う

条件の物理的意味を明らかにするO

まず§2では情報理論に よるエ ン トロピーの定義,及び vonNetm unの観

測の郵 論と不可逆産oiLつい て 簡 単 に述 べ∴ §5では_般化されたmast｡r

equation と不可逆性の国保について誠べ るO

§2 情報理論とエ ン トロピー

ある物理量Aは簡単のために不連続な値 (Al,A2-･･An)のいづれか

をとるものとするo Aの平均値 <A>がわかっている時,Aが Ai をとる確

率 Pi を決定する方法を考えるOまずpi は次式を満たさなけれはならないO

号Pi- 1

号AiPi=くA>

次に (2･1) (2･2) 式を滴す任奉のPi に_ついて情報理論のエ ン トロピーSl

を定義する｡
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sI-一号PieOgPi (2･5)

さて (2･1) (2･2)式を満すP= まいろいろ考えられるが, JaynesP)に従 って

エ ソ トロ.ど- SI を最大にするよ うに Pi を決定するのか 自然であろ うO

この時 SI を最大に一す るFE･ は次の様に書ける O

1

pi=前 exp ト ,tAi 〕

ここで

Z(A)-耳 eXP ト IAi･〕
乙

右 ま次式か ら決定 されるo

<A>-憲 LyogZ 硝

(2.4)

(2･5)

(2_6)

この時エン トロピー SI は巌大鹿 Se をとるO

(sLl)max …Se-gogZ (i)十}くA> (2･7)

定義 よ り明らかに

SI< Se (2.8)

ここで等号が成 り立つのは, PZ が (2･4)式で表わ される時のみで あるo

確率 (2.4)を使 って計算 された平均値が熱力学的な観測値 と一致する とい

う仮定をする O 即ち k≡ 1とする時 QSe が熱力学的なェ ン｣､ロピ-と～致

する 吋とい う物理 的仮定 をするヲこの仮定 を認めると, Se が増大する こと

を もって不可逆性の定義 とする ことは自然である｡

次に (2･5)式で定義 されたエ ン トロピ-Sl と量子力学的に見た軍 側 と

の関係を考える O 統 計作用素Pを もった系で物理量Aを測定する と次の様 な

ことがお こるoAの固有ベ ッ トル を Iα>, その固有値をAa とする と, P

は一般 に この α一表示で次の様になる ｡
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JO-吉tα>P急くαF'αZa′きα>PaAo,,<a′L (2･9)

そこで Pの diagonalpartをPdA で表わすと,Aの平均値 <A> は

くA>-Tr 〔AJO〕-Tr 〔ApdA〕-吉AαPeJ (2･10)

そ してAを測定 した後では, その系の統 計作用素は次の様になる100)

p-芝tα>PAa <at-pAd (2･11)

さらに統計作 用素 (2.ll)を もつ系でAを測定す ると,再び平均値 (2.10)

が 慮られ,統計作用素 (2Jl)は測定の 後で も変わ らない｡その時エ ン トロピ

ーSi は (2.5)式によ って次式で与えられる O

S含ニーltPaAeogpaA-:rr 〔pEogP]a (2.12)

ところが同 じ系でAと corrmute しない物理量Bを測定す ると,事情は異 な

って くるoIBのLi-1有ベク トルを 章P>,その固有値をBp とすると, (2･11)

式の Pは P表示で次の様に菖ける｡ -

p-518><射 (Za kP !α〉l2paA).lq E p,i?><P'HB<卵 a>P紬 p'>)

-針 P)PB<卵 'pEpJ庸>鞠 ′<p'. (2115)

上式はPS,PpPp′ の定義式であるQ ここで次の事 を注意 してお くQ もL

EaPAW- 1

ならは

茅pp-方 針 <卵 a>12PaA=芝Pg〒 1

(2･15)式において, P表示で Pの diagonalpartをFPdとする と, Bの平
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均値 <B>は

<B>-Tr 〔Bp〕-TrPpdB〕- 声 BpPB (2.14)

とな り, Bを測定 した後で統計作用素は (2.15)か ら次式に変化する｡

p--=ZpIP>PB<pt-逓

又その時エン トロピ-SI は

S苧- -2pPB21bgPB--Tr'〔pBEog勧

(2.15)

(2.16)

以上のことか ら明らかなように,統計作用素は任意の物琴撃について,.その

期待値を計算することができる｡ しか しある統計作用素pをもった系で,B
)

を測定 した場合 と, まず Bと交換 しないAを測定 し,次い七 Bを測 定 した場

合 とでは,Bの平均値は異なる｡

さてAppendix で証明されるように, Pd をある表示での Pの diagonal

part とすると次の式が成 り立つ｡

-Tr 〔pdeogpa〕>_ -Tr 〔PPogp〕 (2.17)

ここで等号は p≡pd の時であるO この式 と (2112) (2･16)耳を使 うと次

式が成立する｡

S字>S今 (2.18)

ここで等号は 〔A, B〕- Oの時のみである.

すなわち,互いに交換 しない 2つの物二埋童を続いて測定 した場合には,情報

量が失なわれる｡ これは (2.15)式で off-diagonalpartを捨てたこと,

言いか えるとAの情報量の一部を捨てたことによるo

scan を次式や定義すると

Sean≡ -Tr 〔peogp〕
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S‡ は上で見たように βの､diagonalpartだけで表わせるので (2･17)式は

次L?)様に書けるO

SI>_ Scan

(2.8) 式 とまとめて書 くと

Se2.SI>MSL･an

(2.20)

(2.21)

ここで最初の等号が成立するのは Pi が (2･4)式で表わせる時のみであ り,

後の等号が成 り立つのは p≡ Pd 即ちpが diagonalpartLか もたない時で

ある｡

ところで確率の見方には 2通 りある09L っは subjective な見方, 即ち確

率を導入するのは淡 々の理論が不完全であ り,知識が不十分であることに依

るのだ と､い う見方であるO もうー方は objectiveな見方,即ち自然現象その

ものが確率的であ り,確率 を導入するのは,我々の理論の不完全性に よるの

ではない とい う見方であるO上に述べた観測の前後で統計作用素が (2,15)

か ら (2･15)へ移る とい う見方は objectiveな見方であるO もしこの現象を

subjective な見方をすると次の様になる｡現在の量子力学の理論は不完全

であって,実際には hiddenparameterが存在 して,それ を使えば系の状態

を確率を使わずに完全に記述で きる｡ そこで観測の過程 も完全に古典力学の

様に記述で きるので情報量は変化 しないはずであるよ しか し現在の義子力学

の解釈0)仕 方は objectiveなものであるので我 々もそれに従 うことにするO

§5 -般化 されたmasterequationと不可逆性

zwanzig5?p,ig｡gin｡andR｡sibois6) は独立に V.nN｡umann･の式か ら一般

化 されたmasterequntionを導いた ｡ 両者のmasterequationの同等性はref

(11)で証明されている｡ここでは Zwanzigの導 き方を簡単に述べるa

考えている系のHamiltonianfI-Ho十fllの下で統計作用素 pは次の von
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Nenmann の式に従 う｡

iも普 -〔H･p脈 -hLP(t, (5.1)

ここで Lは LiouvilleopeI･ator である｡

unperturbedHamiltonianfi｡を対角化する表示で,初期条件 p(o)はdi卿 Ial

であ り,摂動H′は off-diagonal であるとい う仮定の下で, Pd(t)伊t)

adiag()natpart)に関する次の様 な閉 じた方程式が得 られる｡

∂
盲了解 )ニ ー.ftdsPLe~is(1-P)L(1-p)Lpd(t-S) ( 5･2)
これが一般化されたmasterequationであるO (512)式U)中で Pは右側に く

るoperator の diagonalpartをとるとい う意味の projectionoperator

であるOこの式か ら明らかなよ うにPa(･t)は nonJMark･ov 性を示すO

さて以下では, この一般化 され たmasterequatjonが不可逆性を示すこと

を証明する｡ まず初期条件 β(0)が diagona】 であることは,次の様に考えら

れるO初期の時刻 t- OでこU)系において,ある物理量Aを測定すると, A

の平均値<A>が求まる ｡ そこでこの結果を もとにして, §2で述べたよう

な手続 きで SI を最大にする統計作用素 β佃を作ると次の棟になる｡以下で

用いる表示はAをdi･agonal にする表示に限るものとする0

p(oF嘗-α>Pd<af-Eaia>嘉 e~lAa<α! (5･5)

ここでZ(A, 1は (2.5)(2.6)式 と同 じように定義される｡ (5.5)式か ら明

らかなように P(0)は diagonal で ある O 即ちこの線に初期の時刻で P(0)を決

定すれば (5･2)式を導 くときに必要であった初期条件を満すO又 t- 0では

§2で定義した SI冊 Se冊,Scan(o)はすべて等 しい ｡

Se(0)=SI(0)ニScan相 (5.4)

次に (5･1)式の払miltonianHが off-diagonalpar-tを含むか蚕か 2
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つの場 合に分けて考える O

まずHが offlliagonalpartを含むならは,曙刻 t (> 0)でP(t)はdi喝 )na】

part も含み,

P(t声Ad(t)十Pn(t)

時刻 tで Aを測定すると, Aの平均値は次式で与えられる.

<A(t)>=Tr〔Ap(tD=Tr 〔Apd(t)〕

(5.5)

(5.6)

そこで

S王(t声-Tr〔P(_1(t)磨-gpd(t)〕ラ-Tr-lAt)Cog,o(tD=Scan(t) (5･7)

t-OでJO(0)か SI(0)を最大にする統計作用素であって も,一般に (5‥5)式

のod(t)が Sl(t)を東大にするとは限らないOそこで測定値 (5･6)を もとに

して, SI(t)を最大にする統計作用素をつ くる と,

P(t声Eaid>f (パ:)
e-/ttAα <αt

ここで

Z (右)-Eexp ト ItAa〕α

jt は次式か ら決定 される｡

′●.

･A(t,,-TrlApd佃〕ニー蒜 eogz(lt)

(5.8)

(5.9)

(5_10)

この時

〔sI(t)〕max≡Se(t戸eogZ Lit)十ItTr〔AAd(tD (5･11)

故に

Se(t)>_ SI(t)>SLcan(t)
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p(t)は′P佃か らunitary変換で得られ亭ので

Scan(t声Scan(0)

(5.4) (5.12)そして (5･15)か ら次式が結論される｡

Se(tJ> Se(0)

(5.15)

(5.14)

§2で定義した意味で これは不可逆性 を示 している｡ (5.14)式において

Se(t)は単調増大を意味していない｡即ち時刻 0とtの閲で Se(t)が どんな

撮舞をす るかは, (5･2)式をPd(t)について解 くことに よって調べ られるO

- 椴に (5.2)式の解は d｡m｡ed.S｡川 ati｡nsを,訝 0'で L(5.日 )式の Se(t)

は振動 しなか ら増大することが推測 される｡ しか し観測 をしなければ Se(t)

は求め られない し,観測をすると系の統計作用素を変化 させ るので, この振

舞は物理的に意味がない O ところが古典力学では観測は系に影響を与えない

a)で,分布国数 ftx p.t)を l'ednce して得られた fl(p･t)か ら作 ったSl

(tH,こ対応する義一.rfl(p･t)I,bgfl(p.t)dpの時間変化を考えることは意味
かあるO 簡単 なm｡de粧 ついて,H｡bs｡1n2?よこの塵が転勤 しなが ら一定値に

近づ くことを示 してい るO

非平 衡状態でのエ ン トロピーは SI(t)よりもむ しろseft)と定義すべ きであ

るrJ 実際に観測 されるのはPd(t)ではな く<A(t)> なので あるから･そのデ

ータをもとに して計算 された (5.ll)式の Se(t)を非平衡状態のエン トロピ

ーと定 義するのは 自然であるO

次にHが diagona7partだけ しか含 まない場合には, (5.1)式は

軌,)(t)

∂t

である ｡ よってβ(t)は変化 しない()そこで

Se出 = Se(ロ)

-21∩-
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即ちこの場合には可逆であるO 以上の ことが ら明 らかな様に, fhmiltonian

Hの中に Offdiagon去1p壬Irtが存在す るYことは,観測に よって情報量を失な

わせる効果を与える｡言いかえると,特刻 o, tで同じ量Aを制定していな

が ら, Aと交換可能でない畳を測定 しているの と同じ効果を与えるQ 故に､～

般化 されたmasterequatiorが 不可逆性を示すためには, 月の中の ofト

diagona一partと観測が必要であるO

さて時刻 tで Aを観測 した後で統計作用素は どうなるか｡即ち (5.5)式の

Pd(I) となるのか･それ とも (5･8)式で表わせるのか O 力学的に考える限 り

(5･5)式のPd(I)によって表わせ るO しか し (5･8)式で表わせるとい う考え

方は va｡K｡m｡よ 5)A;Con,se-gr｡iningを使 ってmast｡r｡｡uatio｡を出す時の

redistriblユtion の考え方に対応 しているO 観測 をする度に,統計作用素を

そ0)測定値か ら得 られた SI(t)を最大にする統計作用素で置 きかえてい ぐと

S｡(t)は単離 こ増大するO (5･5)式のpd,(t)で表わした場合正は,単適性は言

うことができない ｡

§4 転 論

力学か ら導かれた不可逆性を分数 して3iると次の 12bk 分け られる｡'-ら

は量子力学に固有なもので観測 と結びついてい る ｡ 上に述べたmast,er

eqliati()n は この部類に入るO もうー方は 2つ以上の subsystemが相互作用

を している場合に注目している subsystemの分布t-ig数に totalsystem の分

布関数を reduce L,そ して reduce して得 られた分布幽数について閉 じた

方程式を出す ことに よって生ず る｡ これは量子力学,古典力学に共通なもの

である｡N体の分布閑数を･i体の分 布鞄数に reduce するこ,と, (X,p)の

関数 である分布幽数をPの関数だけに reduce すること, spii卜lattice系

の d｡nsitymatrix を S｡in 系の dehs-itimatri'Ⅹ に r｡du｡e す8142と等は

この部頬に入る｡ ,

前者が量子力学だけの効果であるのは,量子力学 と古典力学の本質的な遵
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いに上る｡量子統計はアンサ ンブルとしての統計性 と,量子力学独 自の統計

性 をもってい るためである｡又古典力学においては,観測は素に影響を与え

ないが,量子力学では影響を与える｡
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Appendix

(2.17)式の証明はいろいろ考 えられ るが, ここでは FalkandAdler の

方法 を示す｡

まず次式が成立することを証明する｡

<alPPogplα>く くalPla>40g<6日 pfα> (A.1)

証明〕xeogx は Ⅹ2_0で下に凸だか ら,あるⅩ> ロについて次式が成 り立

つ o

Ⅹ4ogx之 言動,g言+(Ⅹ一言)(1+20g言) (A.2)

不連続 な値をとる集合‡Ⅹrlxr2-0一･†pr7pr之10･ぞprエ リ を考え,
p-:

次式で平均値 を定義する｡

<ダ>=fpr g (xr)

ここで y(x)に 0≦Ⅹ< で定義 されているとするO (A.2)式で言-<x>
=ぞpr竺rとおけば,

<.xreog x >と くⅩ〉Pog<Ⅹ> (A.5)

次に Pを diagonalにする表示を ie>とし,その固有値をPl とすると,

<alPlα>=CE I<Eta> ‡2

Pの意味か ら明らかなよ うに Peと 0そ して
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I<Clα>i2之口 針 <efa>12=1
■t.A

故に (A. 5)において

pr= t<rla> f2 I<Ⅹ>=<αfpta>ニ老pe隼

<Ⅹeogx>=ipP Pe Cog Pp

とおけば, (A.1)は証明された O 従 って (Aj1)′を, aについ て和を とれ

は,

Ea<alPeogPlα>ゝ 悪 くαl鋸 α>Eog<αlP!a〉

=Ea<dLOd iα>20g<a!Pd 育?>

ここで Pd は a表示での αの diagonalpartで あるo奴に

Tr〔pEogp〕之 Tr 〔pdEogpd〕
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