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表現論的特殊多面体に対する組合せ論的変異

東京大学大学院数理科学研究科藤田直樹 (NaokiFujita)* 

Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo 

概要

本稿は RIMS共同研究「組合せ論的表現論における最近の進展」での講演内容をまとめた
ものである．ファノ多様体に対するミラー対称性の文脈から導入された組合せ論的変異の観点
から，表現論由来の特殊多面体であるストリング多面体，中島—Zelevinsky 多面体，および FFLV
(Feigin-Fourier-Littelmann-Vinberg)多面体の間の関係を議論する．本稿の内容は東谷章弘
氏との共同研究 [14]に基づく．

1 導入

Newton-Okounkov凸体は偏極多様体およびその関数体上の付値から作られる凸体であり， Kaveh-

Khovanskii [22, 23]および Lazarsfeld-Mustata[27]によって系統的な定義がなされたその理論

を用いることでトーリック退化（トーリック多様体への平坦な退化）や完全可積分系などの幾何学的

データを構成することができる ([2,18]参照）． Newton-Okounkov凸体の組合せ論的性質はそれを

定める付値の取り方に大きく依存しており，付値を取り換えた際に対応する Newton-Okounkov凸

体はどのように変わるのかが菫要な間題となっている．この問題にファノ多様体に対するミラー対

称性の文脈から導入された組合せ論的変異の観点から取り組む．このような研究は別の視点から既

に行われており， Iltenは [7]のAppendixにおいて complexity-1のトーラス群作用を持つ射影多

様体の Newton-Okounkov凸体を考察し，その壁越え現象を組合せ論的変異を用いて実現した本

稿では旗多様体の Newton-Okounkov凸体に着目する．旗多様体のトーリック退化は表現論と密接

な関係があり，以下のような表現論に由来する種々の特殊多面体が旗多様体の Newton-Okounkov 

凸体として実現される（ここで付した文献は Newton-Okounkov凸体としての実現を与えた論文

である）：

• Berenstein-Littelmann-Zelevinskyによるストリング多面体 (Kaveh[21], F.—大矢 [16]),

•結晶基底の多面体表示における中島ーZelevinsky 多面体 (F．ー内藤 [15], F.—大矢 [16]),

• FFLV多面体 (Kiritchenko[24, 25], Feigin-Fourier-Littelmann [10]). 

本稿の目的はこれらの表現論的特殊多面体を組合せ論的変異を用いて関連付けることである．

2 組合せ論的変異

まず組合せ論的変異導入の動機となったファノ多様体のミラー対称性について説明する． m 変

数ローラン多項式 fE C[x戸，．．．，x計］に対して， fの周期町(t)を

町(t):= (~) m L,l=・・・=lxml=l 2色．．． dXm
2ハ仁丁 lxil=・・・=lxml=l 1 -tf Xl Xm 

(t E IC, ltl ≪ 1) 
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と定義する．このとき fが複素 m 次元ファノ多様体 X のミラーであるとは， fの周期町（t)が

＾ Xの量子周期 Gxと一致することである．ファノ多様体として射影平面戸(C)を考える．このと
きlP'2(C）のミラーとしてローラン多項式 f:= x+y+古 EC[x土1,y土1]を取ることができる．実
際fの周期は留数定理により

町(t)：＝ ( 1 )2J l 竺些
2ハこI}Jlxl=lyl=l 1 -tf X Y 

(t E (C, ltl ≪ 1) 

= L Const(!り・tk
底 Z::,o

= 1 + 6t3 + 90t6 + 1680t9 + 34650t12 + 756756t15 + ・ ・ ・ 

=L 
(3k)! . t3k 

kEZ:;,o 
(k!)3 

と計算され，これは lP'2(C）の量子周期 6戸（C)と一致している．ここで同じファノ多様体 X に対
して，ミラーとなるローラン多項式の取り方は一意ではない．実際に lP'2(C)の別のミラーとして，

g := y＋古＋長＋戸を取ることができる．そのため周期が同じローラン多項式たちの間の具体的な

関係を与えることは自然な問題である．このような問題に取り組む際にはローラン多項式の変異が

有用である．ローラン多項式の変異は周期を保ち，一つのローラン多項式に変異を施していくこと

で同じ周期を持つ様々なローラン多項式を構成することができる．実際に上記のローラン多項式 g

はfに変異 x→号位， y→斉iを施すことによって得られる． Akhtar-Coates-Galkin-Kasprzyk
[1]はローラン多項式の変異を Newton多面体の言葉で書き換えることによって，多面体に対する

組合せ論的変異の概念を導入した．

N~ かを階数 m の Zー格子とし， M := Homz(N, Z)をその双対格子とする． NIR:= N露恥

MIR:= M®違と書く． p~ 心を整凸多面体とし， V(P)~N をその頂点集合とする． wEM

および h€Z に対して

Hw,h := {v E NIR I〈w,v〉=h}

とおき， Pw,h:= P n Hw,hと記す．

定義2.1(Akhtar-Coates-Galkin-Kasprzyk [1, Definition 5]). P ~況を整凸多面体とし， wEM

をprimitiveベクトル， FこN政を Hw,。内の整凸多面体とする． Pの組合せ論的変異 mutw(P,F)

が well-defined であるとは，すべての h€Z←1 に対して，ある Gh こ NR が存在し，

V(P) n Hw,hこGh+ lhlFこPw,h

となることである．このとき mutw(P,F)は次で定義される整凸多面体である：

mutw(P,F) ：＝ conv （且伍u旦。(P.,,,+hF))こN艮・
組合せ論的変異 mutw(P,F)は {Gh}hの取り方に依らず， P= muLw(mutw(P,F),F)が成り

立つ ([1,Lemma 2, Proposition 1]参照）．

例 2.2.m = 2とする．このとき w= (-1,-1) EMおよび F= conv{(O, 0), (1, -1)｝に対して
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次が成り立つ．

y
 

y
 

mutw(-,F) 
| ｀ 

原点を内部に含む整凸多面体 P<;;; NIRを取る．このとき Pの極双対 P＊とは次で定義される有

理凸多面体のことである：

p* := { u E MIR I〈u,u'〉2-1 (u'E P)}. 

組合せ論的変異には次のようにその双対版が存在する．

命題 2.3(Akhtar-Coates-Galkin-Kasprzyk [1, Section 3]）．原点を内部に含む整凸多面体PこN政

を取り， wEMを primitiveベクトル， F <;;;況を H初，。内の整凸多面体とする．区分的線

形変換 'Pw,F:MIR→応を uE MIRに対して 'Pw,F(u):= U -UminWと定義する；ここで

Umin:= min{〈u,v〉|VEF}である．このとき mutw(P,F)が well-definedならば 'Pw,F(P*)= 

mutw(P,F)＊が成り立つ．

3 旗多様体の Newton-Okounkov凸体

この節では旗多様体の場合に Newton-Okounkov凸体の定義を説明する ([18,22, 23]参照）．

Gを C上の連結単連結半単純代数群とし， B<;;; Gをボレル部分群， H こB を極大トーラス，

w:＝況(H)/Hをワイル群とする；ここでNG(H)はGにおける Hの正規化群である．優整ウェイ
ト全体のなす集合を P十とし,A E P＋に対して旗多様体G/B上の直線束£入を£入：＝（GxC)/Bと

定める；ここでBのGxCへの右作用はgE G, CE C,およびbEBに対して (g,c)•b := (gb，入（b)c)

と定義する． Iをディンキン図形の頂点集合とし， pE P+を p:=区iEJIDiと定める；ここで匂ゎ
i EI,は基本ウェイトである．

命題 3.1([6, Proposition 2.2. 7 (ii)]参照）．直線束 £2pは G/Bの反標準直線束と同型である．

入EP+に対して最高ウェイト入の既約最高ウェイト G加群を V（入）とし，その最高ウェイトベ

クトルを mとするこのとき Borel-Weilの定理により大域切断のなす空間 H0(G/B,.Cりは双
対加群 V（入）＊ ：＝ Homc(V（入）， C) と同型な G—加群である ([26, Corollary 8.1.26]参照）．旗多様体

G/Bの次元を m とし，トーラス (cxrから G/Bへの双有理写像を固定するこのとき (C勺m
の座標関数を t1,．．．，伍とすると，関数体 C(G/B)は有理関数体 C(t1,...,tm)と同一視される．

定義3.2([21, Example 1.5]参照）． zm上の全順序 Sであって加法と整合的であるものを固定する；

つまり a,a',b,b'Ezmに対して asbかつ a'sb'ならばa+a'Sb+b'である．この全順序 S
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を用いて ti,...,tmを変数とするローラン単項式たちの間の順序くを (a1,...,am):cc;(a~,..., a伝）

のとき坪・・・t窃こ犀．．．t物とすることにより定義する．このとき付値v竺： (['.(G/B)¥{O}→zm
を次のように定める： f,g E (['.[ti,..., t叫＼｛O}に対して v厨(j/g):= V圧(j)-V図 (g)とし，

f = ctrl "• • t靡~+(higher terms) E (['.[ti,..., tm] ¥ {O} 
に対して v図(f):= (a1,..., am)とする；ここで CE(['.Xであり， “(higherterms)’'は上で定めた

全順序こに関して印 •••t岱より大きい単項式たちの線形結合である．この付値 v竺をこに関

する lowestterm valuationといっ．

定義 3.3([18, Section 3.1.1]および [23,Definition 1.10] 参照）．入€几とし， TE H0(G/B,£入）

を0でない大域切断とする．半群 S(G/B,£入， V誓叉 T)t:;; Z>o X zmを

S(G/Bふ，v誓叉T):= LJ {(k,v図(6/社)） |O" E H0(G/B,£翌） ＼ ｛O}} 
kEZ>o 

と定義するさらにこの S(G/B,.C入，v炉， T）を含む最小の実閉錐を C(G/B,.C入，v炉， T)こ恥：：：：0X 

町 1 とし，集合△(G/B,.C入，v図，T)こ股mを

△(G/B,£入，v竺又T):= {a E ffi.m I (1,a) E C(G/B,.C入，v塁又T)｝

と定める．この集合△(G/B,£入，v図， T）を Newton-Okounkov凸体という．

Steinert [32]は反標準直線束 .C2pに関する Newton-Okounkov凸体について次を証明した

定理 3.4(Steinert [32, Sections 4, 6]）．半群 S(G/B,.C2p, V竺，T)が有限生成かつ飽和であると仮

定するこのとき Newton-Okounkov凸体△ ：＝△（G/B,£叩，V誓叉T)は内部に格子点を唯一つ含
む．さらにこの格子点を aとおくと，△-aの極双対△V:=（△ーa)＊は整凸多面体である．

w E W の簡約語全体の集合を R(w)とする． W の最長元を Woと書き， iE R(wo)および

入EP+に対応するストリング多面体をふ（入）とする ([5,Section 3]および [28,Section 1]参照）．

例 3.5.Gが階数 nの単純代数群であると仮定し，ディンキン図形の頂点集合 Iを以下のように

集合 {1,2,...,n}と同一視する：

1 2 n-1 n 1 2 n-1 n 
An 0------0--- ＿-0--一一-0' En CX====O- ---0------0， 

1 2 n-1 n, 
Cn CF＝⇒← ---0------0， 

Dn ロロ n-1 n 
---0------0， 

1 1 

E5 0------0ニ---0------0' E7 -5 4 3 2 6 5 4 3 2 6 7 

1 

E8 -5 4 3 2 6 7 8 

3 2 1 4 1 2 
F4 G2 CE旱的．
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Gのリー型をふとし，簡約語 ixnE R(wo)を以下で定義する：

n(n+1) 
i心：＝ （1,2, 1,3,2, 1,...,n,n-1,..., 1) E J~, 

拡：＝ （1,2, 1, 2,3, 2, 1,2,3,...,n,n -1,...,2, 1, 2,...,n -1,n) E 1n2, 

如：＝ （1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3,..., n, n -1,..., 2, 1, 2,..., n -1, n) E 1n2, 

弘：＝ （1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 3, 1, 2, 3, 4,..., n, n -1,..., 3, 1, 2, 3,..., n -1, n) E 1n(n-l), 、` v‘`  v‘  
4 6 2n-2 

知：＝ （枷，6,2, 3, 1, 4, 5, 3, 4, 2, 3, 1, 6, 2, 3, 4, 5) E ]36, 

伝：＝ （伝，7,6, 2, 3, 1, 4, 5, 3, 4, 2, 3, 1, 6, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 2, 3, 1, 4, 3, 2, 6, 7) E ]63, 

iE8 := (iE7'8, 7, 6, 2, 3, 1, 4, 5, 3, 4, 2, 3, 1, 6, 2, 3, 4, 5, 7, 

6,2,3, 1,4,3,2,6, 7,8, 7,6,2,3,1,4,5,3,4, 

2, 3, 1, 6, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 2, 3, 1, 4, 3, 2, 6, 7, 8) E J120, 

伍：＝ （1,2,1,2,3,2,1,2,3,4,1,2,3, 1,2,1,4,1,2,3,1,2,1,4) E 124, 

脳：＝ （1, 2, 1, 2, 1, 2) E Jり

このとき Littelmann[28]は対応するストリング多面体△ixn（入）を記述する明示的なアフィン不

等式系を構成した．入＝ 2pに対して△ixn(2p)の内部にある唯一の格子点を axれとする．このと

きLittelmannの記述から axnは以下のように計算される：

n(n+l) 
a心＝ （1,2, 1,3,2, 1,...,n,n-1,..., 1) E Z~, 

2 

a恥＝ （1,_2, 3, 1_,_4, 3, 5, 2, 1_,...,_2n -2, 2n -3,..., n + 1, n, 2n -1, n -1, n -2,..., 2, 1_) E四，
胃‘ マ ‘ ｀ マー
3 5 2n-1 

acn = (1,3,2, 1,5,4,3,2, 1,..., 2n-1, 2n -2,...,2, 1) Eゲ，
、、す‘` v‘  
3 5 2n-1 

avn = (1, 1, 3, 2, 2, 1, 5, 4, 3, 3, 2, 1,..., 2n -3, 2n -4,..., n, n -1, n -1, n -2,..., 2, 1) E zn(n-l), 、 ‘v‘
4 6 2n-2 

年＝（av5,11, 10, 9, 8, 8, 7, 7, 6, 6, 5, 4, 5, 4, 3, 2, 1) E Z36, 

吐＝（UE6,17, 16, 15, 14, 13, 13, 12, 12, 11, 11, 10, 9, 10, 9, 8, 7, 6, 9, 8, 7, 6, 5, 5, 4, 3, 2, 1) E Z豆

UEs = (aEャ，28,27,26,25,24,23,23,22,22,21,21,20,19,20,19,18,17,16,19,

18,17,16,15,15,14,13,12,11,29,18,17,16,15,14,14,13,13,12, 

12, 11, 10, 11, 10, 9, 8, 7, 10, 9, 8, 7, 6, 6, 5, 4, 3, 2, 1) E Z120, 

叩＝（1,2, 3, 1, 4, 3, 5, 2, 1, 10, 9, 8, 7, 7, 6, 5, 11, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 1) E Z竺

ac2 = (1,4,3,5,2,1) E研

4 クラスター構造から定まる Newton-Okounkov凸体

まずAクラスター多様体の定義を説明する ([11,12, 13]参照）．クラスター多様体はseedと呼ば

れるデータごとに与えられる代数的トーラスを変異 (mutation)という双有理変換によって貼り合

わせることにより構成される． Jを有限集合とし，部分集合 JufこJを固定する． F= C(zj I j E J) 

を切変数の有理関数体とするとき， rの seeds=(A,E)とは rの自由生成系 A=(Aj)jEJ 
および行列 E= (Ei,j)iEJuf,jEJ E Mat如 xJ(Z)の組であって， eの JufX Juf一部分行列 e° が歪
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対称化可能であるようなもののことである． aE民に対して [a]+:= max{ a, 0}とおく． seed

s = (A,E) = ((Aふ J,（印）iEJuf,jEJ)および kE心に対して，変異 μk(s)=（限(A)，限(c))= 
((AJ)jEJ,（出）iEJuf,jEJ)を以下のように定義する： iE Jufおよび jEJに対して

(i = kまたは j=kのとき），

出：＝｛こt,：sgn（叩）［e9,K叩 I' （その他のとき），
刈：＝｛rrlEJA『k,ll+AK rrlEJA}-ml+ （J = Kのとき），

A] （その他のとき）．

(4.1) 

Tを |Juf卜正則な木とし，同じ頂点を共有する辺が異なるラベルを持つように Tの辺を Jufの元

でラベル付けるこのとき seedの族 S= ｛st}tETがクラスター・パターンであるとは， Tにお

いて t t'のとき限(st)= St'となることである．クラスター・パターン S= {st}tE'll'を固定し，

St= (At，臼） ＝ （（Aj;t)jEJ, (ct])iEJur,jEJ)と書く．代数的トーラス At:= Spec(IC[A,Y'.; I j E J])を

貼り合わせることにより，スキーム

A=  LJ At = LJ Spec(IC[A_1'.; I j E J]) 
tE'll'tE'll' 

を得る；ここで貼り合わせ写像は (4.1)が定める双有理変換とする． rの部分 C代数 C[Al= 
ntE'lI'qA戸iljEJ]~F を upper クラスター代数という ([4, Definition 1.6]参照）．

＾ 
(t) 

S = {(A凸）｝tE'lI'をクラスター・パターンとし， iE心に対して xi;t== rrjEJ A:？とおく

([13, Section 3]参照）．すべての tE'IT'に対して臼の階数が IJ叫であることを仮定する．

定義 4.1(Qin [29, Definition 3.1.1 ]). t E'IT'を固定する． zJ上の半順序さctを，ある vEZ悶に

対して a=a'+vstとなるとき aゴCta'と定義する；ただしがや Z賃の元は行ベクトルとみ
なすこれを臼に付随する dominanceorderという．

定義 4.2(Fomin-Zelevinsky [13], Qin [29]). t E 11'に対してローラン多項式 fE <C[AT;i I j E J] 
がweaklypointedであるとは，ある (gj)jEJE ;zJおよびco-/0となる {caE<ClaEZ悶｝が
存在して

f = （叩）（ぶ遺〗ド）
となることである；ただし a=(aj)jEJufである．このとき gt(f):= (gj)jEJ E ZJと書き，これを

f の拡大 g—ベクトルという ([13, Section 6]参照）．さらに co=1となるとき fはpointedであ
るという ([29,Definition 3.1.4]参照）．

この拡大 g—ベクトルの細分として関数体 C(A）上の付値を定義する．

定義 4.3(F.—大矢 [17, Definition 3.8]). t E 11'を固定し，さ翌をさctの逆順序とする．さ芹を細

分する zJ上の全順序 3 を固定すると，これは Aj;t,j E J,に関するローラン単項式たちの間の

全順序を誘導する．このとき付値Vt:C(A) ¥ {O}→zJを対応する lowestterm valuation v誓と
して定義する（定義 3.2参照）．
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t E 11'に対して fE qA_1'.l I j E J]が weaklypointedであるとき， Vt(f)= 9tU)が成り立つ．
旗多様体の場合に付値Vtに関する Newton-Okounkov凸体を考察する． u-~ Gをoppositeボレ
ル部分群B一の幕単根基とする． wEWに対して u-== u-nB面B とおき，これを幕単胞体とい
う；ここで面 ENc(H)は wE W = Nc(H)/Hの代表元である． Berenstein-Fomin-Zelevinsky

[4]は座標環 C[U証］に upperクラスター代数の構造が入ることを証明したより詳しく述べると

簡約語 i= (i1,...,im) E R(w)から一般化小行列式を用いて seedSiが定義され，対応する upper

クラスター代数が C[U；；；］と同型になる；ここで集合 Jは iの添え字集合 {1,...,m}と同一視さ

れるまた Si,i E R(w)，たちは互いに変異の列によって移り合い，一つのクラスター・パターン

s = { SthE'lrを定めている． St=Siとなる tE 11'を固定し，これを tiと書く．このクラスター構
造により UWーは対応するクラスター多様体Aと双有理同値であり，関数体の同型 C(U；；；） ~C（A）

を誘導する．柏原—Kim [20]は幕単部分群の量子座標環の monoidalcategorification (Kang—柏

原—Kim-Oh [19]）を応用して，カルタン行列が対称である場合に C[U；；；］の上側大域基底（＝双対

標準基底） B黙の拡大 g—ベクトルの理論を発展させた． Qin [30]はカルタン行列が対称化可能で

ある場合に B罪の拡大 g—ベクトルを調べ次を証明した

定理 4.4 （柏原—Kim [20, Lemma 3.6, Theorem 3.16, Corollary 3.17], Qin [30]）．すべての wEW

および tE 11'に対して以下が成り立つ．

(1)すべての bEB罪は t に対して pointed である．特に拡大 g—ベクトル 9t(b) が定まる．

(2) 11'において t!__t'のとき，すべての bEB罪に対して gt'(b)= μk(gt(b))が成り立つ；ここで

瓜：酎→尉 (gj)jEJ→（的）jEJ,は

的：＝｛約＋max｛喝，0｝gK-e悶min{gK,0} （j # Kのとき），
-gk (j = kのとき）

により定義される区分的線形写像であり，トロピカル変異と呼ばれる．

双 EH0(G/Bふ）を G加群としての最低ウェイトベクトルとし， SiE W, i E J,を単純鏡映，

hi E Lie(H), i E I,を余ルートとする． W=Woの場合を考える．自然な射影 G→ G/Bは開埋め

込みu；；；。 '---+G/Bを誘導するため，各tE 11'に対して C(GIB)~C(U如）上の付値 Vtを得る．定
理 4.4(1)より，すべての tE 11'および bEB悶に対して切(b)= 9t(b)が成り立つ．筆者は大矢

氏との共同研究 [17]において， B悶のこの性質から Newton-Okounkov凸体△(G/B,.C入，VゎT刈
を調べ次を証明した．

定理 4.5(F.—大矢 [17]）．すべての入 E P+, t E冗および i= (i1,...,im) E R(wo)に対して以下

が成り立つ．

(1)凸体△(G/B,.C入，Vt心）はさ究を細分する全順序 :::;tの取り方に依らない．

(2)半群 S(G/B,.C入，Vゎび）は有限生成かつ飽和である．特に凸体△(G/B,.C入，Vゎび）は有理凸

多面体である．

(3)らが非常に豊富な直線束のとき， G/Bはトーリック多様体 X（△（G/B,.C入，Vゎ叫）へ平坦

に退化する．

(4) 11'において t上がのとき，△（G/B,.C入，vが,T>,)= μf（△（G/B,.C入，Vt心））が成り立つ．
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(5) tiに対応する Newton-Okounkov凸体△(G/B,.C入，Vti，ハ）はストリング多面体ふ（入）とユ

ニモジュラー同値である．具体的には今（入） ＝ △（G/B,.C入，Vti心）M が成り立つ；ここで
島＝（ds,t)s,tEJE MatJxJ(Z)は

ds,t := ｛〈sい'...,%口%9加〉 (t s sのとき），
0 (t > sのとき）

で与えられる．

(6)ある t『utE'IT'が存在し，対応する Newton-Okounkov凸体△(G/B,.C入，Vt『ut，び）は中

島—Zelevinsky 多面体ふ（入）とユニモジュラー同値である．

定理 3.4,4.5 (2)より次が従う．

系 4.6.すべての tE'IT'に対して Newton-Okounkov凸体ふ：＝ △（G/B,.C2p,Vt汀2p)は内部に格

子点を唯一つ含む．さらにこの格子点を atとおくと，ふー atの極双対△t:=(△ -at)＊は整凸
多面体である．

格子点 Q は次のように具体的に計算できる．

命題 4.7.すべての tE'IT'に対して，△（G/B,.C2p,Vt汀2p)の内部にある唯一の格子点 at=(aj)jEJ 

は次で与えられる：

の＝ ｛° (J• EJufのとき），

1 (j E J ¥心のとき）．

Proof.半単純リー代数 gは単純リー代数の有限個の直和と同型であるため，例 3.5に登場した

簡約語 ixれたちを並べることで簡約語 i9E R(wo)を構成することができる例 3.5における

axれの計算および定理 4.5(5)から seedSi"に対する主張が従う9'IT'における tigからの距離

に関する帰納法で証明する． Tにおいて t--"'-t'であるとし， seedStに対して主張が成り立つと仮

定する．このとき atはトロピカル変異 μfで不変であり， μfが同相であることから μf(at)は

μf（△(G/ B,.C2p, Vt汀2p)）＝△(G/B,.C2p,Vt'汀2p)の内部に含まれている．従って at,= atが成り

立ち，求める主張が示される． ロ

定理 4.5(5)および命題 4.7により，ストリング多面体△i(2p)の内部にある唯一の格子点は次

のように計算される．

系 4.8.i = (i1,..., im) E R(wo)とする．このときストリング多面体ふ(2p)の内部にある唯一の

格子点 ai= (a山は次で与えられる：

aj = ど 〈Si,+i・ ・ ・ S％匂松，hi1〉.
kEJ¥Juf; j-C:k 

トロピカル変異 μfは命題 2.3における 'Pw,Fとユニモジュラー変換の合成として記述できる．

命題 4.7を用いてこの極双対を考えることで次が示される．

定理 4.9. (1)双対多面体の族｛△（G/ B,.C2p, Vt, T2p) vhE'll'は互いに（ユニモジュラー変換を除い

て）組合せ誰的変異の繰り返しで移り合う．

(2) 特にストリング多面体および中島—Zelevinsky 多面体の双対多面体の族｛△i(2pt I i E 

R(wo)} U｛ふ（2ptIi E R(wo)｝も互いに（ユニモジュラー変換を除いて）組合せ論的変異

の繰り返しで移り合う．
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5 FFLV多面体との関係

この節では以上の話と FFLV多面体を結び付ける． FFLV多面体は V（入）の PBW(Poincare-

Birkhoff-Witt)フィルトレーションの構造を調べるために Feigin-Fourier-Littelmann[8, 9]およ

びVinberg[33]によって導入された概念である． G= SLn+1(C)または G= Sp2n(C)の場合を

考える． Littelmann[28]は例 3.5に登場した簡約語 i心および icれに関するストリング多面体が

それぞれのリー型の Gelfand-Tsetlin多面体とユニモジュラー同値であることを証明したそのた

めGelfand-Tsetlin多面体と FFLV多面体を組合せ論的変異で繋げればよい．（II,さ）を半順序集

合とし，部分集合 II*<;;:: IIを取る． II*はIIのすべての極大元および極小元を含むと仮定し，良II*

の元入＝ （入a)aEIT*であって ajbとなるすべての a,b E II*に対して入a<:::入bとなるものを取

るこのとき組 (II,II*，入）を markedposetという．

定義 5.1(Ardila-Bliem-Salazar [3, Definition 1.2]). marked poset (II, II*,>.)に対して，

O(II,II*，入） ：＝ ｛（Xp)pEIT¥IT* E股II¥II*| aぅ？ ：こ Xq(pゴq),〉出さ;Xp (a ご~p), Xp <:::〉切 (pさa)},
k 

C(II, IIい） ：＝ ｛（％）pEII¥II* E賊悶II*I LXp, :S入bーふ (a--<Pl --<・・・ --<Pk--<bのとき）｝
i=l 

とおく．これらの多面体をそれぞれ marked順序多面体および marked鎖多面体という．

入EZII＊のとき， marked順序多面体 O(II,II*，入）および marked鎖多面体 C(II,II*，入）はどち

らも整凸多面体である ([3,Lemma 3.5]参照）．

例 5.2.marked poset (II, II*，入）を図 1のように定める．このとき marked順序多面体O(II,II*，入）

および marked鎖多面体 C(II,II*，入）は以下で与えられる：

〇(II,II*，入） ＝ ｛（x,y,z) E股3I入2：：：：：”：：：：：入4,入1：：：：： Z ：：：：： min{x,y｝’入3：：：：： Y ：：：：：入4},

C(II, II*，入） ＝ ｛（x,y,z) E認0IX：：：：：ふー極 x+z：：：：：ふーふ， y+z：：：：：ふーふ， y：：：：：ふーふ｝．

入4

入2¥、i/心
ふ

図 1：例 5.2における markedposetのハッセ図．

区分的アフィン写像 <P(rr,rr*，入）：股II¥II*→股II¥II*,（叫p→ （吟）p,をpE II¥ II*に対して

叫：＝min({Xp -Xp'I p1 <:: p, p1 E II ¥II*} U { Xp―入p'Ip1 <::p, p1 E II*}) 

と定義する；ここで q<::pはq--<pであり q--<q'--< pとなる q'EII¥ {p, q}が存在しないことを

表す．
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定理 5.3(Ardila-Bliem-Salazar [3, Theorem 3.4]）．区分的アフィン写像 ¢(n,rr*，入）は O(II,II*，入）

から C(II,II*，入）への全単射となっているこれを transfermapという．

注意 5.4.順序多面体や鎖多面体およびそれらの間の transfermapはもともと Stanley[31]に

よって marking(II*，入）の無い通常の半順序集合 (II，~)に対して導入された概念であり，上記の

理論はその markedposet版となっている．

半順序集合 (II，~)が pure であると仮定する．つまり (II，~)のハッセ図における極大鎖がす

べて同じ長さを持つと仮定する．このとき階数 r:II→Z2oをIIにおける極小元から pE IIま
での鎖の長さを r(p)とすることにより定義する (II,II*）の marking入rを aE II*に対して

(>.r)a := r(a)と定める．このとき O(II,II*').T)およびC(II,II*').T)はどちらも内部に格子点を唯

一つ含む．各pE II¥ II*に対して

• Wp := -eか

• Fp := conv({-ep, Ip'<:: p, p'E II¥ II*} U {O Ip'<:: p, p'E II*}) 

とおく；ここで eqE股II¥II*をqE II¥ II*に対応する単位ベクトルとする．

定理 5.5.II¥ II*の元を Pi---<p]ならば i> jとなるように II¥II* = {P1,.. ・,PN}と並べる．こ

のとき transfermap <P(rr,rr*，入）は適切な平行移動の下で <f!wpN,Fp N o... o <f!wPl,Fplと一致し，次が

成り立つ：

C(II, II*，入rt=mutwPN (-, FPN) o ・ ・ ・ o mutwp1 (-, Fp,)(('.)（II,II*, >.rt). 

G = SLn+1(C）とし，入€凡を取る．各 1 :s; k :s; nに対して入2'.k:＝区k'.Sf'.Sn〈入，加〉とお
き， markedposet (II, II*,>.)を図 2のように取る．このとき定義により marked順序多面体およ

入さ1

ベ
〗
＼
／
＼
／
：
知
＼
゜

図2:An型の Gelfand-Tsetlinmarked posetのハッセ図

びmarked鎖多面体はそれぞれ An型の Gelfand-Tsetlin多面体 GT心（入）および FFLV多面体
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FFLV心（入）と一致する．また階数rから定まる marking入Tはウェイト入＝ 2pに対応する．従っ

て定理 5.5の系として次が成り立つ．

系 5.6.双対多面体 GT心(2ptおよび FFLV心(2ptは組合せ論的変異の繰り返しで移り合う．

次に G= Sp2n(<C) とし，入€几を取る．各 1:::; kさnに対して入-<:k:= ~区£-<:k 〈入，加〉とお
き， markedposet (II, II*，入）を図 3のように取る．このとき定義により marked順序多面体およ

入<::n

゜ ゜

¥ / ¥ /' ...... 

¥ / ＼ y,¥<1 
0 0 

図3:Cn型の Gelfand-Tsetlinmarked posetのハッセ図

びmarked鎖多面体はそれぞれc型の Gelfand-Tsetlin多面体 GTcn（入）および FFLV多面体

FFLVcn（入）と一致しており，定理 5.5の系として次が成り立つ．

系 5.7.双対多面体 GTcn(2p)vおよび FFLVcn(2p)vは組合せ論的変異の繰り返しで移り合う．
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