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Additive processes on the real line and Loewner chains 

九州大学大学院数理学研究院村山拓也

Takuya Murayama 

Faculty of Mathematics, Kyushu University 

概要

近年，非可換確率論においては複数の異なる独立性の概念が盛んに研究されている．

そこで，単調独立性の揺味での加法過程すなわち独立増分を持つ確率遇程を考える． こ

のとき，各時刻の分布がなす族は函数論でいう Loewner鎖と対応し，その対応におい

て古典確率論でいう Levy-Khintchine公式の役割がLoewner微分積分方程式によっ

て担われることが見出された．本稿では，長谷部高広氏（北海道大学），堀田一敬氏（山

口大学）との共同研究 (arXiv:2412.18742)に碁づき，研究集会「実解析・複素解析・

函数解析の総合的研究」 (2024年 11月25日から 27日，於京都大学数理解析研究所）

において筆者が講演した内容を報告する．

1 本稿の目的・主結果の概要

本稿では，研究集会「実解析・複素解析・函数解析の総合的研究」 (2024年11月25日か

ら27日，於京都大学数理解析研究所）における筆者の講演内容を報告する．その内容は，

長谷部高広氏（北海道大学），堀田一敬氏（山口大学）との共同研究 [12]に基づく．ただし，

本稿はあくまで実解析・複素解析・函数解析の広い読者に向けた簡易な概説であるから，正

確な詳細については原論文を参照されたい．

さて，古典確率論1)において確率変数同士が独立であるという概念の重要性は言を侯たな

い．確率過程論においても加法過程（独立増分過程）は典型的なクラスの一つである．今

X=(X山：：：：：oを確率空間（以F,IP'）上の 1次元つまり実数値加法過程とし，平均lE［ふ］＝ 0,

分散lE[Xげ］ ＜ ＋ooを仮定しよう2) (lEは1P'についての期待値を表す）． このとき，各時刻t

1)ここでいう「古典」は当然，「非可換」あるいは「量子」との対比であって，「古い」という意味ではない．

2)簡単のため平均零と仮定するが，この仮定は適切な「シフト」により取り除ける．一方で，分散有限の仮定

は本質的に結果の形に関わる．
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でふは次のLevy-Khintchine公式を瀾たす．

lE [e送x,]= exp (1 ~ K,t(dx)) ・ 
股

(1.1) 

ただし，"'tは実数直線恥上の適当な有限Borel測度である．（1.1)の左辺はXtの特性関数

すなわちふの分布μf= JPl oXt -13) の逆 Fourier 変換硲(~) = JJRが知凶(dx)である．よっ

て，右辺の測度凡から Levyの反転公式を通して Xtの分布伯が一意に決まる．確率過程

論では X―2均(dx)を特徴量とみて Levy測度と呼ぶ．

非可換確率論においても確率変数の独立性は重要である．ただし，古典確率論と異な

り，独立性には合理的な定義が複数考えられる．そこで，我々は単調独立性に注目し，単

調加法過程A=(A山：：：：：oの分布を調べる．以下に述べる結果は，単調加法過程Aに対して

Levy-Khintchine公式（1.1)の類似を函数論の方法によって与えるものである．

注意1.1.第3節でも述べるように，非可換確率変数は実数値可測関数ではなく作用素に類

する．そのため Aが確率過程であることの定義は見かけほど自明ではない．例えばAtのt

依存性はどう定めるか， Atの定義域は時刻tに依ってよいか等いくつか問題がある．しか

し，本研究で本質的に扱うのは， Atの分布に相当する測度の族（μ『)t：：：：：oのみである． Atそ

のものは発見的な観察にしか用いられない．ゆえに，ここで述べた技術的な問題に本稿では

立ち入らない．

特性関数（逆Fourier変換）の代わりに，罠上の有限Borel測度μの Cauchy変換Gμ と

逆数Cauchy変換Fμ とを次で定める．

摩）＝ G[μ](z):= Im脱 ~µ(d~),

Fμ(z) = F[μ](z) := 
Gμ(z). 

(1.2) 

これらは(μ= 0でない限り）複素上半平面c+における zの正則函数である．第3節の言

葉で言えば， Cauchy変換Gμ はレゾルベントを非可換確率変数と見たときの期待値である．

すなわち，適当な Hilbert空間H上の自己共役作用素Aがスペクトル族 (Eり）eE屈と状態ベ

クトル心 EH とにより定まる分布 µA(d~) = d〈Eむゆ，心厄を持つとき，

1 
G[μA](z) = 1 ~ d〈Etゅ，叩〉H=〈(zidH-A)―1仇叫 （1.3) 

良 z-~

となる．

3)後述の分布μ『と区別するために添字 cを付けた． Cは “classical"あるいは “commutative"の， m は

"monotone"の頭文字である．
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我々の結果は次の通りである．μf= μAtを単調加法過程A=(At)t2>:oの分布とし，平均

零，分散有限を仮定する．このとき，逆数Cauchy変換ft:=F[μ『]はLoewner微分積分

方程式

詞＝ Z＋J誓）~ JC(d~ ds), z E (C九t2': 0 (1.4) 
llltx[O,t] 

を満たす．ここで，J(は直積恥 x[O, +oo)上の適当な o有限Borel測度である．さらに，

測度の間の関係式

的(B)= K(B x [O, t]), BE B（脱） (1.5) 

を通して，（1.1)の定める古典加法過程の分布族 (μDt:=::oと(1.4)の定める単調加法過程の分

布族(μ『)t2':0とが一対ーに対応する．

上でt→ft(z)が微分可能（絶対連続）である場合，（ft)t20がLoewner微分方程式（後述

の(6.7))を満たすことは函数論でよく知られている．微分積分方程式(1.4)は，t→ft(z)

が微分可能でない場合への一般化である．このように，逆数Cauchy変換の族(ft)t:=::oに函

数論の方法を適用することで，古典確率論と非可換確率論との間に架かる一つの橋を見出す

ことができた実際，時刻tを含まない設定では類似の対応がすでに知られている．（1.5)

の定める対応はその動的拡張とみなされる．

次節からは，上述した事柄それぞれについて解説する．

2 古典加法過程および Levy過程

確率空間（Q,互IP')上の確率変数Xt:Q→艮(t20)の族X ＝（ふ）t::>:Oは，以下の条

件を満たすとき（脱値あるいは一次元）加法過程と呼ばれる．

(i) X。=0.
(ii)ほとんどすべての wEQに対して標本路tf--+ Xt(W)は右連続かつ左極限を持つ．

(iii) Xは確率連続である．すなわち，任意のc:>0に対して

lirn_ IP'(IXt+h - Xtl 2: c) = 0. 
h→O 

(iv) X は独立増分を持つ．すなわち，時刻の任意有限列 0< t。＜れくわく・・・<tn,

nENに対して確率変数の組

Xto, Xti -Xto, Xt2 - Xt1, • • •, Xtn - Xtn-1 

は独立である．
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条件(iv)においてt。 =s,tn = tならば，時刻tにおける終点Xtは，始点ふから独立な

増分を時々刻々と足し合わせて

ふ＝ふ＋立Xtk-Xい） あるいは Xt—ふ＝立Xtk - Xtk_J (2.1) 
k=l k=l 

により得られる．「粒子JXは，各時刻において出飼目な向き・早さで罠上を動き回る（あ

るいは別の点に跳躍する）わけである．また，上の条件に加えて増分の分布が時刻について

定常である，すなわち，任意の正数t,hに対して Xt+h-Xt~Xh4)が成り立つとき， X を

特に Levy過程と呼ぶ．

ここで，独立確率変数の和について思い出そう． 2つの確率変数 Y1,Y2が独立であり，か

つ各々の分布が巧， V2であるなら，和 Y1+Y2の分布は次式の（古典）畳み込み巧＊ V2で

与えられる．

（巧＊砂）（B):= 11叩＋y)（巧R乃）（dxdy),
屈

BEB（艮）．

ただし， lBは集合Bの定義関数を表す．また，逆Fourier変換はこの畳み込みを積に分解

する．すなわち，

（巧＊巧）霞）＝込（~)砂（~).

上で述べたことを加法過程の増分 Xt—ふの分布 µs,tに当てはめる．（2.1) から

O<s<t<uならば μs,u= μs,t * μt,u 

である．また，条件(i)―(iii)から 2性質

μt,t＝伽（原点に集中した Dirac測度）

(s, t)→ μs,tは確率測度の弱収束について連続である

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

が従う．そこで， 3条件(2.2)―(2.4)を満たす確率測度の族 (μs,t)。:=;s:=;tを古典convolution

hemigroup（以下CHと略す）と呼ぶことにする．逆に，任意の古典CH(μs,t)。さs:=;tが与

えられると，適当な確率空間上に μo,tを分布に持つ加法過程Xtを構成できることが知られ

ている [16,Theorem 9.7]. 

古典CH(μs,t)。<s<tが特に Levy過程Xの増分の分布である場合を考える．ふ自体の

分布をμt:= μo,tと書く．時間定常性からμt,t+h= μo,h = μhである．よって，（2.1)ある

いは (2.2)の特別な場合として

μt=い）＊n あるいはル＝ （凡）n, nEN (2.5) 

4) ~は確率変数の分布が等しいことを意味する．
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が成り立つ．このように「任意の正整数nに対して適当な確率測度佐があって（叫）＊れの

形に表せる」という性質を無限分解可能(infinitelydivisible)性というよって， L6vy過

程ふの分布いは無限分解可能である．

(2.5)に基づく説明では，加法過程一般の分布すなわち一般の古典CHについて何も言え

ないが，実際には時間非定常な加法過程Xtの分布いも無限分解可能であることが知られ

ている [16,Theorems 9.1 and 9.7]. この事実からμtが（1.1)のような Levy-Khintchine

公式5)を満たすことが導かれる．実際，（2.5)から特性関数μtは任意有限個の積の形に分解

する．指数関数による表示を期待するのは直感的には自然であろう（証明は当然それほど自

明ではないが）．

第 1節でLevy-Khintchine公式を（1.1)の形で述べたときには， Xtに平均零分散有限

を仮定した．このとき，分散IE[Xげ］は全測度凡（屈）に等しいことがわかる．さらに，族

（幻）t>Oは次の性質を持つ．

K,o = 0 かつ t f-----+ 11,t(B)は連続非減少である (BEB（屈））． （2.6) 

逆に，条件 (2.6)を満たす任意の族(11,t)t:::>Oに対して， Levy-Khinchine公式（1.1)を満たす

適当な加法過程あるいは古典CHが存在する．

3 非可換確率論における独立性の諸概念

非可換（あるいは量子）確率論に話を移そう．ただし，注意1.1でも述べたように，非可

換確率空間については技術的な点を避けた直感的な説明に留める．（詳細を知るには，例え

ば明出伊・尾畑 [1]やその参考文献を見よ．）

H をHilbert空間とする．単位ベクトル心 EHを一つ固定し，状態と呼ぶこのとき，

自己共役作用素Aを実確率変数と呼ぶ．また， Aの「観測値」はスペクトル aE O"(A)のい

ずれかであると考える． Aのスペクトル分解を与える射影の族を (Et)eE屈とすると，「観測

値」 aが集合BEB（罠）に見出される確率は

J d〈Etい刈H
B 

で与えられる．すなわち，実確率変数 A の分布とは測度 µA(d~) = d〈Etゅ，ゆ〉H のことで

ある．さらに，関数fによりf(A)の形をした実確率変数の期待値〈f(A)〉は

〈f(A)〉=1f(~) d〈E計，的厄＝〈f(A)心，叫 (3.1) 
屈

となる．特に，（1.3) で述べたことは，（3.1) でf(~) = f z(~) = l/(z -~), z E (C+とおく

と，期待値〈fz(A)〉がCauchy変換G[μ刈（z)を与えるということであった．

5)モーメントの仮定を置かない一般の形は，例えばSato[16, Theorem 9.8 and Section 56]を参照せよ．
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非可換確率変数の独立性を考えるために，まず古典確率論における次の事実を思い出そ

ぅ6). 2つの古典確率変数Y,Zが独立であることは，任意の有界可測関数f,gに対して

IE[f(Y)g(Z)] = IE[f(Y)]IE[g(Z)]が成り立つことと同値である．さらにY,Zが有界ならば，

f, gとして多項式を取ることもできて，条件

IE[Y呟門＝IE[YP]JE[Z門， p,q EN (3.2) 

が必要十分となる．

前段落を踏まえて， 2つの有界な非可換実確率変数A,Bに対して条件 (3.2)の類似を考

える．すなわち，

〈APlBql AP2 Bむ．・・A四 Bqn〉=〈APl十P2+…十Pn〉〈Bq1+q叶…十qn〉.(3.3)

ただし， n2". 1, Pk 2". 1 (2 :S k :Sn), qk 2". 1 (1 :S k :S n-1)かつ Pl,qnには0も許す．こ

の条件を A,Bの可換（テンソル）独立性と呼ぶ．なお，（3.3)において任意の長さの積を考

えている理由は，古典の場合に自明な計算，例えばJE[YP1zqYP2] = JE[YP1十四zq],が非可
換の場合一般には許されないことを考慮しているためである．また，任意個の確率変数がテ

ンソル独立であることも，混合モーメントに対する同様の計算規則によって定義される．し

かし，それは本稿では用いないから割愛する．簡単な例だけ挙げておこう．

例 3.1.n個の Hilbert空間凡，状態叫 EHk,有界自己共役作用素出 (k= 1, 2,..., n) 

が与えられたとする．このとき，テンソル積Q9~=1Hk に状態喝:=1叫を備えた非可換確率

空間における非可換確率変数

id凡R...R idHk-1 R Ak R idHk+l R... R idHn'k = 1, 2,...'n 

はテンソル独立である．

上では条件 (3.3)により一つの独立性を導入したが，この点には恣意性がある．例えば，

(3.3)の右辺を rrk〈APk〉〈B知〉とすることも考えられる．この置き換えにより導入される性

質はBoole独立性と呼ばれる．また，（3.3)の右辺を〈APl十P2+…+Pn〉rrk〈Bqりと置き換え

ると，単調独立性が定義される．本研究はこの単調独立性に主眼を置く．

例 3.2.例3.1の状況において，各 k= 1, 2,...,nに対して Pk:Hk→ span｛叫｝を状態

叫が張る 1次元部分空間への直交射影とする．このとき，確率変数の組

id凡⑭・..0 idHk-1 0 Ak⑳ PK+1 ⑳...⑳ Pn, k = 1, 2,..., n (3.4) 

6)以下，条件 (3.2),(3.3)を起点とする説明には，論説 [10]を参考にした．
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は単調独立である．なお，例 3.1と比べて (3.4)では Akの右側だけ恒等作用素idHkを射

影 PKに置き換えたが， Akの両側をすべて置き換えればBoole独立な確率変数の例が得ら

れる7).

本節の最後に，ランダム行列のサイズ無限大の極限では，上記2つとは異なる自由独立性

が現れることに触れておく．ただし，上記3つの独立性に比べて混合モーメントの計算規則

が煩雑であるため，本稿では紹介を割愛する（これについてもやはり論説［10]とその参考文

献を見よ）．

4 単調独立性

本節では，第2節と並行する形で単調独立な確率変数の和や加法過程の構造について述

べる．

(A,B)を単調独立な実確率変数の組8)とする．古典の場合と同様に，和 A+Bの分布

μA+Bを(μA,μB)の単調畳み込みと呼び， μAI> μBと記す．単調畳み込みμAI> μBは，逆

数Cauchy変換（1.2)を用いて次のように特徴付けられる．

命題 4.1（村木の公式 [14][7,Theorem 3.10]). F[μA I> μ司(z)= FμA o FμB (z) = 

FμA (FμB (z)). 

注意 4.2.村木の公式（命題4.1)のおかげで，分布に限って見れば，単調独立確率変数の

和を取る操作は適当な正則函数の合成に翻訳される．したがって， 3つ以上の確率変数の和

も合成の反復に帰着する．このようにして，我々の議論は函数論へと移っていく．

単調独立性に基づき，第 2節と同じく「単調」加法過程A=(At)t20を考える．ただし，

注怠1.1と同じく正確な定義には触れず，第2節冒頭の条件（iv)と対応する Aの独立増分

性にのみ注目する．すなわち， Aの任意の増分列

Ato, At1 - Ato, At2 - Ati, • • •, Atn - Atn-1 

(n EN, 0 :St。＜釘＜．．．＜tn)
(4.1) 

は単調独立である．このとき，時刻 sからtへの増分 At-Asの分布を μs,tと書けば，

Au -As = (At -As) + (Au -At)から

O<s<t<uならば μs,u= μs,t I> μt,u (4.2) 

7)原論文［12]の共著者である長谷部氏には，例3.1との比較で例 3.2を本稿に含めることをご提案いただきま

した．感謝申し上げます．

8)第3節では特に注意しなかったが，単調独立性の定義において AとBの役割は交換できないから，正確に

は非可換実確率変数の順序対というべきである．
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が成り立つ．この畳み込みの関係と条件 (2.3),(2.4)とにより単調 CH(μs,t)。::,'.s<tを定義

することも第2節と同様である．

注意 4.3.第 3節では， 2つの確率変数の単調独立性のみ説明し，任意個の場合は「同様の

計算規則」を考えると述べるに留めた．注意4.2で述べた通り，我々の解析にとって一般の

定義は不要なのである．しかし，（4.1)では任意有限個の変数の順序付き組を陽に考えてい

るから，定義が不足しているという謗りもまた免れない．そこで，一般の単調独立性もここ

で紹介しておくことにする．読み飛ばしても後には差し支えない．（A，--<)を全順序集合と

し，（ふ）入EAを非可換確率空間 (H，心）上の Aで添字付けられた実確率変数の族とする．ま

た，ふ：＝ ｛J(A刈：fE Cb(脱），f(O)= 0}なる作用素の族を導入する．族(A刈入EAは次

の2条件を満たすとき，単調独立であるといわれる．

(i)入1--<入2>--入3かつ BkEA心 (k= 1,2,3)ならば凡B2凡＝〈B2)B直 3・

(ii)入＿m >--入＿m+l>--．．・ >--入＿l>--入。--<入1--< •..--<入n-1--< 入n (m, n 2'. 0)かつ

Bk EA心 (-m::; k ::; n) ならば〈B_m•··B。 ···Bn〉=I1に＿m〈B砂．

なお，単調独立性の定義には文献によって多少のゆれがある．ここでは簡単のためより

強い条件を要求した．状態ゆが “cyclic"ならば，上記の定義は他のものと一致する [7,

Remark 3.2]. 

5 単調 Levy過程と正則函数の 1径数半群

第 4節の単調加法過程A=(A山乏oが時間定常すなわち単調 L6vy過程であるとする．

Atの分布をμt= μo,tとおく．このとき，時間定常性As+t-As旦んと増分の単調独立性

(4.1)あるいは (4.2)から μs+t= μo,s十t= μo,s[>μs,s+t = μs[>μtすなわち

μs+t = μs C> μt (5.1) 

が成り立つ．よって，（μt)t2:oは単調畳み込みに関する半群 (semigroup)を成す．さらに，

村木の公式（命題4.1)により (5.1)を逆数 Cauchy変換(1.2)の言葉に翻訳できる．する

と，ft:=F加］は
fs+t = fs Oft (5.2) 

を満たす．ゆえに，（ft)t2oはc＋上の正則函数からなる 1径数合成半群である．性質 (2.3)
は初期値の条件fo(z)= zに書き換えられ，（2.4)は半群の広義一様収束についてのt連続

性に翻訳される．

正則函数の半群は古典的によく調べられている．特に，上記の半群(ft)t>Oを生成する正
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則ベクトル場の形も知られている．それを述べるため，次の事実9)を注意しておく．

命題 5.1.正則函数f:C＋ →c+に対して次は同値である．

(i)平均零，分散有限な確率分布μが存在してf=Fμ である．

(ii)極限

r(f) := lim z(z -f(z)) 
z→(X)  
0<argz<1r-0 

が任意の 0E(0,1r/2)に対して有限確定である．

さらに，どちらか（したがって両方）の条件が満たされるとき， r（f)= J応叶μ(dx)（分散）

が成り立つ．

標語的に言えば，命題 5.1の条件(ii)は無限遠点における非接極限の意味でf'(oo)= 1 

かつfの留数が r(f)であることを意味している．この命題により我々の半群(ft)t>Oは

瑶：＝ ｛J:c+→c+ : r(f) < +oo }の要素からなる．

命題 5.2([9, Theorem 2］）．府内の連続な 1径数合成半群(ft)t20,fo(z) = zに対して，

ある a~O と Borel 確率測度 u が存在して， r(ft) = atかつ

誓)= aJ脱{-]t(z)u(dg) (5.3) 

が成り立つ．また，任怠の a,vに対して，方程式 (5.3)の初期値fo(z)= zに対応する解は

呵内の連続な 1径数合成半群を定める．

注意 5.3.慣習に倣って単射な正則函数を単葉函数と呼ぶ．命題 5.2において，常微分方程

式の解の一意性により z1-I z2ならばfパ釘） ＃ i（吟）であるから， hは単薬である．よっ
て， 1径数合成半群は必ず単葉函数のみから成る．これはア§内の半群に限らず一般的に成

り立つ事実である（命題6.1および注意 6.2).

(5.3)は正則ベクトル場q(w)= a J (~ -w)-1 v(d~) の定める自励系常微分方程式である．
ベクトル場qが時間に依らない自励系であることは，元の確率過程A=(At)t20が時間定

常であると仮定したことに因る．では，時間非定常の場合に命題5.2を一般化しようとする

とどうなるであろうか．その答えが第 1節で紹介した結果，特に微分積分方程式（1.4), な

のである．

9)本質的に既知の結果であるが，我々の論文［12]でも自己完結的な証明を与えておいた．
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6 単調加法過程と正則函数の Loewner鎖

第4節の一般の設定に戻り， A=(At)t2oを（時間非定常でありうる）単調加法過程とす

る．あるいは，（μs,t)。::;s::;tを増分At-Asの分布μs,tからなる単調CHとする．第5節と

同様に，村木の公式（命題4.1)により畳み込みの関係 (4.2)を逆数 Cauchy変換の言葉に

言い換える．すると，fs,t:= F[μs,t]に対して

O<s<t<uならばfs,u= fs,t O ft,u (6.1) 

を得る．また，

加 (z)= z (6.2) 

(s, t) f-----7 fs,tはc＋上の広義一様収束について連続である (6.3) 

の2性質が成り立つ．条件 (6.1)-(6.3)を満たす正則函数fs,t:C＋→ c＋ (O < s < t)の
2径数族を c+上の reverseevolution familyと呼ぶ第 5節の時間定常な設定では

fs,t = fぃとなるから，正則半群は reverseevolution familyの特別な場合であるとみな

せる．

命題 6.1.任意の reverseevolution familyは単葉函数のみからなる．

注意 6.2.注意 5.3でも正則半群の単葉性を述べたが，そこで用いた常微分方程式の解の

一意性は必ずしも本質的ではない．実際，より一般な命題 6.1は，微分方程式を経由せず

とも Roucheの定理に基づく複素解析的な方法で証明される．例えば Hoshinaga-Hotta-

Yanagihara [13]およびその参考文献を参照せよ．

命題6.1により，特に Atの分布μt= μo,tの逆数Cauchy変換ft=fo,tは単葉である．

さらに， 3性質

O<s<tならばfs(C+)つft(C門
fo(z) = z 
t f----7 ftは連続である

が成立する．ここで，一つ目の性質 (6.4)を導くには，（6.1)を用いて

ft = fo,t = fo,s O fs,t = fs O fs,t 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

とすればよい．条件 (6.4)―(6.6)を満たす単葉函数ft:c＋→  c＋ (t 2 0)の1径数族を
c＋上の decreasingLoewner chainと呼ぶ DecreasingLoewner chain Ut)t:;:,。から

fs,t = f;1 oftにより reverseevolution family Us,t)。Ss:Stが復元される．よって，この二

つの対象は一対ーに対応している．
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上記の設定において r(t):= r(ft)とおく．元々 の単調 CH（肛，t)。：：：：s：：：：tに平均零，分散有

限を仮定していたから，命題5.1によりft€?〖すなわち r(t) E [0,+oo)である．時間定

常すなわち正則半群の場合（命題5.2)にはr(t)が自動的に線形 (r(t)= at)になった． し

かし，非定常の場合r(t)はtの一般の非減少連続関数である．また， r(fs,t)= r(t) -r(s) 

であることに注意しておく．

r(t) = atの形を仮定する場合， 1980年代にはすでに次の事実が知られていた．

命題 6.3([2][9][5]).埒内の reverseevolution family (f紅）。：：：：s：：：：tが r(fs,t)= a(t -s) 

(a:::, 0)を満たすとき，（Lebesgue測度について）ほとんどすべてのtについて一意的な

Borel確率測度乃が存在して

巧tt(z)=a J屈くー］s，t(z）巧（df;),a.e. t E [s, +oo), fs,s(z) = Z (6.7) 

が成り立つ．また， Borel確率測度の可測10)族（乃）t2:0が与えられたとき，すべての sに対

する (6.7) の絶対連続解が P〖内の reverse evolution familyを一意に定める．

命題6.3を一般化すれば，次式が成り立つであろう．

誓霊＝a，J賊 C-]s,t (z) 巧 (d~), dr-a.e. t E [s,+oo). (6.8) 

ただし， drはr(t)の定める Lebesgue-Stieltjes測度である．（6.8)の両辺を drで積分し，

関係ft=fs O fs,tを用いると，

応）＝ z+[。,t]~i民：： z ハ (d~)dr(s) (6.9) 

を得る． K(d~ds) :=凶（d~)dr(s)とおいて，次の結果に到達する．

定理 6.4.巧内の decreasingLoewner chain (ft)t?:Oに対して，直積恥 x[O, +oo)上のび

有限な Borel測度Kが存在して

k（恥 x[O, t]) < +ooかつ k（賊 X{t}) = 0 (t 2: 0) (6.10) 

および（第 1節で述べた） Loewner微分積分方程式

応）＝ Z＋ J 知(z) 1 k(d<ds) (1.4) 
脱x[O,t] 8z ~-Z 

を満たす．また，（6.10)を満たす任意の Borel測度 Kに対して，（1.4)を満たす P名内の

decreasing Loewner chainが一意に存在する．

10) 「可測」の意味はt→乃が確率測度値関数として弱位相について Borel可測であるということである．す

べての有界連続関数に対してt→ff(<)巧(dt;)が実数伯Borel可測関数であることとも同値である．
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注意 6.5.命題6.3および定理6.4について二つ補足を述べる．

(i)我々 の原論文 [12]では上のような筋道を辿るのではなく，むしろ (6.7)の積分形を直

接に時間変更して(1.4)を得ている．なお， r(t)が狭義単調増加である場合には，微

分形の一般化 (6.8)の厳密な扱いがYanagihara[18]や拙著 [15]に述べられている．

(ii)命題 6.3において， r(t)の連続度（あるいは絶対連続性）からtf---+ ft(z)の連続度
（絶対連続性）を導くのは容易である．しかし，その逆すなわちt日hの連続性から

r(t)の連続性を導くことについて，既存の文献では明確に述べられていない． この点

については，講演時 (2024年11月）には我々が初めてかつ非自明な証明を与えたと

思っていたのだが，つい最近 (2025年2月）より単純な理解の仕方が見つかった．

7 古典過程と単調過程との対応

第2節のように，平均零，分散有限な古典加法過程X= (Xt応o の増分ふ—ふからく

る古典CH(μ匂）。:'S:s:'S:tを考える．このとき， Levy-Khintchine公式（1.1)で定まる測度の

族（幻）t2':0は（2.6)を満たす． この性質を使うと，関係

K(B x (s, t]) =凡（B)-K,8(B), BEB（脱）， O~s< t (7.1) 

により条件 (6.10)を満たす艮x[O, +oo）上の o有限Borel測度Kが定まる．よって，定理

6.4により巧内のdecreasingLoewner chain Ut)t:;:,oが得られる．すると，（f山から単調
CH(μ岱）。＜s三tが定まる．また，逆の道筋を辿れば，単調 CHから古典CHが定まる．し

たがって，関係（7.1)（あるいは(1.5))は平均零，分散有限の仮定の下で古典 CHと単調

CHとの間の一対一対応を与える．

時刻tを含まない古典無限分解可能分布（第 2節）と単調無限分解可能分布との間には一

対一対応があることが以前から知られていた．これは Bercovici-Pata対応 [6][3]と呼ば

れている．我々の得た加法過程の間の対応は，その動的拡張とみなせる．これはいくつかの

意味で「正準」的な対応である．例えば，ここまでの議論から両者の分散の値が一致するこ

とがわかる．さらに，次のような性質が示される（原論文 [12]を参照せよ）．

•我々の対応（応，t)→（µ岱）は，連続写像の空間 C({(s, t):O さ s::::; t }, p刈恥））11)の

コンパクト開位相（広義一様収束の位相）が誘導する相対位相について同相である．

•適当な可微分性を仮定すれば，任意の n EN, s 2 0に対して

羞J股的凸(d~)l t=s =羞J股炉µ岱(d~)l t=s

11) p2（恥）は 2-Wasserstein距離を備えた 2次積率有限な Borel確率測度の空間を表す．
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が成り立つ．すなわち， n次モーメントの時間無限小の増分は一致する．

注意 7.1.最後に，本文中で触れられなかったいくつかの先行研究について述べる． Loewner

方程式が逆数 Cauchy変換を通して確率過程（あるいは確率分布の時間発展）を生成する

ことを初めて観察したのは Bauer[4]である．彼の研究では単調独立性との関係までは発

見されていなかったが， Franz[7, p.1152]がその関係に触れた後， Schleif3inger[17]が平

均零，分散有限の場合の関係を明確に述べた．Ftanz-Hasebe-Schleif3inger[8]は，近年発

展している一般化された Loewner理論を用いてモーメントに関する仮定を外し，また注意

1.1のような作用素の側面も含めて， Loewner鎖と単調加法過程との対応を詳しく調べた．

Hasebe-Hotta [11]はこれらの研究を踏まえ，確率過程が単位円周に値を取る場合に古典・

単調間の動的な Bercovici-Pata対応を調べた． Hasebe-Hottaと同様の考えで 2次モーメ

ントを持つ実数値の確率過程を調べたのが我々の研究［12]である．
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