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本研究では以下の最適化間題を考える：

mm  
xEJRn 

1 

2 
~IIAx -bll~+ 入 ||x|| ぃ (1) 

ここで， AE Rmxn, b € R叫 I ・ 111は£1ノルム， I・ ll2は£2ノルム，入＞ 0である．式（1)の最適化問題は
ラッソ回帰と呼ばれている．ラッソ回帰は曲線フィッティングや画像信号処理へ応用できる数理モデルとして

知られている [3,7]. 

問題 (1)の最適解を求める方法として近接勾配法が知られており，近接勾配法で生成された点列は問題 (1)

の最適解x*に収束する．一方， AttouchとPeypouquetは近接勾配法の加速化法として FISTAを提案した

[1]. しかし， FISTAによって生成された点列は振動しながら解に近づく問題点がある [6]．最近， FISTAの問

題点を改善するために IutzelerとHendrickxによって交互近接勾配法が提案された [5]．しかし，数値例で交

互近接勾配法と FISTAを比較すると，交互近接勾配法は収束の速さはFISTAに比べて劣っている場合がある

([5, subsection 5.1]，表4を参照）．

2 目的

本研究では交互近接勾配法に基づく新たなアルゴリズムを提案する．具体的には交互近接勾配法と FISTA

を組み合わせたアルゴリズムを提案する．加えて，提案手法をラッソ回帰に対して適用し，数値実験により収

束の速さを比較する．

• This work was supported by the Research Institute for Mathematical Sciences, an International Joint Usage/Research 
Center located in Kyoto University. 
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3 準備

, > 0, f：町→エU{+oo}を凸関数とする．このとき， fの近接写像prox1f：恥”→町を以下のように

定義する．
1 

prox,1(x) := a~彗翌in (J(y)+i11x-yll~) (2) 

ここで， argming(x)でg(x)を最小とする解を表す．本研究で用いるアルゴリズムにおいて £1ノルムの近接

写像を利用する． £1 ノルムの近接写像 prox礼 •||1 は

[prox'Y|| ||1(x)］, = {;, -1 ご”：こ〗三 1)
叫＋1 （叩くー"!)

(i = 1,2,...,n) (3) 

で与えられる．

4 交互近接勾配法と提案手法

IutzelerとHendrickxによって提案された交互近接勾配法を紹介する [5]．問題（1)に対する交互近接勾配

法は k= 1,2,..．に対して
Xk+l = pro序入11・111(Yk -,バ(Ayk-b)) (4) 

で与えられる．ただし，

加＝ ｛吹 (Kは偶数）
謀＋森（祉一Xk-1) (kは奇数）

(5) 

であり， 7= 1/IIAT A||，森＝ 0.5(k = l, 2,．．．）である．点列｛咋｝を交互近接勾配法から生成された点列と

し， x*を問題 (1)の最適解としたとき，｛吹｝はがに収束する．

以下では交互近接勾配法と FISTAを組み合わせたアルゴリズムを紹介する．問題（1)に対する提案手法は

Algorithm 1で与えられる．

Algorithm 1（提案手法）． Xo心1E町を初期点， r= 1/IIA丸411とし， 1::'>0を固定する．このとき，
i = 1,2,..．に対して，

知 1=pro凡入11・111(Yk -"Iパ(Ayk-b)) (6) 

である．ただし， 1 咋— prox,入11·11,(xk-'"'(A買A咋— b))ll2 > c'のとき，瓜列｛狐｝は

糾＝吹＋位（謀ーXk-1) (7) 

である．ここで，点列｛叩｝は，

tk-1 -1.  k + 3 
ak=~, tk=― ,to= 1 

tK 3 
(8) 

である．また， K。が llxk。-prox7入11・111(xk。-,AT(Axk。-b))ll2'.S:e'を満たす最小の植のとき， k:2'. k。に対

して，点列 {YK｝は

狐＝ ｛匹 (Kは偶数）
吹＋森（砂—咋—1) (kは奇数）

(9) 

である．
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Algorithm 1によって生成された点列｛咋｝に関して以下の性質が成り立つ．

Theorem 1.｛叫を Algorithm1によって生成された点列とする．このとき，｛咋｝は問題 (1)の最適解に

収束する．

Proof. まず， 1砂一 prox→ ||•||l （吹—予4.T(Axk -b))ll2が0に収束することを示す．［2,Theorem 26.l(iv)(d)] 

より， prox,入 ||•||1 （叩ー ,AT(A吹— b)）は非拡大写像になるから，

llxk -prox,入||||l（咋一1バ(Aエk-b))ll2 

=llprox,>\||•||1(YK-1 -'yAT(Ayk-1 -b)） -prox,y入 11·11,(；砂— ,Ar(Axk -b))ll2 (10) 

：：：：IIYk-1-xkll2 (11) 

=llxk-1 —吹＋位(xk-1 -Xk-2) 112 (12) 

：：：：llxk-1 -xkll2 +位|咋-1-Xk-2112 (13) 

ここで，［1,Theorem 1]より， 1咋＋1-x山→ 0(k→ +oo) であるから， 1|咋— prox,入 ||•||1 （砂ー 1バ(Axk­

b))ll2→0 (k→ +oo)を得る．したがって，任意のざに対して，ある noENが存在して， n::>: noとなる
nEN に対して， 1|吹— prox,入 ||•||l （咋一叩4.T(A咋— b))112伽＜ c:'が成り立つ．この％。に対して [4,Lemma 

3.3]を用いると点列｛咋｝は問題（1)の最適解に収束する． ロ

5 数値実験

ラッソ回帰に対して近接勾配法 (PG),FISTA,交互近接勾配法 (APG)，提案手法 (Proposed)を適用し結

果を比較した．本研究で用いた計算環境を表 1に示す．

今回考えるラッソ回帰の問題設定は以下の通りである．問題（1)において， AE艮mxn,b E民m とする．こ

こで， Aの各成分は標準正規分布に従っており， bはb=Ax+eである．ただし，仝 E民＂は標準正規分布か

ら得られる 10％スパースベクトルであり， eE恨m の各成分は平均 0,分散 0.0012の正規分布に従っている．

Aとbのサイズに関しては (m,n) = (130, 80), (650,400), (1300, 800)としている．本実験では，正則化パラ

メータは入＝ 0.1としている．また，提案手法で用いる c'はE:1= 10-3としている．

次に終了条件の説明をする．問題（1)の双対問題は［8,式 (58)]

max 
uER= 

d1s(u) := -~llull2 -〈b,u〉

subject to IIAT ulloo :S入

である．また， h(v)= llv -bll~/2 としたとき，点列｛四｝を

uk := min{ 1 
入

'| AT▽h(AxK)||OO }▽h(Axk) 
とする． f(x)= IIAx -bll2/2, g(x) =入||xiiiとしたとき，本実験の終了条件を

If（叫＋g（叫ーd1s(uk)<:: 10-8 
max{f（祉） ＋ g（咋），1}

とする [8,section 4]. 

(14) 

(15) 

(16) 

A, bを上記のように生成し，初期点を原点とする．このとき，終了条件 (16)を満たすまでにかかった繰り

返し回数と実行時間を求めた．各アルゴリズムに対して実験を 100回行ない，繰り返し回数と実行時間の平均

を取ったものを比較した． Aとbのサイズが (m,n) = (130, 80), (650,400), (1300, 800)の時の結果をそれぞ

れ表2,表3,表4に示す．表 2,表3より，先行研究のアルゴリズムで一番繰り返し回数が少ないものは交互
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図1 各繰り返し阿数における点列｛卯｝と近

似解がの差 II咋ーが112の関係 (m= 130,n = 
80) 

図2 各繰り返し同数における点列｛咋｝と近

似解がの差 II叫ーが112の関係 (m= 650,n = 
400) 

近接勾配法となっている．交互近接勾配法と提案手法を比較した結果，繰り返し回数をそれぞれ30.9%, 36.4 

％改善することができた．表4より先行研究で一番繰り返し同数が少ないアルゴリズムはFISTAとなってい

る． FISTAと提案手法を比較した結果，繰り返し回数を 34.9％改善することができた．

また，同様の実験を 10回行ない，各繰り返し回数における点列｛吹｝と近似解がの差 llxk-x* 112の平均

を取ったものを因示した． Aとbのサイズが (m,n) = (130, 80), (650,400), (1300, 800)の時の結果をそれぞ

れ図 1，図 2, 図3に示す．

表1 数値実験で用いた計算環境

OS 

メモリ

CPU 

使用ソフト

macOS Big Sur 

8 GB 1600 MHz DDR3 

1.8 GHz Intel Core i5 

MATLAB R2021a 

表 2 各アルゴリズムに対する繰り返し回数 (It-

erations)と実行時間 (CPUtime)の平均の比較

(m = 130,n = 80) 

Iteration 

PG I 181.89 

FISTA I 157.32 

APG I 143.32 

Proposed I 99.05 

CPU time[s] 

0.02090 

0.01782 

0.01609 

0.01375 

表 3 各アルゴリズムに対する繰り返し回数 (It- 表 4 各アルゴリズムに対する繰り返し回数 (It-

erations)と実行時間 (CPUtime)の平均の比較 erations)と実行時間 (CPUtime)の平均の比較

(m = 650,n = 400) (m = 1300,n = 800) 

Iteration CPU time[s] Iteration CPU time[s] 

PG 269.14 1.31309 PG 309.90 10.97978 

FISTA 215.19 1.04852 FISTA 241.51 8.53192 

APG 212.87 1.04364 APG 245.41 9.11189 

Proposed 135.41 0.86179 Proposed 157.16 7.02321 
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図3 各繰り返し回数における点列｛叫｝と近似解がの差 llxkーが伽の関係 (m= 1300, n = 800) 

6 結論

本研究ではラッソ回帰における新たなアルゴリズムを提案した．提案手法をラッソ回帰に適用した結果，先

行研究のアルゴリズムと比較して繰り返し回数を 30.9%から 36.4％改善することができた．

今後の課題は提案手法で用いているアルゴリズムの切り替えの評価式の e'の決定方法を検討することで

ある．
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