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ファジィ錐によるファジィ順序関係の特徴づけ

弘前大学大学院理工学研究科 金正道 (MasamichiKON) 

Graduate School of Science and Technology, Hirosaki University 

概要

本稿では、実ベクトル空間上のファジィ順序関係をフアジィ錐によって特徴づけ

る。順序ベクトル空間における順序関係は pointedな凸錐と 1対 1の対応があ

ることがよく知られている。その順序関係をファジィ化したフアジィ順序関係が

pointedな凸錐をファジィ化した pointedなファジィ凸錐と 1対 1の対応があるこ

とを示す。

1 はじめに

ファジィ集合の概念は、 Zadeh[8]によって、曖昧性または不確実性を含む集合を表現

するために、ファジィ集合論として最初に導入された。そして、ファジィ集合論は経済

学，経営学，工学，最適化理論やオペレーションズ・リサーチなど様々な分野に応用されて

いる。

一方、ファジィ関係の概念が、 Zadeh[9]によって導入された。そのなかで、クリスプ順

序関係の反射性，反対称性および推移性を一般化することによってファジィ順序関係が定

義された。その後、ファジィ順序関係はさまざまな形で拡張されている。例えば、 Zhang

et al. [10]およびその参考文献参照。

本稿では、実ベクトル空間上のファジィ順序関係をファジィ錐によって特徴づける。順

序ベクトル空間における順序関係は pointedな凸錐と 1対 1の対応があることがよく知

られている。その順序関係をファジィ化したファジィ順序関係が pointedな凸錐をファ

ジィ化した pointedなファジィ凸錐と 1対 1の対応があることを示す。さらに、実ベク

トル空間のファジィ凸錐からその実ベクトル空間のすべての部分集合の集合上のファジィ

前順序関係を 3種類構成する。

2 準備

本節では、いくつかの記号を準備し、フアジィ錐の定義を与える。

股をすべての実数の集合とする。 a,bE股に対して、 [a,b]= {x E股： a::;x::; b}, [a,b[ 
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= {x E股： a ：：：：： x < b}, ]a,b] = {x E股： a<x：：：：： b}および］a,b[= {x E艮： a<x < b} 

とする。

X を集合とする。 A:X→[O,1]をX 上のファジィ集合 (fuzzyset)といい、 X 上の
すべてのファジィ集合の集合を F(X)とする。 AE F(X)および aE ]O, 1]に対して、
~ー＿ ~ 

A の a—レベル集合は

[A]a = {x EX: A(x)：：：：： a} (2.1) 

と定義される。クリスプ集合sexに対して、 Sの指示関数 c8:X→{0,1}は各
xEXに対して

cs(x) = { ~ ~~:: ~ (2.2) 

と定義される。

本稿を通して、 Eを実ベクトル空間とし、 0をEの零元とする。また、 P(E)をEの

部分集合すべての集合とする。 A,BcE および入€良に対して

とし

とする。

A+ B = { X + y : X E A, y E B} 

入A=｛入X:XE A} 

A-B=A+(-l)B 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

KcE,K戸りが錐 (cone)であるとは、任意の XEKおよび任意の入 2'.0に対して

入XEK となるときをいう。錐 KcEが凸錐 (convexcone)であるとは、 K が凸集合

になるときをいう。錐 KcEが pointedであるとは、 Kn(-K)= {0}となるときを

いう。

KE  F(E)がファジィ錐 (fuzzycone)であるとは、任意の aE ]O, 1]に対して

戊]aCEが錐になるときをいう。フアジィ錐については、例えば、 Kon[3]および Kon
and Kuwano [4]参照。 KEF(E)がファジィ凸錐 (fuzzyconvex cone)であるとは、任

意の aE ]0, 1]に対して［K]aCEが凸錐になるときをいう。ファジィ錐 KEF(E)が

pointedであるとは、任意の aE ]O, 1]に対して [K]aCEがpointedになるときを

いう。

3 順序ベクトル空間

本節では、順序ベクトル空間の順序関係に関するよく知られている結果を与える。
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実ベクトル空間 Eが順序ベクトル空間 (orderedvector space)であるとは、 Eが以下

の条件 (01)および (0叫をみたすような順序関係三（反射的，反対称的，推移的）をもつ

ときをいう。

(01) x, Y, z E E, Xさy⇒x+z:Sy+z 

(02) X, y E E, X'.S y，入＞ O ⇒入X'.S入y

また、 X'.Syをy2". Xとも表す。

Eを順序ベクトル空間とする。このとき

{x EE: x ~ 0} (3.1) 

をEの正錐 (positivecone)とよぶ。 Eの正錐は pointedな凸錐になる。

逆に、（順序ベクトル空間である必要はない）単なる実ベクトル空間Eにおいて、 KcE

とし、 x,yEEに対して

X :::;KY器y-xEK (3.2) 

とする。このとき、 K が pointedな凸錐ならば、 ::::;KはE上の順序関係になり、 Eは

順序ベクトル空間になり、 K はEの正錐になる。また、 K が凸錐ならば、 ::::;KはE上

の前順序関係（反射的，推移的）になる。

実ベクトル空間 Eに対して、 (01)および (0叫をみたす E上の順序関係すべての集

合と pointedな凸錐すべての集合の間には、 (3.1)および (3.2)の対応により、 1対 1の

対応がある。詳しくは、例えば、 [2,6]参照。

KcEを凸錐とし、 A,BE P(E)に対して

A弓kB営BcA+K

A繍芸 B縣AcB-K

A:::;KB拇A弐kB,A繍芸 B
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とする。このとき、 ~k,~芸および ~K は P(E) 上の前順序関係（反射的，推移的）にな

る。 3くは Young[7] によって最初に導入され、 ~K を修正した名k，三芸が Kuroiwa et 

al. [5]において導入された。 P(E)上の他の順序関係については Jahnand Ha [1]参照。

4 ファジィ順序関係

本節では、ファジィ順序関係をファジィ錐によって特徴づける。
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集合 X,Yに対して、 RE刀XxY)をX から Yへのファジィ関係 (fuzzyrelation) 

とよぶ。また、集合 X に対して、 X から X へのファジィ関係を X 上のファジィ関係

という。

X,f-0を集合とし、 REF(XxX)とする。 hが次の条件 (i),(ii)および (iii)をみた
すとき、 hをX上のファジィ順序関係 (fuzzyorder relation)という。 hが次の条件 (i)
および (iii)をみたすとき、 hをX 上のファジィ前順序関係 (fuzzypreorder relation) 
という。

(i)反射的 (reflexive)

凪x,x)=l,'vxEX (4.1) 

(ii)反対称的 (antisymmetric)

~ --~ ~ --~ 

x,y E X,R(x,y) > O,R(y,x) > 0⇒x=y (4.2) 

(iii)推移的 (tr皿 sitive)

- --

凩x,y)~ supmin{R(x,z),R(z,y)}, ¥:/x,y EX  (4.3) 
zEX 

ファジィ順序関係について詳しくまたは他のファジィ関係については、例えば、 Zadeh[9] 

および Zhanget al. [10]参照。

定理, KE  F(E)を pointedなファジィ凸錐とする。また、 REF(E XE)を各

x,y EEに対して
―-―-‘  

R(x, y) = K(y -x) 

と定義する。

（） i) RはE上のファジィ順序関係になる。

(ii)凩x+z,y+z)＝凩x,y),Vx,y,zEE 

(iii) h（入x，入y)＝凪x,y),Vx,yE E,V入＞ O 

(4.4) 

定理 lにおける (ii)および (iii）は、それぞれクリスプ順序関係の (01)および (0叫に

対応する条件である。

定理2 RE F(E x E)をE上のファジィ順序関係とし

凪x+z,y+z)=R(x,y), Vx,y,zEE (4.5) 
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凩心，入y)＝凩x,y), Vx,y EE, V入＞ O 

であるとする。また、 KEF(E)を各 xEEに対して

和x)= R(0, x) 

と定義する。このとき、 Kはpointedなファジィ凸錐になる。

(4.6) 

(4.7) 

定理3rkをE上の pointedなファジィ凸錐すべての集合とする。 rRをE上のファ

ジィ順序関係 REF(E XE)で（4.5)および (4.6)をみたすものすべての集合とする。

また、 <I>:rJ(→FRを各 KEF/Cに対して、
一~~ー

<I>(K) = RK 

と定義する。ここで、各 x,yEEに対して

祝(x,y)=K(y-x)

である。このとき‘<I>は全単射になる。

(4.8) 

(4.9) 

KcEをpointedな凸錐とする。また、 E上のファジィ順序関係hはpointedな
ファジィ凸錐 CKEF(E)によって定義されているとする。すなわち、 hは (4.4)におい
てK=cKとして定義されている。このとき、任意の x,yEEに対して

X'SKY⇔ y-x EK⇔ R(x,y)＝吹(y-x) = 1 

x五 y⇔y-x足k⇔凩x,y)＝ば(y-x) = 0 

となる。ここで、 'SKは(3.2)によって定義されているとする。よって、このファジィ順

序関係hとクリスプ順序関係 'SKは同一視できる。したがって、 E上のファジィ順序関
係は EJ::のクリスプ順序関係の拡張になっている。

定理4 斥EF(E)をpointedなファジィ凸錐とする。また、 E上のファジィ順序関係

RE F(E XE)はK に対して（4.4)によって定義されているとする。このとき、任意の

a E ]O, 1]に対して、戊l。は (01)および (02)をみたすE上の順序関係になり、 pointed
な凸錐 [kいに対応している。ここで、 [Rl°'が（Oリおよび (0叫をみたすとは任意の
x,y EEに対して

X <:'.'.: y握(x,y) E［薦
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と定義したときにさが (01)および (0叫をみたすことを意味し、国］a が [Kいに対応

しているとは、任意の x,yEEに対して

(x, y) E［瓜⇔y-xE [K]a 

が成り立つことを意味する。

定理5 {Ra}aE]0,1]を（Oリおよび (02)をみたす E上の順序関係の族とし

a,(3E ]O, 1], a<(3⇒R。っ Rg

であるとする。 {Ka}aE]0,1]をEにおける pointedな凸錐の族とし

a, (3 E ]O, 1], a<(3⇒KaコK13

であるとする。また、任意の aE ]O, 1]に対して、 RaとKaは対応しているとする。こ

こで、 RaとK。が対応しているとは、任意の x,yEEに対して

(x,y) ER。⇔y-xEK。

が成り立つことを意味する。さらに、 REF(E XE)および KEF(E)を

R = sup O'.CRa'K = sup O'.CK。
aE]0,1] aE]0,1] 

と定義する。このとき、 hはE上のファジィ順序関係になり、 K はE上の pointedな
ファジィ凸錐になり、 hとKは（4.4)をみたす。

定理6 KE  F(E)をフアジィ凸錐とする。また、凡，凡u,RE Fゆ(E)x P(E)）を各

A,B E P(E)に対して

凡(A,B) = sup{a E ]O, 1]: B c A+ [K]a} (4.10) 

凡(A,B)= sup{a E ]O, 1]: Ac B-[K]a} (4.11) 

R(A,B) = sup{a E ]O, 1]: BC  A+ [K]a,A CB-[K]a} (4.12) 

と定義する。ただし、 sup0= 0とする。このとき、凡， RuおよびhはE上のファジィ
前順序関係になる。

KcEを凸錐とする。また、 P(E)上のファジィ前順序関係凡， Ruおよびhはファ
ジィ凸錐 CKEF(E)によって定義されているとする。すなわち、凡，凡uおよびhは
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それぞれ (4.10),(4.11)および (4.12)において K=cKとして定義されている。このと

き、任意の A,BE P(E)に対して

A疇kB⇔凡(A,B)= sup{a E ]O, 1]: BC  A+ [cKい｝＝ 1 
A羞 B⇔凡(A,B)= sup{a E ]O, 1]: BC  A+ [cK払｝ ＝0 

A諜 B⇔凡(A,B)= sup{a E ]O, 1]: AC B-[cK]a} = 1 
A緑 B⇔凡(A,B)= sup{a E ]0, 1]: AC B-[cK]a} = 0 

A~KB • R(A,B) = sup{a E ]O, 1]: B c A+ [cK屈，ACB -[cK]a} = 1 

A和<B⇔凩A,B)= sup{a E ]O, 1]: BC  A+ [cK]。,ACB -[cK]a} = 0 

となる。ここで、弓k,~芸および ~K はそれぞれ（3.3), (3.4)および (3.5)によって定

義されているとする。よって、これらのファジィ前順序関係凡，Ruおよびhはそれぞ
れクリスプ前順序関係号k,~芸および ~K と同一視できる。したがって、 (4.10), (4.11) 

および (4.12)によって定義される P(E)上のファジィ前順序関係はそれぞれ (3.3),(3.4) 

および (3.5)によって定義される P(E)上のクリスプ前順序関係の拡張になっている。

5 結論

本稿では、実ベクトル空間上のファジィ順序関係をファジィ錐によって特徴づけた。定

理3において、実ベクトル空間上のファジィ順序関係が pointedなファジィ凸錐と 1対

1の対応があることを示した。さらに、定理6において、実ベクトル空間のファジィ凸錐

からその実ベクトル空間のすべての部分集合の集合上のファジィ前順序関係を 3種類構

成した。

実ベクトル空間上のファジィ前順序関係についても定理 1-5と同様な結果が導ける。

ただし、実ベクトル空間上のファジィ前順序関係は pointedなファジィ凸錐ではなくファ

ジィ凸錐に対応する。
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