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あらまし　特異摂動 系 に は，ア ヒ ル 解 （Canard解）と呼ば れ る興味深い 固有の 非線形振 動が現れ る．ア ヒ ル 解 とは，

解軌道 が nullcline に収束す る領域 （安定 な領域）と nullcline か ら遠 ざか る領域 （不安定な領域）の 両方を通過す る周期

解で あ り，ホ ッ プ分岐近傍で観測さ れ る．これ まで に
， 2次元 の Bonhoeffer−van 　der　Pol （BVP ）方程式 に 対 して 漸近

解析を用 い て ア ヒ ル 解 が 発生す るパ ラ メタ値 を求め，数値計算に よ っ て ア ヒ ル 解 の 存在が確認 され た．しか し，数値

計算 に よっ て 得 られ た解軌道の 中に，理 論的に存在 し得な い 不可解 な解軌道が観 測され た．本研究で は，BVP 方程式

の 数値計算に お い て 観測 さ れ た 不可解 な解軌道の 発生 原因 を調べ る．ま ず，不可解 な解 の 発生原因が数値計算の 精度

不足 に よるもの と考 え，高精度計算 ライ ブラ リ を用 い て ア ヒ ル 解 を計算 し， 不可解な解軌道 が発生 す る か を 確認 す る．

さ らに，高精度計算 ラ イブラ リを用 い て ア ヒ ル 解を解析 し，不可解な解軌道の発生原因 に つ い て 考察す る．
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Abstract 　In　singularly 　perturbed　systems ，
　there 　are 　characteristic 　phenomena 　such 　as　canards ．　Canards　are 　peri−

odic 　Qrbits 　which 　the　trajectory£ollows 　both　the　attracting 　and 　repelling 　pa」／t　of　a　nullcline ・In　the　twぴ dimensionaI

Bonhoeffer −van 　der　Pol （BVP ）equations
，
　theoretically　impossible　types　of 　canards 　have　been　found　by　numerical

computations ．　In　this　study ，
　we 　analyze 　the　causes 　of 　occurrence 　of 　this　strange 　canard 　orbit ．　Supposing　that　the

ladk　of　precision　in　numerical 　computations 　generates　such 　theoretically 　impossible　orbits ，　we 　compute 　canard 　or
−

bits　using 　a　high　precision　computation 　library．恥 rthermore
，　the　process　to　produce　such 　theoretically 　nonexistent

orbits 　is　explored 　in　detail　on 　the　basis　of 　the　high　precision　numerical 　computation ，
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1． ま え が き

　様 々 な 生命現象 の数理モ デ ル と して 非 線形 の 連立微 分方程式

が 用い られ，HQdgkin −Huxley 方程式 （以下 HH 方程式）は，神

経細 胞 膜 の 電気 的興奮現 象を定 量 的 に 再現 す る こ との で きる優

れ た現象論的モ デ ル で あ り，4 次 元の 非線形微 分 方程 式 で 記述

され る 国．HH 方程式は 複雑 な非線 形 関数 を多 く含む た め，神

経興 奮 の 本 質 を とらえ る こ と が 難 し い，その た め，FitzHugh

は代 表 的 な非 線形 回路の 方程 式で あ る van 　der　Pol 方程式を修

正 し，神経細胞 の電 気 的興 奮 現象 を定性的に 表現で き る 2 次元

モ デル と して Bonhoeffer−van 　der　Pol 方程式 （以下 BVP 方程

式 と省略 す る．また，FitzHugh −Nagumo 方程式 と呼 ばれ る。）

を提 案 した ［2］，

　HH 方 程式 や BVP 方程 式 は
， 時定数の 異な る 複 数 の 時 間 ス

ケール を持 ち，数学的 に は特異摂動系 で あ る．特異摂動 系に は，

ア ヒ ル 解 （Canard解）と呼ばれ る興味深い 非線形振動が 現 れ る．

ア ヒ ル 解 と は ，解軌道 が 安 定 な nultcline と不安定な nullcline

に 沿 う周 期解 で あ り，ホ ッ プ分岐近 傍で 観測 され る．ア ヒ ル 解

は パ ラメ タの 狭い 範囲 に お い て 存 在 し， その パ ラ メ タ 値は 漸 近

解析に よ っ て 求 め る こ とが で き る ［3］，これ まで に BVP 方程 式

に 対 して 漸近解析を行い ，ア ヒ ル 解 が発生 す る こ とが 確認さ れ

た 國，そ の 中で，数値 計 算 に よっ て得 られ る解軌道の 中に，理
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表 ユ BVP 方 程 式 に お い てア ヒ ル 解が 発 生 す るパ ラメ タ値 （ε ＝0．1）．

n 　　　Bn ，O、1

1　　−0，9875

4　　−0，986347210693359
9　　−0986315776443403
20　 −0986301374830635

27　 −0．98593904 ユ390151

論的 に 存在 し得な い 不可解な解軌道が 観測 され た．

　本稿で は ，BVP 方 程 式 の 数 値 計 算 に お い て 観測 さ れ た 不可

解 な解 軌道 の 発生原 因 を 調べ る．まず，数 値 計算 の 精度 不 足 に

よ る 誤 差が 不 可 解 な解 軌道 の 発生 原 因だ と考 え，高精度計算 ラ

イ ブ ラ リを用 い て ア ヒ ル 解の 計算を行 い ，不可解 な解軌道が発

生す るか ど うか を確認す る，さ らに，高 精度 計 算ラ イ ブ ラ リを

用 い て ア ヒ ル 解 を解析 し，不可解な 解軌道の 発 生原 因 に つ い て

考察す る．

2，0

2． ア ヒ ル 解

　2．1Bonhoeffer −van 　der 　Pol 方程 式 に現 れ る ア ヒル解

　特 異 摂動 系 で は ア ヒ ル 解 と呼 ばれ る固 有 の 非線形 振動現象が

発生 す る．本稿で は 特 に 2 次 元 の 特 異摂 動 系 で あ る BVP 方程

式 に 現 れ るア ヒ ル 解 につ い て 解析 を行 う．BVP 方程式 は 以 下

の 2 次元の 微分方程式で 表 され る．

　 　 　 　 x3
di＝x −

5
−

y ≡ f（x ，Y）

St＝ε （x
− b）≡ 9（x，y）

（la）

（1b）

0 く ε 《 1 で あ る．こ こ で，ε は 十分小 さ い （0 く ε 《 1）値を

取 る．こ の とき，x は y に 比べ て速 く変化す るの で ，x を速 い

変数 と呼び，シ ス テ ム （1a）を速 い サ ブシ ス テ ム と呼ぶ ．一
方，

y を遅 い 変数 と呼び，シ ス テ ム （1b）を遅 い サ ブシ ス テ ム と呼 ぶ．
ま た ，速 い サ ブ シ ス テ ム の 平衡 点 で あ る ｛（x ，y）lf（x ，y）≡0｝
を x −nullcLine と呼ぶ ．

　ア ヒ ル 解が 発生す るパ ラメ タ bの 値 は漸近 解 析に よっ て 求め

られ る．ε ＝ 0．1 の 場合 に ア ヒ ル 解の 発生 す るパ ラメ タ値 を漸

近 展 開を 用 い て 計算 した 例 を表 1 に 示 す．こ の 漸 近 解 析 の 詳

細 は 次 項 で 述 べ る．表 1 に 示 した パ ラメ タ値 を用 い て ア ヒ ル

解を計算 した 結果 を図 1 に 示 した． ア ヒ ル 解 は ホ ッ プ分岐付

近で 観 測 され，パ ラ メ タ値 の 微小 な 変化に 対 して 周 期解 の 振

幅 が 大 き く変化 す る と い う特徴 を持 っ て い る．表 1 の パ ラ メ

タ値 と ア ヒ ル 解 を見 比 べ る と，パ ラ メ タ値 が 10
−3

程度 しか 変

化 して い な い の に 対 して，ア ヒ ル 解の 振幅は 各 パ ラメ タ値 で

大 き く異な っ て い る こ とが分か る．また 図 1 か ら，ア ヒ ル 解

は x．nullcline に沿 っ た解軌道で あ る こ とが わか る，ε 《 1 の

と き 速 い 変数 x の 変化 ¢ が 支配 的で あ る た め，解 は 速い サ ブ

シ ス テ ム の平行点 （x −nullcline ）に 近 づ く．その 後，シ ス テム の

軌道 は 0 （th）〜0 （g）を保 っ よ うに，　x −nullcline に沿 っ て進 む．

∂〃∂＝
＝・1− x2 よ り，速い サ ブシ ス テ ム の 平 行点 （x

−nullcline ）
の （速 い サ ブ シ ス テ仏 と して の ）安 定性 は，lxlく 1 の 場 合 は 不

1．0

0．0

一1．0

一2．0

一1．0　　　−0．5　　　0．0
馴

0．51 ，01 ．5

図 lBVP 方 程式に お い て 表 1 に 示 し た パ ラ メ タ値 b ＝ Bn ，o．1 を用

　　 い て 計算 した ア ヒ ル 解 （ε ＝O．1）．

安 定，lxl≧ 1 な ら ば安 定 で あ る．この こ とか ら，図 1 に お い て，

Ixl＞ 1 の 領 域 に 含 まれ る 毋
一nullchne を安 定 な 枝 と呼 び，解 軌

道は こ の 安定な枝に 近づ くよ うに動 く．それ に 対 して ， lxlく 1

の 領 域 に含 まれ る x −nullcline を不安定 な枝 と呼び，解軌道 は

こ の 不安定な枝か ら遠ざか るよ うに 動 く．図 1 に 示 した ア ヒ ル

解 は，一
部 が不 安 定 な枝 に 沿 う解 軌道 に な っ て い る．こ の よ う

に，ア ヒ ル 解 は 不安定 な枝 に 沿 う部分 を持っ 解軌 道 で あ る．

　2．2　ア ヒル 解の漸 近解析

　 ア ヒ ル 解の 発生す るパ ラメ タ値 は 漸近 解析 に よっ て 求 め る

こ とが で き る ［3】．大 崎 は そ の 漸近解析の 手法 を BVP 方 程 式

に 適 用 し，canard 　manifold と ア ヒ ル 解 の 発 生 す る パ ラ メ タ値

を近 似 的 に 求め た ［4］．canard 　manifold とは，　 x −nullcline か ら

0 （ε）の 位置 に存在す る不変多様体で あ り，安 定 な多様体 と不 安

定 な多様 体 か らな る，パ ラメ タ bの 値 に よ っ て，そ の 安定 な 多

様 体 と不 安 定 な多 様 体 の 位 置関 係 が 変 化 し，2 っ の 多様 体 が 滑

らか に つ な が る とき，シ ス テ ム が ア ヒ ル 解を持つ ．また，2 っ

の 多様体が滑 らか に つ なが るパ ラメ タの 値が，ア ヒ ル解 が発生

す るパ ラ メ タ値で ある。

　 本 節 で は，BVP 方 程 式 の ア ヒ ル 解 に 対す る漸 近 解 析 の 手 法

を簡単 に 紹介 す る．式 （1）で t を消去 す れ ば，

（x
一誓一

り帥 一・・ （2）

とな る．y
’

は y の x に 対す る微分を表 し，以後 こ の 記 法 を用

い る。こ こで は，y を canard 　manlfold の 近 似 と して x の 関数

y（x ）で 表 す こ とを考え る．ま た，式 （1）が canard 　manifold を

持つ た め の パ ラ メ タ値 も近 似 的 に 求 め る，b，　 y を漸 近 展 開す

る と
，

b＝b。 ＋ εb、 ＋ ε
2b2

＋ ＿

y ＝y。 ＋ ε〃、 ＋ ε

2y
、 ＋

一

とな る．式 （3）を式 （2）に 代入 す る と，

（3）

一 42 一
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α （x ，y。）y6＋ε（α （x ，y・届 一y・y6）

　＋ε
2

（α （X ，〃。）y≦　− y、y！一〃、y6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　＋ε

3
（α （x ，y。）垢一

瓣 弖一y、yi − y・y6）＋ …

ニ ε（X − b。）一ε

2b
、
一ε

3b
、
一…

を得 る，こ こ で，α （x ，yo）≡ x − x3 ／x − ye で あ る．まず，式

（4）に 対 して，0 （ε
o
）の 項 の 係数 を両辺 で 比較 す る と，

α （x ，Y。）y6 ＝o （5）

となる．こ こ で y は canard 　manifold の 近 似 と考 えて い る た

め，式 （5）を満 たす た め に は α （π ，yo）＝0 で あ る 必 要 が あ る．

よ っ て，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x3

　　　　　　　　　　y・
＝

・
−
5 　 　 　 （6）

を 得 る．次 に 式 （4）に つ い て，0 （ε
1
）の 項の 係数を 比較する と，

一yiy6　＝ 　x 　一わo （7）

と な り，さ ら に これ を書 き直 す と，

　　　　　　　　　　　y、
− b・

≠　　　　　 （8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Yo

を得 る，y6 ＝1 − x2 よ り，　 x ＝− 1 の とき y6 ＝ 0 とな る．こ

こ で，y は canard 　manifold の 近 似 と考 えて い るた め，安定，

不安定 な 2 つ の 多様体が 滑 らか に 接続す る 必 要が あ る．よっ

て ，式 （8）お い て x →
− 1 と し た とき に Yl が有 界 で な けれ ば

な らず，

　　　　　　　　　　 lim　 b。 −
x ＝0 　 　 　 　 （9）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x −，− 1

が 得 られ，bo＝− 1が 導か れ る．さ ら に，式 （4）に つ い て 0 （ε
2
）

の 項の 係数を両辺で 比較す る と，

一y、y6 − y、yl ＝− b・

となり，これ を書 き直せ ば

bl− Ylz｛
Y2 ＝

　　　　y6

（10）

（11）

を得 る．Yl の と きと同様 の 考え方で，　 x →− 1 と した ときに Y2

が有界 で あ るた め に は，

鱒
一

緲 ・一… 喪 ｛
　 1 　 − 1

x
− 1 （x

− 1）2｝・・2・

とな り，bl＝118 が 導かれ る．こ の よ うに，同様の 計算 を繰 り

返 し行 う と，canard 　manifQld と canard 　manifold が 存在す る

bの 値を ε に 関す る漸 近 展 開 として 求め る こ とが で き る．以 降，

♂ まで 漸近 展 開で 求め た パ ラ メ タ b の 近 似値 を

　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　B ・ ，・ 一Σ b試 　　　　（・3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 le＝0

一〇．6 　　　
−0．6

−e．8 　　　−0．8
− 1．0 　 　　　 − 1．O
　 　 　 H

一
工．2　 　　 − 12

− L4 　　 − 1、4
　 −0、7　　　−0．6 　　　− D．5 　　　−0．4 　　　−O、7　　　−0．6 　　　−0．5　　　

− 0．4
　 　 　 　 　 　 　 y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 y

（a ）b ＝Bi 、o、01，　B3 、o．ol，　Bs ．e．ol 　　　　　　　（b）b ＝B7 ，0．ol

21O12

臼

一

一
一

〇．4　　 0．0　　　 0，4

　 （C）b ＝Bg ρ．Ol

2

一〇．4

一〇．68

一〇，8

　 　 一1．0
0．8　　　　　　−0，60 　　　　−0．52　　　　

−0．44
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y

　　　（d）図 2（c）の軌道 の不安定な枝付近で

　 　 　の拡大図

　 　 　 　 　 　 　 eO

　 　 　 　 　 　 　
− 1

　 　 　 　 　 　 　
−2

　 　 　 　 　 　 　 　 1、2 　　　　 1、3　　　　 1．4 　　　　 1、5
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t （× 104 ）

　　　　　　　 （e ）図 2（c）の軌道の時問変化の様子

図 2　BVP 方程式 に おい て 表 2 に 示 した パ ラメ タ値 b ＝Bn ，o、Ol を用

　　 い て 計算 した ア ヒ ル 解 （ε ＝0，01）．

合，ア ヒ ル 解が 発生 す る パ ラ メ タ値 は，Blo 以降で は 小数点以

下 15 桁まで の 値に 変化 が 見 られ な く な っ た ．そ の た め ，表 2

に は Bg まで計算 した 結果 を示 した．表 2 に 示 した パ ラ メ タ値

を用い て，ア ヒ ル 解 を数値 計算 に よ っ て 求め た結 果 を図 2 に示

す，図 2（a）は，パ ラ メ タ値 b ＝ B1 ，0．01，　 B3、o．01，　 Bs，D．ol の 場

合 の ア ヒ ル 解，図 2（b），図 2（c）は そ れ ぞれパ ラ メタ値 B7，D．01，

Bg，o．01 の場 合の ア ヒ ル 解で あ る，不安 定 な枝付近で の 図 2（c）

の 軌道 の 拡大 図 を図 2（d）に，図 2（c）の 軌道 の 時間変化 の 様 子

を図 2（e）に 示す．

　図 2（a ）で は ，ε
＝0．1 の 場 合 と 同様 に，国 く 1 に おい て 不安

定 な枝 に 沿 うよ うな解軌 道 に な っ て お り，ε ＝O．Ol に つ い て も

ア ヒル 解 の存 在 が確 認 で き る．こ こ で注 目したい の が
， 図 2（b），

図 2（c）の パ ラ メ タ値が B7，0、01 ，　 Bg，e．01 の 場合の ア ヒ ル 解で あ

る．図 2（b）で は，（x ，y）＝（− 1．Oi−0．5）辺 りで 軌道が 不安定な

枝か ら下側 の 安定 な枝 に 向か う際に，一
つ の 周期解 に 収 束 して い

な い 様子 が 見 ら れ る．また図 2（c）で は，（x ，y）＝（
− O．61− 0．5）

と表現 す る．

　2．3　理論的 に不 可 解な解軌道

　BVP 方程式で ε ＝0．01 の とき ， 漸近解析に よ りア ヒ ル 解 が

現れ るパ ラメ タを求 め た，その 値 を表 2 に 示 す．ε
＝0．01の 場

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　一 43 一

表 2　BVP 方程式に お い て ア ヒル 解が 発生 す るパ ラメ タ値 （ε ＝0．01）．

　　　　　　　　 n 　　 Bn，O．01

　 　 　 　 　 　 　 　 1　 − 0，99875

　 　 　 　 　 　 　 　 3　　−0．998740456054687

　 　 　 　 　 　 　 　 5　　−0．99874045 ユ253671

　 　 　 　 　 　 　 　 7 −O．998740451245979

　 　 　 　 　 　 　 　 9　　−O．998740451245955
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図 3　BVP 方 程 式 に お い て 高精度 変 数 を用 い て 計 算 した ア ヒ ル 解

　　 （b ＝＝Bg ，O．ei ，ε ＝0．Ol）．

の 辺 りで ，不安定 な枝 か ら上方 向 と下方向 に 向 か う軌道が存在

し大振幅と小振幅の 周期解が発生 して い る事が わか る．図 2（b），

図 2（c ）の よ うな 軌道は，解軌道が 自身と交 わ るた め ，理論的

に は 存 在 し得 ない ，不可 解 な解 軌道 で あ る．以 降，この 不 可解

な解軌道 の 発生原 因 を調べ る，

3． 高精度計算ライブラ リを用い た 解析

　前節で は，BVP 方 程式に おい て ア ヒ ル 解が発 生 す るパ ラ メ

タ値 を漸 近解 析 に よ り求め，数値計算 に よ っ て ア ヒ ル解 を 計算

した 、そ の 中で
， ε

＝O．Ol，　 b ＝＝B7 ，
　 Bg の 場合 に ，理 論的 に

説 明 で きな い 不可解 な解軌道が 観測さ れた．本節で は，その 不

可解な解軌道 の 発生 原因 が，数 値 計算 の 精度 不足 に よ る もの と

考 えて，高精度計算ラ イ ブ ラ リ を用 い て ア ヒ ル 解 を計算 し，不

可 解な解 軌 道 の 発生 原 因 を調べ る．

　3．1 高緒度計算ライブラリを用 い たア ヒル解の 計算

　まず，これ まで に 発生 した不可 解 な解 軌道 が高精度計算 にお い

て も発生 す るか ど うか を 確認す る．高精度計算に は，MPFR （the

Mu1 もiple　Precision　Floa もing−point　Reliable　library）を 用 い

る［5］．こ の ライ ブ ラ リ を用 い る と，数値計算 に 用 い る 浮動

小 数点 の 仮数部 の bi七数を任意に 設 定す る こ とがで き る．一
般

的な double型 変数 の 仮 数部 に は 52bitが割 り当て られ て お り，

52bit以 上 の bit数を指定す る こ とで，　 double型 変数 を用 い た

計 算 に 比べ 高精 度 な計 算 を行 うこ と が で き る，以 降，計 算に 用

い る 変数の 仮数部の bit数 を，変数 の精度 と表現 す る．

　図 2（c ）と同 じパ ラメ タ値 に 対 して 高精度変数 を用い て ア ヒ

ル 解 を計 算 した結果 を図 3に 示す．こ の 計算に は，200bitの 精

度を 持つ 変数 を用 い た，図 3 を見 る と，図 2（c），2（e）の よ うに

不 安 定 な枝 か ら上 方 向 と下方 向 に 向か う解軌道 は 発生 せ ず，

一

つ の 閉軌道に 収 束 して い る こ とが 分か る。こ の 結果の よ うに ，

高精度変数を用い て 計算 した 場 合，不 可 解な解 軌道 は発 生 しな

い ．変数 の 仮 数 部 の 精度 を上 げ る こ とで ，不可解 な解軌道 が 発

　　 　　一〇．8　　 −0．7　　 − 0．6　　 − O．5　　 − G．4　　 − 03
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 シ

図 4　（x，y）＝（
− 1．O，− O．67）付近で ア ヒル 解に 数値的な摂動 を加 えた

　　 場合の 解の様子 （ε ＝0．Ol．　b＝　Bg，e．a1）．

生 しな くな る こ とか ら，数値計算 に お け る計算 の 丸 め 誤 差 が不

可解な解軌道の 発生に 影響 して い る と考 え られ る．

　3．2　数慥計算の 誤差 が解に及 ぼす影響

　ア ヒル 解は
， X −nuiicline の 安定な枝 と不安定な技に 沿 うよ う

な 解軌道 で ある．安定な枝の 付近 で は 解軌道 は x −nullcline に

近づ くよ うに 動 き，不 安定 な枝の 付 近 で は解軌道 は x −nullcline

か ら遠 ざか る よ うに動 く．その た め不安定な枝 の 付近 で の 微小

な数値計算誤差が，上方向 と下方向に 向か う不可解な解軌道の

発 生 に 影響 して い る と考 え られ る．本節 で は ， ア ヒ ル 解 の 軌道

に数値的な摂動 を加 え る こ とで 仮想 的に 誤差を再現 し，解軌道

に どの よ うな 影響 を及 ぼ す の か を調 べ る．

　不 可解 な解軌道 が 発 生 しな い 精 度 200bitの 変数 を用 い て 計

算 した軌道 に 数値的な摂動 を加 え る．まず，安 定 な 枝 と不 安 定

な枝が ぶ つ か る点 （x ，y）＝（
− 1．e

，

−0．67＞に，軌道 に 対 して 垂

直な方 向 （今 は z 方 向）に 士 工0
− 5，±10

− 10，± 10
− 15

，± 10
−20

の オ
ーダー

の 数値 的 な摂動を 加 えた ．こ の 結果 を 図 4 に 示す，

図 4 を見 る と， ±10
− 5
，士IO

’“lo
，±10

− 15
の 摂動を加 えた場合，

解軌道 は 上方向と下方向に 向か い ，士IG
− 2e

の 場合は，上 方向

に の み 向か う軌道 が観 瀾 され た．数 値 計 算に お い て double 型

変数を 用 い た場 合，計算の 有効桁数は 約 15桁で あ り，図 4 の

± 10
− 15

の 摂動 に対 応 す る，よっ て，x ＝− 1．0 の 不安定な枝 に

差 し掛か る 部分で，double型変数の 計算 に よ る丸め 誤差が 発生

す る と上方 向 と下方 向に 向か う解軌道 が発 生 す る こ とが確 認 で

きた．

　次 に ，解 が 不 安定 な 枝 に 沿 っ て あ る程 度 進 ん だ （x ，y）＝

（− O．8
，

− 0．6）の 辺 りに，数値的な摂動を加える．上 と同様 に 精

度 200bitの 変数 を用 い て 計 算 した ア ヒ ル 解 の 軌 道 に 対 して 垂

直 に，±10
−5t

± 10
− 10

，士 10
−15，±10

−20
の オー

ダ
ー

の 摂動

を加 え る，結 果 は 図 5 に 示 す．図 5 で は，±IO
−s
，士 10

− lo
の

摂 動 を加 え た場合 に 解 は 上 方 向 と下 方 向 に 分か れ ，士 10
−15，

±10
− 20

の 摂 動 を加 えた場 含 には上 方 向 に の み向 か う軌道 が 観

測 され た．こ の 結果か ら，特 に，x ＝− 1．0 付近の 不安定な枝

に 差 し掛か る部分で の 計 算 誤差 が不 可解 な解軌道 の 発生原因だ

と考え ら れ る．
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図 5　（x，y）＝（−O．8，−0．6）付近で ア ヒル 解に 数値的な摂動 を加 えた

　　 場合の 解 の様子 （ε ＝0．01，b ＝　Bg ，0．．01 ）．
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（b）図 6（a ）の 不安定 な枝 付近 で の 拡

大図

図 6 一
つ の 閉軌道に 収束せ ず複数の 線が 存在 す る例 （ε ＝0．0ユ）．

　3．3　不 可解な解軌道の発生に対する e の影響

　こ れ まで の 数値計 算で は， BVP 方程式の ε ＝0，01の 場合に

不 可 解な解軌道が 観測 さ れ た ．しか し，ε ＝0．1 と した シ ス テ

ム で は，不可解な解軌道 は 観 測 され て い な い ．以 下で は，ε と

不可解 な解軌道 の 発 生 との 関係を調 べ る，

　こ こ で は，ε の 値を，0．03 か ら 0．001 まで 変化 させ，不可解

な解 軌道 が 発 生す る変数の 精度を調べ る，また，ア ヒ ル 解 の 発

生 す るパ ラ メ タ値 は ε を用 い た漸 近展開 と して 近似 され るの で ，

ε に よっ て ア ヒ ル 解 の 発生す る パ ラ メ タ 値は 異 な る．そ の た め，

各 ε に つ い て ア ヒ ル解 の 発生 す るパ ラ メ タ値 を漸近 解析 に よ り

近 似 し，有効 桁 数 15桁 まで の 値 に 変化 が な くな る次 数 まで 漸

近 展 開 し た パ ラ メ タ値 に 対 して 不 可解 な解軌道が 発生す る変数

の 精 度 を調 べ る．また こ の シ ミ ュ レーシ ョ ン で は，解軌 道 が 不

安定な枝の 途中で 上 方 向 と下方 向 に 向か う軌道 の み を不可解な

解軌 道 で あ る と判 断す る．変数の 精度に よ っ て は，図 6 の よ う

に，解軌道 は す べ て 上方 向に の み 進 む が，一
つ の 閉軌道に 収束

して い な い 軌 道 が 観 測 され る．こ の 解軌道 も理 論 的 に は存在 し

得ず，不可解 で あ る と考 え られ るが，こ の シ ミ ュ レーシ ョ ン で

は不 可 解 な解軌道 として 扱わ な い ，

　今回は，数値計算 に 用 い る変数 の 精度 を
一
般的な double型

の 仮数部の bit数で あ る 52bit か ら順番 に上 げ，不 可解 な解軌

道 が 発生 す る 最大 の 変 数 の 精 度 を調 べ た，そ の 結果 を図 7 に 示

す．図 7 に 示 した 点は，不可 解な解 軌道 が 発生 す る変 数 の 精度

の うち，最も高精度な変数の bit数 を表 して い る．それぞれ の

ε に つ い て ，示 した 点 の bit数以下 の 精度の 変数 を用 い て 計算

した場 合 に 不 可解 な解軌道 が 発生 し，示 した 点 よ りも大 きな精

度 を 持 つ 変 数 を用 い た 計算で は 不可解 な 解軌道 は 発生 しな い ．

ま た ，ε ＝0，03 に つ い て は，double型 変 数 を用 い た 計算で は

不 可解 な解軌道は 発生 しなか っ た の で ，図に 記 され て い る点 は

ε ＝0．02 か らとなっ て い る．

　図 7 を見 る と，double型変数を用 い て ア ヒ ル 解 を計 算 した

場合，不可解 な解 軌道 が 発 生 す るの は ε が 0．02 よ り小 さ い 場

合で あ る こ とが わか る．こ の こ と か ら，ε ＝0．1 の 場合 に は ア

ヒ ル 解 の数値計算 に お い て 不可解な解軌道 は発生 しなか っ たの

に 対 して，ε ＝ 0．01 の 場 合 は 不 可解な解軌道が 発生す る とい う

こ と も確 認で きた ．さ ら に，ε が 小 さ くな る ほ ど，不可解な解

軌道が発生す る変数の 精度 が 高 くなっ て い る こ と が わか る，言

い 換え る と，ε が 小 さ くなる こ とで ，不可 解な解 軌 道 が 発 生 し

やすくな る とい うこ とで あ る．特 異摂動系に おい て ε は，速い

変 数 と遅 い 変 数 の 時 定 数 の 比 を 表 して お り，ε が 小 さ くな る と，

相 対 的に 遅 い 変数の 変化 に 対 して 速 い 変数 の 変化が 速 く な る．

こ の BVP 方 程 式 で は ，ε が 変化す る こ と で，不安 定 な枝 の 近

傍で ，不安定な枝か ら x 方 向に遠 ざか る ダイ ナ ミ クス が 変化 し，

ε が小 さ くな れ ばな るほ ど，不安定 な枝か ら速 く遠 ざか る こ と

に な る．そ の た め，ε が小 さ くな るに っ れ 不 可解 な 解軌道が 発

生 しや す くな る と考 え ら れ る，

4 ． あ と が き

　本研 究で は，高精 度計算ライ ブラ リを用い て，2 次元の 特 異

摂動 系 で あ る BVP 方程式 の ア ヒ ル 解 の 数 値 計 算 に 現 れ る不可

解 な解軌道 の 発生原 因 を調 べ た ．高精度変数を用 い た ア ヒ ル 解

の 計 算で は 不可解な解軌道 は 観測 され ず ， 数 値 計 算に 用 い る変

数 の 精度に よ る 計 算誤 差が 不可解な解軌道の 発生 に影 響 して い

る と考 え られ る，さ ら に，高 精 度計 算 に よ っ て 得 られ た ア ヒ ル

解 に 数値 的な摂 動 を加 えた と こ ろ，特 に，ア ヒ ル 解 の 安 定 な領

域か ら不安定な領域に 遷 移す る部分 で の 誤 差が，不可解 な解 軌

道 を発 生 させ て い る こ とが 分か っ た．また，こ の 不可 解 な 解軌

道は 時間ス ケ
ー

ル ε が 0．1 の 場合 に は 観測 され ず，ε ＝0．01 の

場合 で は 観測 され る，こ の こ と に つ い て ，ε を変化 させ 不可解

な解軌道の 発生を調べ た とこ ろ，倍精度計算で は ε が 0．02 以

下の 場合に の み 不 可解 な解軌道が 発生す る こ とが分か っ た．さ

らに ，ε が小 さ くなる に つ れ，不可 解 な解 軌 道 の 発生を抑制す
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る た め に 必 要 な変数 の 精 度が 高 くな る傾 向 に あ る こ と も確認 さ

れ た．っ ま り，ε が 小 さ く な る に した が っ て ，正 確 な ア ヒ ル 解

を計算す るた め に は ， よ り高 い 精度 を持つ 数値計算が 必要で あ

る と言 え る．
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