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この講義録では Modica-Mortola問題のエネルギー汎関数
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に関連するいくつかの問題について説明する.ここで OcRnは滑らかな境界をも

っ領域、 u:O→R，Wは土1でOとなる非負関数 (doublewell potential)、ε>0

は小さなパラメターとするoWとしては (1-U2)2/4がよく使われる(ここでは簡
単のためこの W のみを考えることにする).Ecは相分離に関連して頻出する汎関

数で、ある安定な 2つの相が共存している状況を考えたとき、 Uは(規格化され

た)密度関数、 W はヘルムホルツ自由エネルギー、そして EEは現象論的な界面
エネルギーを表すものと考えられる.とても単純な汎関数である一方で、多くの

深い結果が知られている極小曲面の理論に関係しており、数学的に豊かな構造を

持つ汎関数であることが近年分かつてきた.ここでは著者の研究に近い話題に話

を限って、以下、~ 1 では基本的な 1 次元の場合について、 ~2 では多次元の場合の

問題について、 ~3 ではノイズ付きの Allen-Cahn 方程式に動機付けられた問題につ

いて説明する.~ 1 、 ~2 に関しては多少異なるスタイルで [22] でも最近書いており、

参照していただきたい.

9 1. 1次元の場合

簡単な場合として EcをR上で最小化することから始めよう.ここでは Dirichlet

境界条件として、叫(-∞)=-1、叫(∞)= 1を課すことにする.この条件下、 Ec

は簡単に最小化でき、最小解は Euler-Lagrange方程式

ーεu~+ W'(uc)/ε=0 

を満たす.u;を式に掛けてやると

(ε 2 I W(uc) 
刊 +7)ニ O

であることがわかるので、無限遠での条件をあわせて考えると R上、

W(uc) _; (U~)2 十一τ.:..::..:.. = 0 

であることがわかる.よって結局最小解は 1階常微分方程式

εu~ = f2前日=(1 -u;)/V2 
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「非線形数理冬の学校」

を満たし、よって叫(x)= tanh( (x -c)/(ε必))(cは任意)がその解となる.この

とき Ee(Ue)は

Ee(Ue) =ぷ(U~)2 + ぞ=んε(U~)2

= (ω2W(ue) = {1 J2前可ds三 σ(=竿)
JR J-1 • .) 

となり、 W のみによって決まる定数である.tanh((x-c)/(εV2))はx=cのε近傍
で-1から 1へ変化する関数であり、例えばcから 10εでも離れてしまえば数値的には

1 またはーl と思ってさしっかえない数になる.また C を固定して出(U~)2+吟叫)dx
をR上の測度として考えると、 ε→0としたときにはx=cに集中するデルタ関
数に測度として収束する.以下、 q(t)= tanh(t/ V2)とおくことにする.

次に積分条件を課した有限区間 [0，1]上での問題を考えよう.まず、 mモ(-1，1)
を与えたとき、 f0

1ue= mで、

FIin EE(u)ニ Ee(叫
ん vニm

となる Ueの存在は適当な関数空間での最小化をすることで示せる.積分条件を課

していることから、 Euler-Lagrange方程式には Lagrange乗数が付き、

、八一一
川一

ε
+
 
u
 
ε
 

が R上で満たされる.多少の議論が必要だが、 lime→o九=0が示せ、最小性から

1回しか-1近傍から 1近傍に Ueは移らないこと、 lime→oEe(Ue) =σであること、

エネルギーは mによって決まる点に集中するデルタ関数になること、その近傍で

は Ueはq((x-c)/ε)に近づくことなどが示せる.

上の 2つの問題は最小解についてであり、結論は εの数倍程度の界面領域があっ

てtanhの形で、移っているというのが答えになっている.余談になるが、ここで視

点を変えて、最小解に捉われずに以下を考えてみよう.区間 [0，1]に定義される任

意の滑らかな関数列{町}が、ある Oに収束する εj> 0に対して

limsup EE3(uj)く∞
3→∞ 

であるとするならば、的や、測度~(す(uj)2+宅戸)dxの極限(もし存在するな
ら)について一般的に言えることは何であろうか? このようなエネルギー有界性

をもつような関数列は、 q((x-c)/ε)の形の関数をいくつか適当につなぎ合わせる
ことで簡単に構成でき、その極限は σ×有限個のデルタ関数となる.しかしすぐ

に分かることは、任意の関数列を考えたとき、測度の極限は必ずしもそのような

ものばかりとは言えず、かなりの自由度があるということである.ではどのよう
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な一般的な条件で、町がtanhのような移り方をするように保障できるだろうか?

いろいろな条件が考えられるが、興味深い例を後述する.

92.一般次元の場合

前節で考えた 2番目の問題を一般次元で詳しく見てみよう.以下一般次元を考

えるが、体積といえばη次元ルベーグ測度、曲面積といえばη-1次元ハウスドル

フ測度を意味するものとする.η-1次元ハウスドルフ測度は界面の‘曲面積'と

思ってもらって差し支えない.m ε(-101，101)を与えたとき(ただし 101はQの

体積)、最小化問題

Amin Ee(v) 
Jnv=m 

を考える.変分法のスタンダードな方法でこの問題の最小解は存在し、処は Euler-

Lagrange方程式
W'(Ue) 

ーεムUe+一一一一ー=入E
ε 

を満たす.ここでんは前節でも見られたLagrange乗数である.エネルギーに関し

ては mとQのみに依存する定数Cが存在して、任意の Oく εく 1に対して最小性

から Ee(ue)::; Cとなることが容易に示せる. 1次元の問題でもそうだったが、処

はε位の幅の界面領域以外は土lにちかい値であることが期待される.Ueに対し

てMe= {ue = O}とおき、以下のような仮定をしてみる.

f dist(x， Me) ue(x)どO
d(x) = ~ l -di坑(x，Me) ue(x)く O

としたとき、処(x)勾 q(d(x)/ε).これは界面近傍を拡大してみれば、おおよそ 1次

元的な移り具合をしたほうがエネルギー的に得であろうということに動機付けら

れた仮定である.このように仮定すると、距離関数に関しては IVdl三 1であるこ

とをイ吏って、

fε'¥21Vd12 ， W(q) 
Ee(ue) ~ I /T'. 'c.J-ft ~(q') でγ 十一一

JM"の近傍 2

勾~ foo f _l(イ(s/ε))2+ W(q(s/ε)) d冗η lds~σ 比の曲面積
εJ-∞J{dニs}~ 

となることが期待できる.ここで l行白から 2行目への近似は Co-areaformula([6]) 

を使っており、また最後の近似は {d= s}の(n-1)次元ハウスドルフ測度はほぼ

Meの曲面積に等しいと考えて近似している.Ueは積分条件を満たしつつ Eε を最

小化しており、よって ME. はおよそ分割する体積比が指定された曲面積最小曲面

に近いことが予想される.0内でそのような性質をもっ分割曲面は定平均曲率曲

面であることが知られている.式を使えば

-εムUE Wf fムd fflvdl2Wf 
十一一応一勾一一一 εq一一，一+一一勾ーイムd
εεεム ε
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であり、これは九に等しいこと、及びムdはMEの平均曲率に等しい量であるこ

とから九は界面MEの平均曲率を表す量に比例していることも期待できる.以上

のことは実際に一般的な意味で正しい.ここで正確な定理を述べておこう.

定理 1([9， 10， 15]) 0は有界でリプシツツ連続な境界をもっとする UEjは

EEi (uEJ = min f_ v=m E，ε(ν)かつんUEi= m、limj→∞εj= 0とする.このときあ
JO -

る部分列(再びjで書く事にする)とある有界変動関数 ([6])Uoが存在して、

(1) limj→∞10 IUEj - Uo 1 = 0で、 Uo(x)=土1がほとんど全ての点で成り立つ.

(2) 0 nδ{Uo = 1}は同じ体積比を分割する曲面の中で最小の曲面積をもっ.つ
まり任意のEcOでIEI-IO¥EI=mであるものに対して

1{n-l(o nθ{Uo = 1})三1{n-l(onδE) 

が成り立つ.ただし Q¥E= {xε01 x ~ E}である.

(3)η~7 では on 8{uo = l}は滑らかな曲面で、定平均曲率をもっ.その平均
曲率は limj→∞子で与えられる .η 三8では Onθ{Uo= l}は閉特異点を持

つ可能性があるが、その特異点のハウスドルフ次元は高々η-8である.

(4) 

J込jEE3(uεJ= 1{n-l(o nθ{Uo = 1}) 
が成り立つ.

(5) 

r Icj 1r7  12 W(uEJ 
J2EんはIVUEjl~ ーっアニ O

が成り立つ.

正確にいえばOnθ{Uo= 1}や OnθEの曲面積とは、それぞれ集合{Uoニ 1}、

Eの特性関数の Q内での BVノルムとして定義されるものである.しかしここで

は Onδ{Uo ニ l} は η~7では滑らかであるし、比較する集合 E も滑らかな境界を

持つものを考えれば特にその境界の曲面積についての定義は通常の曲面積を考え

れば済むので以上のように述べていることを注意する.(1)と(2)は極限関数Uoの

界面δ{Uo= 1}が Q内で体積条件付きで曲面積最小曲面になっていることを示し
ている.界面の正則性については幾何学的測度論においてよく知られている事実

である ([6，14]).(4)はEE/σがεが小さいときには界面曲面積に近いことを意味

しており、 またt:.0パ川叫巾δ列仰{いUo=→1け}の曲面積測度と、 t巾巾(伝何号引|仇v仇刊凡川u叫h州E勺4小jl
測度が完全に一致することもわかる.(5)は2つの項がある意味で、バランスをとっ

ていることを示している.R上でのq(x/ε)はこの2つの項が丁度等しかったこと

F
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を思い出して欲しい.この問題については多少テクニカルな点になるが、以下の

ことも示されている.

定理2([7， 19])上記定理1と同様の仮定下、

(1) (内部での界面領域の強収束)(n nθ{UO = 1}) U (θn)の任意近傍の補集合
上、 Uejは 1または -1に一様収束する.

(2) (境界も含めての界面領域の強収束)nが凸領域とすると、 nnδ{UO= 1}の
任意近傍の補集合上、 Uejは1または -1に一様収束する.

よって UejはL
1ノルムで Uoに収束するのみではなく、界面領域が極限の界面に

近いことがわかる.定理2(1)の著しい応用としては、局所エネルギー最小の U
ej

は局所的に曲面積最小の界面をもっ Uoに収束することである ([7]).これはF収束

を用いた証明では得られなかった結果である.

極限の界面の‘形'について一般的なことはあまり言えないが、私の知ってい

る範囲では Qが狭義で凸である場合には関連する事実として以下が知られている.

この結果自体は 'Sharpinterface'の問題、つまり極限の曲面積最小問題に関する結

果である.

定理3([16]) nは狭義で凸とする.Ecnが IEI-In¥EI=mの制限を満た
す領域の中で曲面積最小界面を持っとする.つまり

行η-l(nnθE) = ，_， ~~ll 行n-1(nnθF) 
IFI-In¥FI=m 

であったとする.すると nnθEは連結集合である.

多少詳細を言えば、この論文ではある程度滑らかで曲面積汎関数に関して安定

性をもっ界面は連結であるといつことを示している.曲面積最小性はむしろ十分

な滑らかさを保障しているだけで、本質的な評価の段階では安定性が重要となっ

ている.この定理3より、もし Qが狭義で凸であれば定理1のnnθ{UO= 1}は
連結であることが保障される.定理3の'Phasefield'版として

定理4([17]) nは狭義で凸とする.Ueは体積条件付きでEeに関して安定である
とする.つまり、任意の JnV= 0である UεH1(n)(= {vεL2(n) I Vvε L2(n)}) 
に対-して

立1 Ee(Ue十tv)ニ 0，
dt It=o 

..J2 

ニτEe(Ue+ tv)三o
urlt=0 

であるとする.すると十分小さなすべてのεに対して川Eの界面領域は連結である

ここで言う界面領域の定義は複雑なので詳細は [17]を参照して欲しい.定理4

に定理2(2)を応用することで以下が示せる.

-26-



「非線形数理冬の学校J

定理5([19]) 0は狭義で凸とする.Uejは体積条件付きで Eej~こ関して安定であ

るとする(定理4参照).また liminむ→∞ Eej(Uej)く∞とする.するとある部分

列が存在して(同じ記号を用いる)、

/ム 2 . W(Ue川
μ=民zばlV'uejl:l +つ~CJI)dx

をQ上の測度としての極限とすると、 μのサポート(={xεsllμ(Br(x)) > 0 
が任意のr>Oで成り立つ})は連結である.

もし Uejがエネルギー最小であったとすると、その極限界面は曲面積最小になる

ので定理3から連結であることがわかるのであるが、安定性だけを仮定しでもや

はり極限界面が連結になることが示せるのである.ただし安定性のみの仮定では

極限界面の正則性についていえることが少ない(多分かなり正則であると思われ

るにまた定理5ではエネルギーの一様有界性を仮定の一部としたが、これも多分

いらないであろう(あまり考えていないが..).定理5の結果は μのサポートが滑

らかであるかどうかは示していない.予想としては μと、 Onθ{Uo= 1}の曲面測

度が一致して(つまり O三 1が成り立つ)また界面は曲面積最小の場合と同じタ

イプの正則性を持つのではないかというものである.

予想、 Qは狭義で凸とする .Uε3は体積条件付きで Eejに関して安定であるとす

る(定理4参照).するとある部分列の極限Uoに対して、 Dnθ{Uo= 1}はη 三7

では滑らかで連結な定平均曲率曲面である.

連結ではない状況というのは例えば2つ以上の‘島'があるような場合である

が、そのような相分離状況では必ず不安定性があるだろうということは予想でき

る.しかしこれを一般的に示すのはなかなか難しいのである.安定解については

他にも興味深いことが示されている ([20]).

さて仕切り直しをして、ここで再び最小化に捉われないで考えてみよう.0上

定義された滑らかな関数列{Uej}立1、limj→∞勺 =0が

li界己fιj(uej)く∞

であるとする すると Uej円台 lV'uej1
2 +与サdxの適当な収束する部分列を

とったとき、その極限について何が言えるだろうか. 1次元のことを考えてもそ

うであったが、エネルギー有界性は必ずしも Uejの界面領域が‘界面的'になると

いう保障を与えない.エネルギー有界の仮定はある意味で‘滑らかな曲面の列で

その曲面積が一様に有界であるとき、その曲面の極限について一般的に何がいえ

るか ?'とたずねている状況と似ている.これだけでは例えば以下のような簡単な

例が考えられる.0ζR2に一辺が l/jの長さをもっ格子を入れてやり、各格子点

を中心に半径1/j2の円を界面としてやると、円の数は O(j2)であり、各円周長は

2π/j2であるので総円周長は 0(1)となる.一方、 j→∞とすると、集合としてこ

門

iつω
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れら円は調密な‘有理点集合'に収束する.各jに対して、このような円の和集合

を界面領域としてもち、 Eε(UC)が有界であるような叫と εは簡単に構成できるの

で{UC= O}がエネルギー有界性を保ちながら調密な集合に収束するようなものは
存在するわけである.さらにもっと中途半端な突起を沢山持つようなものも構成

できるので、エネルギー有界性の仮定だけではとてもではないが界面的でq(d/ε)
のような状況になっていることを保障できないのである.もちろん考えている現

象やスケーリングによってはそのような状況が正しく望ましいものであることも

あると思うが、一方で‘どのような条件をさらに与えると叫は界面的に振舞うか'

ということが自然な問題として提起される.この候補として、すこし天下り的だ

が、変分問題的、または幾何学的に自然なものとしては曲率、特に平均曲率の適

当な積分量が良い候補と考えられる.エネルギー最小解の時にはその平均曲率に

当たる量としては
W'(U) 

j=-εムU+一一一一
ε 

が考えられたし、実際fが定数の時には平均曲率に収束していた(定理1(3)) . 
ちなみに W を‘ヘルムホルツ自由エネルギー'と考えられると述べたが、熱力学

的な枠組みではこのfは‘化学ポテンシャル'と見なせることに注意する.このf
についてある種の有界性を仮定するといろいろな意味で(私見ではあるが)‘筋の

良さそうな'結果が期待できるのである.幾何学的測度論では‘一般化された意

味での界面， (例えばバリフォールド [1])に対して‘一般化された平均曲率'が定
義できるのであるが、その平均曲率が界面上で曲面測度に関してp>n-1でv
可積分であるとその界面は測度論的に良い性質をいろいろもつことが知られてい

る.ここで注意したいのはこれが‘曲面測度に関して'の可積分性である事であ

る.振り返ってこのアナロジーをフェイズフィールドで考えるとどのようなもの

が考えられるだろうか.まず自然に考えられるのは

1， IfIP (~IVUEI2 + WデliIfIP I ~1 \7ucl~ +一一| p>n-1 

のコントロールをしていれば叫の界面領域は界面的でιも界面測度のように振
舞うのではないかというものである.しかし私の知る限りこの条件下では既知の

結果はないようで、正しいかどうかもわからない.別の方向で、部分的であるが

以下の結果を得た.

定理6([18， 21])滑らかな関数列 {UCj}tlは

lim inf EC1 (ucJく∞?
J一→αコ

l担己f11んIlwl♂(D)く∞

とする.ここでん=一勺ムUCj十 W'(Uεj)/勺、 Ilfll~!1，P(D) 二ん (lfl P+ 1¥7 jlP)で、 p
はp>3を満たす数である.するとある部分列(同じ記号jを用いる)に対して

恨の列市川jl2+与中x(j = 1，2ぅ )はある誤!恥に収束するが、そ

。。つ臼
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のμに対して以下が成り立つ:ある閉の (η ー 1)次元修正可能集合M及びM上で

行n-lに関してほとんど全ての点で定義される正整数値関数Oが存在して、 θQ近

傍でOとなる任意の連続関数ゃに対して

かdμ=か()d1tn-1 
が成り立つ.

ここで Mがい-1)次元修正可能集合であるとは、ある行n-1(Mo)= 0である

集合Moと、高々可算個の (n-1)次元C1多様体Ml'M2'・・・が存在して、

M C UtoMj 

となるときである.関数Oは界面の整数個の 'folding'を極限で許しているという

ことで、エネルギー最小性がない場合は実際に起こりえる状況である.もし O三 l

であれば、 t巾(台何守引刊1¥7仇マ仇叫凡川匂叫h州E勺叶小jl
ている.ここでなぜfのソボレフノルムが出てくるのがそれほどおかしくないか
というと、 fのソボレフノルムをコントロールすることによって界面上の適当な
Lqノルムがトレースの意味でコントロールできるであろうことが期待できるから

である.p = n/2は臨界指数で、臨界の場合によくあるようにある種の‘小ささ'
を仮定すればp>η/2の場合と同じような結果が出るのではと思っているが、ま

だわからない.

定理6とは異なるタイプの‘界面的'になるための条件として

予想η=2，3とする.滑らかな関数列 {Uej}T1が

l間叫ん)く民 lMfjA|fjl2く∞

であれば、定理6と同様の結果が成り立つ.

これはη=1の場合は実際正しいことが示されている(例えば [2，8]).んに関

する仮定は、およそ平均曲率がL2有界になっているというようなものであり、前
述したように測度論的に良いクラスに入っている可能性が高い.関係する結果と

して [11]を挙げておく.また n=2でさらに弱い仮定を付加した場合の結果を現

在準備中である ([12]).この問題は次のS3の問題に密接に関係していることがわ
かる.

9 3. Allen-Cahnアクション

[4]で、 FarisとJona-Lasinioはノイズを加えた非線形方程式

Ut = Uxx - W'(u) +γη， [0， L] X [0， T] 

をDirichlet条件U(O，t) = u(Lぅt)ニ Oで考えた.ここでηは2次元でのホワイトノ

イズである.Lが十分大きいとすると、 uxx-W'(u) = 0には 2つの安定解、 USと

ハ吋
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-uSが存在する.ひとつは 1に近い解で、もう一つは -1に近い解と考えればよい.

また、 (Lによって個数が決まる)符合が変わるような不安定解も存在する.ノイ

ズが無ければ、つまり γ=0であれば、 USは定常解となるのであるが、ノイズが

あると小さい確率であるがd はーがにスイッチすることがある.この確率の評価

はFreidlinとWentzellの理論([5])によるもので、おおよそであるが以下のように

説明できる(もう少々詳しくは [3]が簡潔に述べている).S(・)を [0ぅL]x [0， T]で
定義される関数空間上での汎関数で

rT rL 

S(u) =ミII (Ut -Uxx + W'(U))2 dxdt 
L. JO JO 

とおく.これを Allen-Cahnアクションと呼ぶ.S(・)に対して

dS= ぱ S(U)
U(.，O) =US(.) 

U(" T) = -US(.) 

とおく(ただし infを取る候補としての各Uは各時間で Dirichlet条件を満たす). 

つまり初期時間t=Oでは 1に近い安定解、そして最終時間t=Tでは -1に近い

安定解である無数の U の中で Sを最小化するのである.この値はある意味で 2つ

の安定解の聞を時間Tでスイッチするための最低コストであると考えられる.こ

のとき、時間T内で USからーがへスイッチする確率Pγ は (γ → 0において)

( dS¥ 
tγ勾仰l一手j

となる、というものである(正確な定理については [4]を参照のことにまたスイッ

チの起こり方は、 S(・)を最小化するょっな移り方の近傍で起こり、それ以外の移
り方が起こる確率は指数関数的にさらに小さいことも示唆されている.1からーし

またはその逆に移る確率は γが小さいときに指数関数的に小さく、物理的には‘無

視できる'場合もあるかもしれないが、これも時間スケールの取り方によっては

そうでもない.例えば ([3])典型的な分子の熱ノイズは 10-15秒のオーダーでおこ

るが、日常的な時間スケールは数秒程度であり、小さい確率でも十分物理的にス

イッチが起こりえるようになるのである.この結果を呼び水として、以下の汎関

数を考える:U: n (c R n) X [0， T]に対して

とし、最小化問題

rT r 

S(u)=;人ん(Ut-ムU+W'(U))2批 dt

dS= ぱ S(U)
U(・，0)= 1 

U('， T) = -1 
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を考える.ただしここでは簡単のため境界条件は各時刻でのoNeumann条件を考
えよう.すると 1次元のアナロジーで 1から -1へ時間Tでスイッチする確率が上

記で与えられていると考えられる.ただしこれは厳密にはい>1では)全く示さ

れていないようである.dSに関しては Rezniko百[13]が詳細な各種のスケーリング

について調べているが、特に空間的な非一様性が観察されるのは

Z →x/ε t →t/ε2 

で置き換え、適当な有界領域、有界時間で考えた場合(よって Q、Tはここでは新

しく取り直したものである)、つまり

1 rT r (~ _ ^ ~ . W' ( U ) ¥ 2 
SE:(U) =ァ 11 IεUt -εムU十一一一 1dxdt 

生εJO JO ¥ εj  

であることがわかった.ここで分母の 4は以下便利なためこのように定義してい

る.この汎関数について簡単なことを観察し、少ないながら既知の事柄について

説明しよう.

U はnX [0， T]でoNeumann条件を満たし、 U(.，O)= 1、U(・，T)ニー1であると
する.この川こ対して f= -csu+叫旦とおくと、

1 rT r <) ~ ， <) 1 rT r ~ ， <) 1_<) 
SE: (u) ニ A~_ 1 I~ c~(Ut)~ 十 2印tf+ f~ dxdt = ~ 1 1 ε (Ut)~ + ~ f~ dxdt 

JO JO '"1 . 4 JO JO 

となる.ここで真ん中の項の積分がOとなるのは部分積分、及びEE:が時刻 0、T
では Oとなることをイ吏っている.また αb三i(α十b)2が成り立つことをf吏って、

かいれt))=かf三去41ck(ヤε叫u叫t+η
であること、及びEE:(u(・ぅ0))= 0であることから

EE:(u(・，t))三SE:(U)' 0く tく T

であることがわかる.つまり SE:(U)は全時間におけるエネルギーの評価を与えるわ

けである.また、

I rt2 d _ ~ . "~ I rt2 r 
IEE:(u(・，t1))-Eiε(u(・，t2))1= 11 ;， EE:(u(・ぅt))dtl く 1 1_ IUtfl dxdt I J tl dt ~- c¥  -~， ) ~ 11 - ~ I -1tl J rl 

三;叫げff2工ん州2十;シ内向2d批Z
であるので、エ不ルギ一の全変動も 2Sε(卯U)で評価できる.さて、 εは小さいとし

て、 Uは (ε に関して)Sc(u) = 0(1)であるとする.すると Eε(u(・ぅt))も0(1)で
あり、またfもある意味でそれほど大きくない(かもしれない)と考えられので、
u(・うのは土1に分離した状況になっていることが期待できる.ここで仮定として、

1
1
ょっd
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(1)ほとんどの時刻tで、 u(・，t)は‘界面的'な状況になっていて、ある界面Mt

に対してu(x，t)勾 q(d(x，t)jε) (d(・，t)はMtへの符号付距離関数)となって

おり、 Mtは時間方向に滑らかに移動する.

(2)有限個の時刻T1，...，TN近辺で、極めて短い時間内で新しい界面が発生(消
滅)する.

6を極めて小さい数であるとすると、以上の仮定から

N N 

L IEe(U(・ぅTk- d)) -Ee(U(.， Tk十 d))I勾 σ乞発生(消滅)する界面曲面積
k=l k=l 

N 1 rTk+8 r 三五;ムJんε(Uれ jf2dd
が成り立つ.つまり発生、消滅する界面の曲面積は 28ε(U)で上から評価できるこ

とが期待できる.また [0ぅT]¥Uf:=l(九 -d，九十d)においては界面は滑らかに移動
しているとすると、そこに含まれる時間 [t1，t2]に対して

~ (t2 rε(ut)2+lf2dzdt勾土 (t2 ((  q' dt) 2 + (q'ムd)2dxdt 
1t1 J nε4ε1tl Jn 

勾 :江f2んムルレv2+Hゲ2仰肘rηト一→1
となることが期待できる.ここでυは界面の移動速度、 Hは界面の平均曲率である

が、これは dtは界面の移動速度でームdは界面の平均曲率に相当していることから

推論される.また最後のステップは IVdl= 1であること及び{d(・ぅt)= const}巴 Mt
であることから Co-areaformulaを使って計算した.これらから大雑把に言って

21r-1(MW)-r-1(h-川

σrー [ [ 

γ/ / v2 + H2 d行
η-lxdt

4ム..JJ[O，T]¥Uj(巧 8，Tj+8)J Mt 

三li91SE(u)

という図式が期待される. 1項目は界面の生成または消滅に要するコスト、 2項目

は界面を伝播するのに要するコストと考えられる.また Se(・)を最小化するような

uはやはり上記の左辺をも最小化するような移動界面をもつようなものであること

も期待される.以上の推論の詳細は [13]を参考にして欲しいが、これらはフォー
マルな議論である一方、 Se(.)を評価するためには極めて有用な推論である.これ

らを厳密に示すためには、 Se(・)を最小化している、または有界であるような U に

対して推論での仮定が正しいことを示すことが望まれる.Se(.)が有界であると、

f はS2の最後で述べた条件である:んj2の有界性が積分の意味で多くの時刻に
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満たされていることがわかる.一般次元に関しての厳密な結果はまだないといっ

てよいが、 n=lに関しては [8]で以上の推論の一部が厳密に示せた.

定理7([8]) [0， 1] X [0， T]上定義され、 Uj(・，0)= 1、Uj(・，T)= -1でoNeumann 
条件を満たす滑らかな関数列 {Uj}主lとlimj→∞勺 =0である数列に対して

lMiffεj((町山
であるとする.この時ある部分列(再びjで表す)と有限個の時刻O三T1< ・・・ 5
TN :S; Tが存在して、

(1)任意のtε[0， T]¥Uf=l{勾}に対して、測度の列

j(三 (U~( バ))2+ W(Uj(.， t))jεj)dx 

は収束する.その極限を μtとおく.

(2) t ε[0， T]¥Uf=l{勾}での μtは、有限個のデルタ関数の和で表される.また
それらデルタ関数の集中する点集合の位置は T1ぅ・・ .，TNをのぞいた時刻では

連続に時間変化する.

η = 1では界面は点集合であり、その曲率というものは無いので、ある意味で

H=Oであり、よって

_ N 

b£(u)三;z(時刻勾での生成(消滅)界面数)+ ~ 2:: j v2 dt 

となるとフォーマルにはわかる.ここで 2項目の玄は、界面発生(消滅)時刻以外

のそれぞれの界面の移動速度の 2乗積分に関しての和である.もし uがSe:(・)を最

小化していればよって移動速度の2乗積分を最小化することが期待できるので、移

動速度は定数、つまり定速度での移動が望ましいと予想される.また中途半端な

時刻で新しい界面をつくることも余計なコストになるので避けたほうがよく、結

局フォーマルには時刻0とTのみで界面を生成、消滅させた方がよい.よって界

面は時刻Oで発生して、定速度で動く界面がコスト最小であると予想され、また

その場合のコストは

li皆川(U)三σ時 (N+品)
であることが計算できる (minの中の表現は、 N個の界面が時刻Oで等間隔に発

生して等速度で動くときのコストであることがわかる).実際、定理7を使ってこ

れは厳密に示すことができ、また上からの評価も [13]で示しているので、
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定理8([8]) u εC∞([0， 1] X [0， T])でoNeumann条件を満たし u(・，0)= 1、
u(・，T)= -1であるものの中での Se(U)の下限を S;nfとおく.すると

である.

lim s~nf 二 σmin ( N + _1__) 
E→o ~ NεN¥ 4NTJ 

ある意味でこれは SeのF収束を示しているといえる.右辺の表現は Tが小さ

くなると Nを大きく取らなければならないことに注意する.つまり短い時間でス

イッチするためには、ある程度の界面生成コストを払って伝播コストを低くした

ほうが得ということである.これはフォーマルにはわかることであるがここでは

厳密にそれを示すことができている.

η>1の場合についてはフォーマルな議論以外は定理7、8に類する結果はまだ

ない.n=l場合と大きく異なる点は、界面の発生、消滅コストは曲面積となるた

め、点、として発生、消滅する界面はコスト Oで作れることである .η ニ 1の場合は

新しい界面を lつ作るのには常に σ/2のコストがかかることを考えて欲しい.ま

た次元がOでない界面のダイナミックスとなるためより複雑なパターンが最小コ

ストとなる可能性がある.数値的な結果として [3]をここでは挙げるが、それによ

ると時聞が短くなるにつれてより複雑で、あるがある意味で規則正しいパッチワー

クのパターンが観察され、大変興味深い.アクションの最小化というのは極めて

新しいトピックであり、難しくはあるがこれから研究の新展開が見られる分野で

あろう.
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