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群論の可視化と実装についての考察

建国中学校・裔等学校松川信彦

Nobuhiko Matsukawa, KEONGAK Junior High School/ High School 

1 はじめに

著者は GAPや magmaなど既存の計算群論ソフトを利用せず，計算群論の基礎的な

アルゴリズム (Schreier-Sims,coset enumerationなど）を JavaScriptのみで実装し，群

論の実例計算や，その応用として rubik'scubeやスライドパズルのソルバーなどの可視

化アプリケーションの作成などを行ってきた著者のサイトにおいて，置換パズルを数

学的に定式化し，その理論的背景が明確になるよう，計算群論の実例を誰でもブラウザJ::
で気軽に試せるようにしていることと，いくつかの憤換パズルとそのソルバーを実装し

たこと，さらにこれから取り組もうとしている次の目標について紹介する置換パズル

は， rubik'scubeや 15パズルなどが有名であるが， htmlcanvasを利用した平面償換パ

ズルに限定して実装を行っている具体的には 24puzzleやtopspin puzzle, hungarian 

ringsなど，有名な市販パズルだけではなく，著者が考案したパズルである， wreathtype 

puzzleや mergetype puzzleなどである．各パズルは与えられた基本的な操作をマウス

による直感的な操作によって実行できるまた，複数回（数万回）作用させた状態を，ア

ニメーションを経由せずに発生させることができる機能と，計算群論的手法によって，任

意にシャッフルされた状態からの解答手順を導き出し，それをアニメーションで表示す

るなどの機能を実装している最初に憤換パズルの数学的定式化について述べる

2 置換パズルの数学的定式化

o,cを有限集合とする (IOI< oo, ICI < 00)有限集合 Qにカラーパレット Cの色
を裕った状態全体は

Map(O, C) 

であると解釈できる． 6QをQ上の対称群とする． 6nのMap(O,C)への作用は

屈（研）：＝ a(w)

(Va E Map(O, C) \/び€ en Vw € 9)と定義するこれは場所 wにある着色された石を

場所 w(Yに移動させていることと解釈できる． Map(O,C)を状態集合 (setof states)と

いい，その元を状態 (state)と呼ぶことにする．

炉（w)=祁(w(Y―1(Y)= a(w(Y―1) 
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であり，従って

(a(J)T (w) = a(J(wT―i) = a((wT―1)(J―1) = a(w((JT)-1) = a(J7―(w) 

だから

(aび「＝aびT

となり， Goが Map(O,C)へ右から作用していることが分かる置換パズル (apermu-

tation puzzle)とは組

伍，...,um,し） E6翌xMap(O, C) 

を1つ固定し，び1，・・・， Umによって生成された群をG:=〈び1，・・・ 9%〉＜eQとするとき
しを含む G軌道

G 

の任意の元 aについて， a=げとなる aに対し，分解

び＝咤・．．帽

(i1,・・・,ik E {1,・・・,m}，釘，・・・ぽm E {-1,1}）を見つけることである．実際

o• -e1 

L = （げ）U―1= a6―1 = (• • • (au,-Kck) 6,-Ke-K1-1.．．)’l 
は群 Gの元の生成元（およびその逆元）を aに次々に作用させて初期状態バこ戻す作業

であり， Kがその手数を表している． O"-j-Tであったとしてもげ＝りとなる例はある

例えば 4x4x4なるルービックキューブでそのような例を作ることができる．このよ

うな場合を考慮したくないので，以下では

C=  0,し＝ idn

の場合のみ考えるこの場合，任意の状態 aE idgに対し a=id名とすると，

a(w) =（鳴）（w)＝叫(wu―1)＝ W6―1 

となるから，状態を猶換とみなすときその逆元が oであるとみなせる．従って，猶換群

Gの元（の逆元）が置換パズルの状態の全てを表していることになるが，一般的にその位

数は非常に大きくなり，その全てを列挙するのは明らかに不合理である例えば topspin 

puzzleは対称群已。と同型であるから，

20! = 2432902008176640000 

となる実は置換群においてもベクトル空間の基底に相当するものが存在し，それが

BSGS (base and strong generating set)と呼ばれているものである任意の Gの元は，
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SGS (strong generating set)の元の積で表すことができ， Minkwitz分解によって， SGS

の元は生成系｛釘，・・・ 9%}の元およびその逆元の積によって表すことができるので，こ

れらが構成できれば置換パズルのソルバーが完成したと言える以下では BSGSおよび

その Minkwitz分解について述べることを目標として，計算群論の韮礎から始めること

とする

3 計算群論

計算群論の基礎巾の基礎であり，理論の根幹ともいえる， Schreierの補題について述

べる．群 Gとその部分群 H について， H¥Gを H の Gにおける右剰余類全体とする．

即ち

H¥ G = { H (J I (J E G} 

さらに Ts;;;Gを 1E Gであり， T→H¥G(t f-----+ Ht)により全単射対応となるようなG
の部分集合とする． TはHのGにおける右剰余類の完全代表系であるという任意の

a-E Gに対し，百 ETをHび＝ H万となるような元であると定義するこのとき

定理 1(Schreierの補題）

H=〈tx玩―lIf ET, XE X〉

証明任意の a-E Gに対し， Ha-万―1= Hct cf―1=Hより，びげ―1EH.任意の hEH 

に対し， h= x{1 ・ ・ ・Xk荘と表せるただし x1,・・・,xkEX,釘，...，森 E{-1,1}. 

tt :=｛ e t-1年＝ X1C1.．・ Xte,：: ；悶'
とおくと，

h = (t。X戸t⑰ 1C1-1)・・・(tk-lX戸tk-1x戸―1)tk
となるが， tk＝万＝ eとなるので，

H=〈tx0戸―1I t ET, XE X, EE {-1, 1}〉

また， S:= tx-lとおくとき， Hsx = Htx-1x = Htより，豆＝tとなるので，

tx―1石ゴ―1=（五xt―1戸＝ （SX可―1)―1

だから

H=〈tx玩―lIt ET, XE X〉

ー
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3.1 BSGS 

以下では 0:= {1,2,···,n} とし， G は x~ 釦により生成される部分群とする．

a1, ・ ・ ・, a1 E 0に対し，その固定部分群を Ga1,…，°'l と表す．すなわち

Ga1,...,a1 = { rY E G I at = CYi ¥:/i E {1, ・ ・ ・, l}} 

とおく． B=（厖・..此） E0xkがbaseであるとは，

G紅•••f3k = { e} 

を満たすものと定義する特に (1,・ ・ ・, n)もbaseである． baseBに対し， Q(il:=Gか…ふ

とおくとき，

G = c(o) ~ c(l) ~... ~ c(k) = { e} 

を stabilizerchainであるという． baseBが甫複なしであるとは， Q(i-l)# G（りが全て
のiE {1, ・ ・ ・, k}について成り立つことをいう．任意の iE {1, ・ ・ ・, k}に対し， G(りの

Gい1)における右剰余類の完全代表系を u(i)にGい1))とおく． U(i)の取り方は同一の
base Bに対し色々あるが，軌道

ぷ） ：＝ f3i岱—1)～ G(i)＼G(i-1) 

はbaseBに対し一意に取れる著者の実装は全単射仏： △（t)→U(i) (i E {1, ・ ・ ・, k}) 
で任意の f3E△（りに対し， f3= f3i U; (/3)が成り立つものを何か一糾構成するアルゴリズム

となっている． baseB =（内，•．．， f3りと Ui たちを利用すれば，任意の r, E 6nに対し，
びが Gの元であるかどうかを判定し，もしそうであるならば U(ilの元の積に一意的に

表示することができる具体的に pseudocodeで示すと，以下のようになる．

function factoring（び E釘）｛

var v=[], To= a; 

｝ 

for(var i=l;i:Sk;i++){ 

if(/3t冗ー1E邸）｛ 
var びi=妬(/3:,-1)E U(i); 

var乃＝ Ti-lai1E Q(i); (.".て＝ 0年・.・ail) 
v[i] = ai; 
}else{ 

v= [], break; 

} } 

return v;(:.a=ak・・・a1) 

特に，集合として

c(i) = u(k) X u(k-l) X • ・ • X炉＋1l (Vi E {O, 1, ・.., k -1}) 
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である．
c = u(kJ x u(k-lJ x... x u(ll ~• (k) X△(k-1) X... X△(1) 

なので， Gの位数がrrい心叫となる．
S~G が strong generating set（以下 SGS)であるとは，

〈SnG叫＝ G(il (Vi E {O, 1, ・ ・ ・ k -l}) 

が成り立つことをいう． baseB とその SGSSとの組 (B,S)を BSGSと呼ぶ BSGS

(B,S)が構成されることは，或る全単射仏： △（i)→ UけでfJ= fJti (/3) (V fJ E△(i))を満
たすものが構成でき， SこLJい u(i)となり， S(il= Sn（砂＋1)LJ... LJ U(k))とおくとき，

c(i)=〈S(t)〉（ViE {O, 1, ・ ・ ・, k -l}) 

が成り立つことと同値である

3.2 Jerrum's filter 

現時点では実際に扱う例は間が 100を超えることも少ないため，各右剰余類の完全

代表系 u(i)の大きさも小さいそのため， SGSとして

S = U(l) LJ ・・ •LJ U(k) 

を求める実装にしているまた， B= (1,.. ・, n)を取って計算することが多い Xが対称
群全体を生成しなければ， Q(k)=... = Q(n) = { e}となったり， G（i)= G(i+1) （⇔ △(i) = 

{i}）となることがあるのだが，このような iは計算終了後に排除すればよい． baseB と

しては，増加列 1：：：：凡＜．．．＜ f3k：：：： nでG= G(o) > G(l) >... > Q(k) = { e}となる．

具体的な実装は次のような i= 1, ・ ・ ・, kに関するループである． baseB =（功，・・・，沈）
に対し， G(il= G叩•,Bt の生成系 x（りが構成されたと仮定するただし x(0l=X とする．

uりは， f3iにS(i)の元を次々に作用させ，軌道△（りを張るとき，それと同時に作用させた

元たちを掛けていったものを記録していけば構成できる．従って，全単射糾： △（t)→u(il 
が構成されたことになる．次に G(ilの構成の仕方について述べる． Schreierの補題を

使って G(ilの生成系は

x(t) =｛糾(B)ou謬）―lI f3 E△＼び Ex(i-1)} 

となることが分かる．これは店叫((3)び＝伊＝{3;叫（灰）より糾(B)び＝叫釈）であることよ
りいえる単純にこのまま実装すれば， IX(i)I= IXい）1|△叫より

IX(ill = IX(0ll|△（1)1...|△叫

となり， iが増加するに従って，この生成系の大きさは爆発的に大きくなる例えば

JavaScriptでは Mathieu群 M12のような小さな群ならば機能するが， Mathieu群 M24

ではオーバーフローを起こしてしまい使い物にならない実は次のよく知られた事実が

あり，この問題は解決される
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定理 2(Jerrmn's filter) 

対称群 Snの任意の部分群 Gに対し，

G=〈S〉, |SI <n 

となるような部分集合 S~G を構成するアルゴリズムが存在する

証明 Cameron[2]の証明を（多少厳密化して）紹介する．

任意の aE 6nに対し， i(a)= min{i I iu -/c i}, 

e(a) := {i(a),i(af} 

と定義する任意の部分集合 S~ Snに対し， r(S):= ({1,・・・,n},e(S)）とグラフを定

義する．

e: S→e(S)が単射であり，かつ
r(S)が閉路を持たない (acyclicであるという）

ときに |SI<nとなることは明らかこの条件を P(S)とおく．

An:= {T ~ 6n I-,P(T)八 P(T¥{a})（ヨaET)} 

とおき，任意の TE心に対し，

m(T)：＝Li(a) 
uET 

と定義すると,|Tl::; nであるから， m(T)< n2となる．従って，任意の TE心に対し

〈U〉=〈T〉(¥［P(U) V [U E An I¥ m(T) < m(U)]] 

なる Uこ6nが構成できればよい P(T¥{a}）なる aETをとる． e:T→e(T)が単射
でないとき， TET¥ {a}が存在し， e(a)= e(T)となるから， U:= (T¥ {a}) U｛町―1}と

おくと，明らかに〈U〉=〈T〉．また -,P(U)のとき， P(U¥ {aT―1}）より UE心であり，

m(U) -m(T) = i（びT―1)-i(a)>O

より m(T)< m(U)．次に e:T→e(T)が単射かつ， Tがcycleをもつとき， e(a)を含
む閉路が存在するこの閉路を，

i1, ・ ・ ・, ik, i1 

とし，釘＝min{isIs= 1,・・・,k}としてよい e団） ＝ ｛i8,i8+1} (s = 1,・・・,k)（ただし

ik+l =釘）とし，

ら＝ ｛〗 i:::ロ
とおくとき， p：＝年・・・心について i(p)＞釘＝i(叫． U:=(T¥｛び1})LJ {p}とおくと
き，〈U〉＝〈T〉.--,P(U)ならば P(U¥ {p}）だから UE心であり，

m(U) -m(T) = i(p) -i（び1)> 0 

より m(T)< m(U). ー
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4
 
Minkwitz分解アルゴリズム

Minkwitz分解とは，構成された置換群 Gの SGSの元を Gの生成系 X の元および

その逆元の積で表すアルゴリズムの一つである． Minkwitzの論文 [7]を参考に実装し

た． Minkwitzの論文は 7ページと短いが，著者にとっては難解であったため webpage 

[6]を参考に試行錯誤を璽ね，とりあえず動くものができたというのが現状である著者

のサイト [8]において， Mathieu群 (Mn,M12, M22, M23, M24)などの置換群に対して，

実際に JavaScriptのみで BSGSとその Minkwitz分解を求めるアルゴリズムの実行を

試すことができる
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https://noblegarden-math.jp/math/notes/Permutation_Puzzles/MinkwitzFactorization/ 

また，今回作成した htmlcanvas puzzleのBSGSおよびその Minkwitz分解データを

表示するサイト [9]において，ランダムに与えられ元に対し，それを Minkwitz分解する

実験を試すことができる

呈三＝＝

・・-•一＝一デ

ロ
>

https://noblegarden-math.jp/math/notes/Permutation_Puzzles/Minkwitz/ 

著者の実装では， 4x4x4のrubik'scube群の SGSのMinkwitz分解まで計算できる

ことは確認できているが， 6x6のrubik'storusについては成功していない Minkwitz

分解の基本について述べるまず G=〈S〉,S=｛び1，・・・ 9%}とし，功，・・・ 9/3kE 0を
base, Q(i) := G厖，f3iとするとき G= c(o) > Q(l) >... > Q(k) = { e}であり

G(il ¥Gい1)~/3tGい1) =｛恥，・・・ ，叫｝ (/3i,l =店）

が成り立っているとする． S＝｛叩，・・・ 9%｝で生成される自由群F(S)から Gへの自然な

全射準同型 7f:x・ t → O'i とするとき，~ = { wi,j E F(S) I i E {1, ・ ・ ・, k }, j E {1, ・ ・ ・, ri}} 

で

1r(wi,j) E G(i-l), {3;(w;,j)＝恥

を満たすどを構成することが Minkwitzのアルゴリズムの目的である
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5 html canvasでの実装

html canvasを用いた puzzlegameの実装について紹介する． 24puzzleや topspin 

puzzle, hungarian ringsなどの既存のスライドパズルの他， wreathtype puzzleやmerge

type puzzleなど，著者オリジナルのスライドパズルなどを著者のサイト [11]において

公開している前回の目標としていた Rubik'scubeや Rubik'sskewbを立体射影した

パズルも完成させることができたこれらについて共通しているのは，マウスやタブレッ

トPCなどにおけるタッチ操作で，ボタンによりパズルをスライドできることと，以下に

ある htmlのボタンの機能である

generate random moves 

act with animation 

act without animation 

make a solver of the state 

24-puzzle 

“1●th 

”“ : 1 ---1一―’―・―“に一"・'・'' 

匹• Ial上9．ばふ"'"・""・"・'』."・''・''・"・"・""'"'ぷ．95ぶ27l

wreath type puzzle 

— -—• —-—-

ランダムな操作を決められた回数だけ発生させる

操作配列を animationつきでパズルに作用させる

操作配列を animationなしでパズルに作用させる

ランダムな状態のパズルに対し，

その解である操作配列を生成する

“’̀hh -―←―・ニtion

・-・.・. : --.．. 
， 
99・ L 9,29 
| 
鵡●9● IO,9,9,3A,”‘’'s•,•u,99, 

top spin puzzle 

•99• ．．．しJ9..．硲・
母恥 ◎●99,
鸞喜：：i設

,G 

，0 

｀叩：ぬ心A年 999A0,iun3A4,LS,iemg,9mo」』,2四ぷ工ぷ、"，這m,瓦叩2，丸叩s，蔦,:

merge type puzzle 

：づ ・・
“'--~ • エ□9廿OU, ．mm●9km o 

と二：こ
ーぃ ・ 

二し匹 mK鴫8
”以e-~ ·ヽ~會· •ヽ］＂ふ誡』'...．．．..．．.．.．..＿....”̀'--" ---いー・・ •• ---. 

hungarian rings 

rubiks torus puzzle 

ーニ；ーこ．ニー一

stereographic Rubik's cube stereographic Rubik's skewb 
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6 まとめ，目標

置換パズルの群論的な solverは予め計算された BSGSとその Minkwitz分解を利

用して実行する． 任意の元を与えられた SGSの積で表示する実装は容易である上，

JavaScriptでも非常に高速かつ低コストである．対しBSGSを導出するコストは高く，著

者の JavaScriptでの実装において， rubik'scube群の BSGSを導出する時間は3x3x3

の場合は4分， 4x4x4の場合はまる 1日を要した

webアプリとして BSGS導出アプリをより高速で洗練されたものにするためには rust

とwebassemblyの利用は不可欠なので， rustで基礎から計算群論プログラムを実装して

高速化を図る．

スライドパズルのシステムの雛形は一応完成したので，これを利用した多種多様なス

ライドパズルを作成するとともに，群論の基礎的な理論に対応する具体例も作成するこ

の観点では [4]が多くの例を掲載しているサイトであるが，最終更新が2015年であるた

め古めかしい印象である．

球而分割スライドパズルとその立体射影など． Rubik'slike puzzlesを立体射影したパ

ズルを作成する例えば 4x4x4のRubuk'scubeのBSGSは過去に作成しているの

で，それを利用して立体射影版の 4x4x4の場合を作成する． RainbowMaster Cube 

の実装も取り組んでみたい

4次元版の Rubuk'scubeのBSGSを導出して， Three.jsでパズル及びその solverを

実装する． hypercubeによる実装は 2000年代後半からあって良く知られているが可視

化の方法はそれ以外にもないか検討するそのためには S0(4)および3次元球面繁に

ついての勉強が必要である

Klein Quartic Rubik's cubeの BSGSの導出および， htmlcanvasでのパズルの実装

そのためにはポアンカレ円盤や双曲幾何についての勉強が必要である

3 X 3 X 3のRubuk'scubeの群構造は（写 xZ切x(（叫 X辺12)><1 Z2)となることが
知られているこの群について群論的事実の canvasアニメーションによる可視化を試

みる．例えば角の3面の回転移動は写に，辺の2面の反転は Zりの部分群であることな

どがある．

もうすでにあるかも知れないが 3X 3 X 3の場合に倣って 3x3x3x3あるいは

2x2x2x2のRubuk'scubeの群構造を決定する．
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