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1 背景
特異点を持つ正規な Gorensteinアフィン多様体 SpecR に対し, SpecR のクレパント解消

の非可換環版として, R の非可換クレパント解消 (=NCCR*1) と呼ばれる非可換 R-代数のク
ラスが, Van den Bergh により導入された [VdB1]. NCCR はクレパント解消と同様, その存
在や一意性は一般には成り立たず, SpecR のクレパント解消の存在と R の NCCR の存在は一
般には同値ではない. しかし, ある種の良い特異点のみを持つ R に対しては, クレパント解消
X → SpecRと Rの NCCR Λ がいずれも存在し, それらが導来同値 Db(X) ∼= Db(Λ)であるこ
とが知られている. このような導来同値がある場合に, X の幾何学に由来する Db(X)の対称性
(=自己同値)を, Λの表現論に由来する対称性により記述することは, 自然な問題である. 本稿で
は, 擬対称表現に付随する特異点 Rに対し, SpecRのクレパント解消の導来圏のある種の対称性
が, NCCRのある種の操作によって記述できるという結果 [HH]を解説する.

1.1 非可換クレパント解消

SpecR を Gorenstein 正規な代数多様体とする. また, 有限生成反射加群のなす圏を ref R

で表すことにする.

定義 1.1. R-代数 Λが非可換クレパント解消 (=NCCR) であるとは, 次の条件を満たすときを
いう.

(1) あるM ∈ ref Rが存在し, R-代数の同型 Λ ∼= EndR(M)が成り立つ.

(2) 任意の p ∈ SpecRに対し, gldimΛp = dimRp が成り立つ.

(3) Λは極大 Cohen-Macaulay R-加群である.

上の定義の条件 (1)と (2)を満たすものは Rの非可換解消と呼ばれ, 条件 (3)は非可換解消の
“クレパント性”を課すものである. 次の定理は, NCCRがクレパント解消の非可換類似であるこ
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とを示すものである.

定理 1.2 ([IW1, Thorem 1.5]). X を Gorenstein代数多様体とし, f : X → SpecRを双有理射
影射とする. また, X がある環 Λと導来同値であると仮定する. このとき, 次の同値が成り立つ.

f はクレパント解消である⇐⇒ Λは Rの NCCR である

1.2 NCCRの変異

ここでは, NCCR の変異という操作を紹介する. これは, 与えられた NCCR から新たな
NCCRを構成する操作である. SpecRを Gorenstein正規なアフィン多様体とし, M ∈ ref Rを
反射加群とする. また, M の自己準同型環を

ΛM ··= EndR(M)

で表す. L,N ∈ ref R に対し, R-加群の間の射 α : M ′ → M が, M の (addL)N -近似であると
は, M ′ ∈ addL かつ, α が誘導する射 α ◦ (−) : Hom(N,M ′) → Hom(N,M) が全射であると
きをいう. ここで, addLは Lの加法的閉包 (=M の有限直和 L⊕n の直和因子全体)を表す. ま
た, (addN)N -近似を単に (addN)-近似と呼ぶ. M ∈ ref Rであれば, その (addN)-近似が必ず
存在することが, Rが正規であるという仮定から従う.

定義 1.3. M が直和分解M = N ⊕N c を持つとき, M の N での変異 µN (M)を

µN (M) ··= N ⊕Ker(α)

で定める. ここで, α : N ′ → N c は, N c の (addN)-近似である.

注意 1.4. 上の定義において, N c の (addN)-近似 αの取り方は一意的ではないため, µN (M)も
一意的には定まらないが, その自己準同型環 ΛµN (M) は互いに森田同値となる.

次の結果は, 変異に関する基本定理である.

定理 1.5 ([IW2, Theorem 1.23]). ΛM を Rの NCCRとし, N がM の直和因子であるとする.

このとき, 次が成り立つ.

(1) 傾斜 Λ-加群 T と R-代数の間の同型 EndΛ(T ) ∼= ΛµN (M) であって, それらが誘導する
関手

ΦN ··= RHom(T,−) : Db(modΛM ) → Db(modΛµN (N))

が圏同値となるものが存在する.

(2) ΛµN (M) は Rの NCCRである.

上の定理の (1)における圏同値 ΦN は, N での変異関手と呼ばれる. (2)の結果は, NCCRが
導来同値で保たれるという結果と (1)から従う.
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1.3 3次元の NCCRとその変異

(R,m)を Gorenstein端末特異点のみを持つ 3次元完備局所環とし,

f : X → SpecR

を射影的なクレパント解消とする. また, f の例外曲線 C ··= f−1(m) の既約成分全体を
C1, . . . , Cn とすると, 各 1 ≤ i ≤ nに対し, Cred

i
∼= P1 が成り立つ. Van den Berghは, 各既約

曲線 Ci に付随する X 上のベクトル束 V
f
i ∈ cohX を構成し, 構造層 OX とそれらの直和

Vf ··= OX ⊕ (⊕n
i=1V

f
i )

がX 上の傾斜束であることを証明した [VdB2]. Vf が傾斜束であることから, その自己準同型環
ΛVf ··= EndX(Vf ) と X との間の導来同値 Db(cohX) ∼−→ Db(modΛVf ) が誘導される. さら
に, Mf

i
··= f∗(V

f
i ) ∈ ref Rとし,

Mf ··= R⊕ (⊕n
i=1M

f
i )

∼= f∗(V
f ) ∈ ref R

を考えると, f が同型 f : X\C ∼−→ SpecR\mを誘導することから, 写像 f∗ : ΛVf → ΛMf は環
の間の同型を与える. 以上より, クレパント解消 X と R-代数 ΛMf の間の導来同値

Db(cohX) ∼−→ Db(modΛMf ) (1)

が成り立ち, 特に ΛMf は R の NCCRとなる. f+
i : X+

i → SpecR を Ci ⊂ X のフロップによ
り得られるクレパント解消とすると, 2つのクレパント解消の間の導来同値

Flopi : Db(cohX) ∼−→ Db(cohX+
i )

が成り立つ [Bri1]. 次の定理は, NCCRの変異がフロップに対応することを示すものである.

定理 1.6 ([W]). 簡単のため, M ··= Mf , Mi ··= Mf
i , M

+ ··= Mf+
i とおく.

(1) R-加群の間の同型
M+ ∼= µMi(M)

が (加法的閉包の差を除いて)成り立つ.

(2) 以下の図式は可換である:

Db(cohX)
Flopi //

��

Db(cohX+
i )

��
Db(modΛM )

ΦMi // Db(modΛM+).

このように, 3 次元 Gorenstein 端末特異点 R に対しては, クレパント解消 f : X → SpecR

の既約な例外曲線 Ci でのフロップが, Mf の直既約な直和因子Mf
i での変異に対応する. 一方

で, Mf の直和因子 R での変異 µR(M) を考えると, クレパント解消に対応しないような R の
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NCCR ΛµR(M) を構成することができる. したがって, フロップのような幾何学に由来する対称
性ではうまく捉えられないないような対称性を, NCCR の変異により記述することが可能とな
る. このように, NCCRやその変異を考えることは連接層の導来圏の研究において新たな視点を
与え, 応用上重要なものであるといえる. 実際, NCCR の変異を考えることで, 3 次元フロップ
に付随する三角圏上の Bridgeland 安定性条件の空間の記述がなされた [HW]. 本稿で解説する
[HH]では, より高次元の特異点の例として擬対称表現に付随する特異点を扱い, その NCCRの
変異について議論した.

2 擬対称表現
本節では, 擬対称表現と呼ばれる表現に付随する特異点のクレパント解消の導来圏に関する

Halpern-Leistner–Samの結果 [HLS]や NCCRの構成について紹介する.

Gを連結な簡約群とし, T ⊆ Gを n次元の極大トーラスとする. また, M ··= Hom(T,Gm)を,

T の指標全体とし, N ··= Hom(Gm, T )を T の 1-パラメーター部分群とする. さらに, M+ ⊆ M

を支配的ウェイト全体とし, M+
R ⊆ MR を支配的錐とする.

定義 2.1. X を Gの d次元表現とし, β1, . . . ,βd ∈ M をその T -ウェイト全体とする.

(1) X が擬対称表現であるとは, MR ··= M⊗R 内の任意の 1 次元部分空間 L に対し,∑
βi∈L βi = 0が成り立つときをいう.

(2) X がジェネリックであるとは, codim(Xts, X) ≥ 2 が成り立つときをいう. ただし,

Xts ··= {x ∈ X | Gx = 1かつ軌道 G · xが X の閉部分集合である }.

以下では, ウェイト β1, . . . ,βd ∈ Mを持つジェネリックな Gの擬対称表現 X であって, 付随
するMR 内のポリトープ

Σ ··=

{
d∑

i=1

aiβi

∣∣∣∣∣ ai ∈ [1, 0]

}
⊂ MR ∼= Rn

が n 次元であるものを考える. ジェネリックな擬対称表現 X の座標環 C[X] には, G が
(g, f(x)) 7→ f(g−1 · x)により左から作用するが, その不変式環

R ··= C[X]G

は, 正規 Gorenstein環になることが知られている. 以下では, SpecRのクレパント解消や Rの
NCCRが存在し, それらが導来同値となることを説明する.

まず, 上で定めた Σとは別のポリトープとして,

∇ ··=
⋃

w∈W

w
(
(−ρ+ (1/2)Σ) ∩M+

R
)
⊂ MR

を考える. ただし, W は GのWeyl群で, ρ =
∑

(正ルート)/2である. このポリトープは, Σを
およそ半分に縮小したものであり, 実際 G が n 次元トーラスの場合は, ∇ = Σ/2 が成り立つ.
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また, MR 内の超平面配置をH ··= {m+H | m ∈ Mかつ dim(H ∩∇) = n− 1} で定め, W -不
変部分空間MW

R との共通部分

HW ··= {H ∩MW
R | H ∈ H}

を考えると,これはMW
R 内の周期的かつ局所有限な超平面配置を定める. さらに,任意の δ ∈ MW

R

に対し, M+ の有限部分集合を

Cδ ··= {χ ∈ M+ | χ ∈ δ +∇} ⊂ M+

で定める. 次に定義するマジックウィンドウと呼ばれる三角圏は, X に付随する特異点のクレパ
ント解消や NCCRの導来圏の研究において重要な役割を果たす.

定義 2.2 ([HLS]). δ ∈ MW
R \HW ··= MW

R \
⋃

H∈HW H に対し, Db(coh[X/G])の部分三角圏を

M(δ +∇) ··= 〈V (χ)⊗OX | χ ∈ Cδ〉 ⊂ Db(coh[X/G])

により定める. ただし, V (χ)は χを最高ウェイトに持つ Gの既約表現である. M(δ +∇)はマ
ジックウィンドウと呼ばれる.

ジェネリックな元 ` ∈ MW
R

∼= Hom(Gm, G)に関する (スタック的)GIT商

Xℓ ··= [Xss(`)/G]

を考えると, これは Deligne–Mumfordスタックとなり, かつ自然な射

ϕ : Xℓ → SpecR

は (スタック的)クレパント解消を与える. ここで, ` ∈ MW
R がジェネリックであるとは, `が超平

面配置HW に属するどの超平面とも平行でない場合をいう. 次の定理は, GIT商として与えられ
るクレパント解消 Xℓ の導来圏が, マジックウィンドウと圏同値であることを示すものである.

定理 2.3 ([HLS, Theorem 3.2]). ジェネリックな元 ` ∈ MW
R と δ ∈ MW

R \HW に対し, 開埋め
込み i : Xℓ ↪→ [X/G]による引き戻し i∗ : Db(coh[X/G]) → Db(cohXℓ)のマジックウィンドウ
への制限

i∗ : M(δ +∇) ∼−→ Db(cohXℓ)

は圏同値を与える.

これにより, SpecR のクレパント解消 Xℓ は互いに導来同値であることが従う. 次に, R の
NCCRについて紹介する. マジックウィンドウM(δ+∇)の対象 Tδ ··= ⊕χ∈Cδ

V (χ)⊗OX を考
えると, これはM(δ +∇)の傾斜対象であることがすぐに分かる. 特に, Tδ は三角圏の間の同値

RHom(Tδ,−) : M(δ +∇) ∼−→ Db(modEnd(Tδ))

を誘導する. この自己準同型環 End(Tδ)が R の NCCRを与えることを以下で説明する. まず,

商スタック [X/G]上の連接層 F ∈ coh[X/G] を G-同変な X 上の連接層とみると, その大域切

5



断 Γ(X,F)は G-作用を持つ C[X]-加群となり, この G-不変部分 Γ(X,F)G は, R-加群の構造を
持つ. これにより, 関手 Γ(X,−)G : coh[X/G] → modR が定まるが, これを反射層に制限する
ことで, 圏同値

Γ(X,−)G : ref[X/G] ∼−→ ref R

を得る. 支配的ウェイト χ ∈ M+ に対し, M(χ) ··= Γ(X,V (χ) ⊗ OX)G ∈ ref R とおき, 各
δ ∈ MW

R \HW に対し,

Mδ ··= Γ(X,Tδ)
G ∼=

⊕
χ∈Cδ

M(χ) ∈ ref R

とおくと, R-代数の間の同型 End(Tδ)
∼−→Λδ ··= EndR(Mδ)が成り立つ. したがって圏同値

M(δ +∇) ∼−→ Db(modΛδ)

が成り立ち, これと定理 2.3とを合わせることで R-代数 Λδ はクレパント解消 Xℓ と導来同値と
なる. これにより, Λδ は R の NCCR であると期待される*2が, これは次の定理により保証さ
れる.

定理 2.4 ([SVdB, Theorem 1.19][VdB3, Theorem 4.6]). R-代数 Λδ は, Rの NCCRを与える.

3 主結果
本節では, [HH] の主結果について解説する. 前節でみたように, 各 δ ∈ MW

R \HW に対
し, R-加群 Mδ と NCCR Λδ が定まる. これらがある種の操作で移り合うというのが, [HH]

の主結果である. これをみるには, 余次元 1 の壁越え現象を調べれば良いので, 以下では隣
り合う δ, δ′ ∈ MW

R \HW を考える. ここで, 2 点 δ, δ′ ∈ MW
R \HW が隣り合うとは, それ

らを含む MW
R \HW の連結成分が相異なり, かつ余次元 1 の壁を共有している場合をいう.

` ··= δ′ − δ ∈ HW とおくと, これはジェネリックな元となり, 定理 2.3により, 壁越え δ → δ′ に
付随してマジックウィンドウの間の圏同値

F(δ,δ′) : M(δ +∇) ∼−→ Db(cohXℓ)
∼−→M(δ′ +∇)

が定まる. 次の定理は, F(δ,δ′) が NCCR上の傾斜加群が定める NCCRの間の導来同値に対応す
ることを示すものである.

定理 3.1 ([HH, Theorem 4.3]). (1) T(δ,δ′) ··= HomR(Mδ,Mδ′) は Λδ 上の傾斜加群である.

特に, T(δ,δ′) は導来同値

Φ(δ,δ′) ··= RHom(T(δ,δ′),−) : Db(modΛδ)
∼−→ Db(modΛδ′)

を定める.

*2 Xℓ は代数多様体とは限らないスタックであるため, 定理 1.2はここでは適用できない.
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(2) 次の図式は可換である. M(δ +∇)
F(δ,δ′) //

��

M(δ′ +∇)

��
Db(modΛδ)

Φ(δ,δ′) // Db(modΛδ′).

この定理の (2)の主張は, 定理 1.6 (2)の類似と考えることができる. 次に, 定理 1.6 (1)の類
似として, Mδ とMδ′ がある種の加群の操作で移り合うことを説明する. そのために, まずはいく
つか記号を導入する.

定義 3.2. L,N ∈ ref Rとする. ref Rの部分集合を

E(L,N)(M) ··= {Ker(α) | α : M ′ → M はM の add(L)N -近似 }

で定める. また, 部分集合 S ⊆ ref Rに対し,

E(L,N)(S) ··=
⋃

M∈S
E(L,N)(M)

とおき, 自然数m > 0に対し Em
(L,N)(M) ··= E(L,N)

(
· · ·E(L,N)(E(L,N)︸ ︷︷ ︸

m

(M)) · · ·
)とおく.

記号の乱用にはなるが, Em
(L,N)(M)に属する加群を εm(L,N)(M)で表すことにする. この記法に

より, M = N ⊕N c の N での変異 µN (M)は,

µN (M) = N ⊕ ε1(N,N)(N
c)

と表すことができる. N での変異をm回繰り返して得られる加群を µm
N (M) ··= N⊕εm(N,N)(N

c)

で表すことにする.

本題の設定に戻り, 隣り合う 2点 δ, δ′ ∈ MW
R \HW を考える. H ∈ HW を δ, δ′ を隔てる超平

面とし, δ と δ′ を端点とする線分と H との交点を δ0 ∈ H とする. このとき, 包含関係

Cδ,Cδ′ ⊂ Cδ0

が成り立つ. Cδ∩δ′ ··= Cδ ∩ Cδ′ とすれば, 各 χ ∈ Cδ\Cδ∩δ′ は, ポリトープ δ0 +∇の境界上にあ
ることが分かる. δ0 +∇のファセットであって, Cδ\Cδ∩δ′ に属する支配ウェイトを含むもの全
体を F(δ,δ′)

*3で表すことにする. また, 各ファセット F ∈ F(δ,δ′) に対し, MF
δ

··= ⊕χ∈F◦M(χ)と
おくと, 直和分解

Mδ = Mδ∩δ′ ⊕
⊕

F∈F(δ,δ′)

MF
δ

が成り立つ. ただし, Mδ∩δ′ ··= ⊕χ∈Cδ∩δ′M(χ)とおき, F ◦ で F の相対的内部を表すものとする.

各 F ∈ F(δ,δ′) に対し, NF
δ

··= Mδ/M
F
δ とおく. 次の定理により, Mδ とMδ′ が変異の一般化と

なる操作の繰り返しにより得られることが分かる.

*3 [HH]における F(δ,δ′) とは少し異なるものである.
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定理 3.3 ([HH, Theorem 4.9]). 各 F ∈ F(δ,δ′) に対し, Mδ0
··= ⊕χ∈Cδ0

M(χ) の直和因子
LF
δ ∈ ref Rが存在し,

Mδ = Mδ∩δ′ ⊕
⊕

F∈F(δ,δ′)

ε
d+
F+ℓ(w0)−1

(LF
δ ,NF

δ )
(MF

δ )

が成り立つ. ただし, d+F は F に付随して定まる自然数で, `(w0)はWeyl群W の最長元 w0 の
長さを表す.

この定理は, F に付随する複体をある種の Koszul分解から構成し, それに Borel-Weil-Bottの
定理を適用することで得られる. この定理は, Gがトーラスの場合に, より簡単なものになる. 実
際, Gがトーラスの場合, ファセットの集合 F(δ,δ′) はただ一つのフェイス F を持つ. さらに, 上
の定理における直和因子 LF

δ は NF
δ = Mδ∩δ′ と同じに取れる. したがって, 次の系が従う.

系 3.4 ([HH, Theorem 4.14]). Gがトーラスであると仮定する. このとき,

Mδ = µ
d+
F−1

Mδ∩δ′
(Mδ′)

が成り立つ.

最後に, 定理 3.1 (1)で定めた圏同値 Φ(δ,δ′) : Db(modΛδ)
∼−→ Db(modΛδ′)が変異関手の合

成で記述されるという結果を紹介する.

系 3.5 ([HH, Corollary 4.16]). Gがトーラスであると仮定する. 関手の間の同型

Φ(δ,δ′)
∼= Φ

d+
F−1

Mδ∩δ′

が成り立つ.
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