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Abstract

時間に関しての連続形式における(spin)coheI･entStatePathintegralの問題点を詳細に談論する.一
貫して牡散形式で具体的な問題を､stationaryactionapproximatiomの方法によって解くことにより､連
続形式における問題点を解決する｡さらにKlallderのe項に関しての考察により､揺らぎの積分が今ま
での連続形式では､間違った答えを導出してしまうことを指摘する｡

1 Introduction

現在､経路積分は様 -々な分野で用いられている｡今後､その傾向は変わらないであろう｡その理由として

は､物理的な措像が直観的に理解しやすい点や､新たな近似計算の可能性を内包しているという点であ

る｡経路積分によって計算を進めていく為に最も用いられている手法は､停留位相近似 (stational･yphase
approximation)と呼ばれる方法である｡量子力学的遷移捌 苗もしくは分配関数を求める際に､最も寄与す
る経路を求め､そのまわりの揺らぎを積分する方法である.一般に経路積分として用いられているのは､位

相空間経路積分 【11(Feynman 経路積分 [2】),コヒーレント状態経路積分 【1】【3】,スピンコヒーレント経路
積分 【3】【4】【5】の3つを挙げることができるだろう1｡特に SCSPIは凝縮系物理で非常に多 く用いられて
おり【6ト 最近注目されている メソスコピック(mesoscopic)磁性体における巨視的量子現象 (M礼croscopic
QuantumPhenomena)を理論的に解析する上で､欠かせない手法である 【7】｡ これらは一般に良く用いら
れる連続形式で書くと､次のように表わされる｡

位相空間経路積分

･qFre-ihT･qI,-/psDqDpexp(uTdt{p(棚 ,-a(p(i),q(i,,})･ (1,

コヒ-レント状態経路積分

〈EF,e一去hTrEI,- /csDeDeb p(汀 dt(;(E*(i)"i,-i･(i,"i,)-a(E･(i,,EM,)) (2)

-/csDqDpexp(u TdtG(p(棚 ,-i(i,q(i,,-H(p(i,,q(i,)〉)･ (3,

スピンコヒーレント状態

(EFJe一意HTJEt)

-/scs- exp(u Tdt〈

/scsかβp- (iLTdt(

ihS

1+lE(i)l2(e･(i,i(i)-i･(i,招))-a(E･(i),"i"〉)･ (4,

hS4･(i)(cosO(i)-1)-H(p(i),q(i))
〉)･ (5,

このように､連続形式では変数を連続変数として扱い､最も積分に寄与する経路を微分方程式によって

求める｡しかし､(S)CSPIに関して､もともと離散変数だった変数を連続変数として用いる為の指標は経
路積分を導出する際に存在しない｡しかし､Klauderの処方築 【3】を用いることにより､PSPI(Feynman

pI)と同様の議論を行うことができると､Ⅸlauderは述べているo現在では(S)CSPIに関するElauderの
論文は様々な論文に引用されており､連続形式における(S)CSPIは､もはや公式化した感があるoしかし､
連続形式における経路積分には唆味な箇所があり､それを十分に議論しないで用いている人達が多い｡中に

は､連続形式に問題があることに気付いており【81【9ト ちゃんと離散形式で問題を扱って正しい結果を導出

1以下､省略して､位相空間経路律分はPSPI､(スピン)コヒーレント状態経路積分は(S)CSPIと書く｡
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しいる論文があるけれども､連続形式の何処に問題があるのかを詳細に述べている論文は現在まで殆ど見

当たらない.そこで､この論文では先ず､連続形式における経路積分の問題点を指摘するOそして､一貫し

て推散形式で具体的な問題を解くことにより､連続形式の問題を解決し､更に今までの連続形式では間違っ

た答えを導出してしまうことを指摘する｡

2 位相空間経路積分(Feynman経路積分)

(S)CSPIの連続形式における問題を議論する前に､PSPI(Feynman PI)の概観を簡単に述べ､停留位相近
似の方法を述べる｡

2.1 位相空間経路積分における停留位相近似の方法

Feynman 核を経路積分形式で書くと次のように表わされる【1I.

･qF.e-ihT･qT,-Nli_-JIglldqn始 exp(主軸 {pn}･{qn}】)･ (6,

〟

sps【ipn),(qn)】≡∑ (pn(qn-qn-1)-EH(pn,qn))n=1
ここで､qN=-qF,qO=qt,e≡T/Nである｡これから､連続形式に移行する.すなわち

pn.-･p(i),qn-q(i),qn~qn-1-6(i),f

NIL-J垂1dqn弛 ≡/(qo',T:I" DqDp,n=1
Spsb,q]-LTdt(p(i)6(i)-H(p(i),q(i))),

とすると､連続形式における経路積分公式 (1)が得えられる｡Eami1tonian が

H(p(i),q(i))- 響 +V(q(i)),

(7)

(ll)

の形にかけるときは､pに関する積分はGauss積分であるからすぐに積分ができる.これから､Feynman

の経路積分 【2】が得られるo

･qFLe-*hT,qt,-I(qこ,T: ," Dqexp(iLTdt(?42(i)-V(q(i,,))･ (12,

/(q:,T: I" Dq≡NIL-J (蕊 )号Iglldqn･ (13)

次にPSPIにおける停留位相近似の方法を簡単に述べるoFeynman核に最も寄与する経路は (10)杏

(p(t),q(t))に関して変分して得られる古典的 Eamilton方程式を解くことによって得られるoこの経路を
pcl(i),qcl(i)と書く.

卓cL=空地
ap

aH(p,q),Fl=-
q=qcL,p=pcJ aq q=qct)p-pet

(14)

これらは､2つの1階の微分方程式であるから､境界条件の数は2つ必要であるo今､Feynman 核の場合

q(o)=qt,q(T)≡qFという2つの境界条件が存在するoPCL(i)に関する境界条件は､上の境界条件から一
意的に決まる｡したがって､方程式から求まる解は一意的である｡

p(i),q(i)をこの経路とそのまわりの揺らぎに分け､作用(10)に代入するo

q(i)-qct(i)+q(i),p(i)-PCL(i)+p(i)･
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spsbcL十p,qcE+q】巴ScLbct,qcL]+S2b,q】.
sctbcL,qcL]≡spsbct,qct].

52lp,q,≡LTdt(p(t瀞 ,-(pi2m
これらから､Feynman核は次のように書くことができる.

(qF匿意HTlqT)-e去scL
/q?.'

T)=0

)=0

･iv''(qcL(i))q2))

DqDpexp(妄S2b,q】)
(19)

pに関する積分はGauss積分であるから,すぐに積分できて結果は

･qF,e-ihTrql,- e去scL/q70',T='o=ODqexp(妄招 62(i,一言V"(qct(f))q2〉)･ (20)

となる｡qに関する積分も簡単にできて【1ト その結果停留位相近似の方法においてFeynman 核を求める
ことができた｡

(qFle-iHTrqI)-
2m'hf (T ,0) exp(iscL)

ここで､I(T,0)は以下の微分方程式を満たす解である.

-響 +VJJ(qc,(i))I(i,0)-0･

∫(0,0)=0,
af(i,0)
∂舌
=1.

(21)

このように､PSPIに関して､連続形式によって定常位相近似の方法を用いても問題は生じない｡同様のこ
とを(S)CSPIで行うと､連続形式では問題が生じてしまうことを以下で述べる｡

3 連続形式におけるコヒーレント状態経路積分の問題

この章では､連続形式におけるCSPIの問題点を述べる｡遷移振幅を求める為に連続形式によって停留作
用近似の方法2を用いて計算を進めていくと､幾つかの問題が生じてしまう｡経路積分を用いなくても実際
に答えの分かる調和振動子を例に議論を進める｡

コヒーレント状態は次のように定義される｡

JE)=expli(pQ-qP)]IO)-ex畔 a一柳 o)-･
ここで､【Q,P]- ih,lO)は単位質量､単位振動数の調和振動子における基底状態である.また､

a≡指(れ ip),e≡J;(q･ip),
と定義した｡これから､少し変形すると次式が得られる｡

IE,-n!.& ･n,･
となる.ここで､回 は調和振動子の固有状態のn番目の励起状態である.これから､一般に

e-1'a†aTJE)=軒 iT),

から､Ⅱam iltonianが h=halaのとき､遷移振幅は

((FLe一意HTlet) - (EFlete-iT)

= expト喜(JeFl2.lEtl2).e;Ete-iT]･

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

となる｡これが､連続形式における経路積分で導出できるのか､停留作用近似の方法によって確かめてみる｡

2多くの文献では停留作用近似のことを停留位相近似 (StationaryPhaseApproximation)と呼んでいるがコヒーレント状態の
場合､指数関数の肩に実数部分が存在すること(これは後で述べるが､経路が複素数になることによる)があり､それは位相とは呼
べないので今後ここでは一斉して停留作用近似(StationaryActionApproximation)と呼ぶ｡
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3.1 境界条件､停留作用､揺らぎ

連続形式における経路積分表式は

(EFfe-ihT舶 -/csDEDeb p(去scslE,E･]),
で与えられるfl】. ここで､調和振動子の場合 (a-h丘Ia)を考えると､作用は

scs-LTdt(;(<･(i,i(i,-i･(坤 ,)-hE･(i,"i,),

(29)

(30)

となる｡この作用を(f(i),㍗(i))に関して変分し､それがゼロになるような経路を嘩留作用経路と呼び､

ES(i)I,E-S(i),

と表わす｡この停留作用経路がしたがう微分方程式は次のように与えられる｡

is(i) - -iE(i).

E-S(i) - ie-(i).

ここで､先ず唆味な点が存在する｡それは境界条件の課し方である｡例えば､

ES(o)= Et,i-S(o)-EI,

のように境界条件を課した場合､解は次のように与えられる｡

ES(i)- EIe-1't.

Es(i) - Geit.

しかし､後で示すが実際正しい境界条件は

ES(o)-ET,ぞS(T)-堤,

であり､この時解は

ES(i) - Ele-it.

E-S(i)- 舘 el'(トT)

となる｡このように､連続形式では境界条件をどのように課したら良いのか分からない｡したがって､求ま

る解は~意的ではないOこの唆昧性は(p,q)表示(i-読(q+ip))で計算するときも同じであり､その時､
微分方程式はPSPIの場合と同じ古典的Hamilton方程式である｡この方程式は2つの1階の微分方程式
であり､境界条件の数は2つ である｡しかし､CSPIの場合境界条件は4つ (qt,pz.qF,PF)存在する.
ここでははっきりしないけれども境界条件を(37)のように課して､得られた正しい停留作用経路を作
用に代入する｡その作用を今後､停留作用と呼ぶ｡しかし､ここで正しい停留作用が求められないという
問題が存在する｡停留作用は

sscASp≡ scs【ES,8-S】

- JT〈筈(8-S(t,is(i,-6-'S(i,es(f))-hE-S(i,ES(i,)
= 0 (40)

となり､ゼロとなってしまう.これは明らかに任意の EI,EF の時の遷移振幅を求める際に得られる停留作

用の値と異なる.連続形式で正しい停留作用を与えている文献 【10】【11】があるけれども､これらは一貫性が
なく最初から答えが分かっているかのように感じられる｡

次に揺らぎの計算を行う.(E(i),E'(i))を停留作用経路と揺らぎに分けるo

i(i) - ES(i)+q(i).
E'(i) - e-S(i)+り*(i).

-746-
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境界条件から

Tl(0)-0,が(T)-0, (43)

であるo これらを作用に代入し､(q(i),Tl'(i))に対して1次の項は停留条件により消えるから､2次の項ま
でとると

scslES+叩,8-S+り*】巴SsCASplES,i-Sl+S2CSl叩,叫 ,

S2CSlM ･]=ihr dtn･(i,(孟･i)q(i)･
となる｡したがって,揺らぎの積分は

/- exp(妄S2CSl- ･])∝(deも(孟十iw))-1 (46)

となる｡しかし､このdetの計算はできない｡何故なら境界条件 (43)を満たすような固有関数が存在しな
いからである｡ここでも､連続形式において問題が生じた｡

以上みてきたように､一貫して連続形式で計算を進めると非常に多くの問題があるということが分かっ

た｡しかしⅨlauder【3】によって､連続形式で計算を進めていく為に､境界条件を課すこと､正しい停留作
用を求めることに関しての問題を回避する処方薬が与えられている｡次にこの処方集を簡単に紹介する｡

3.2 Klauderの処方等 ,e項

ltlauderは連続形式でCSPIをPSPIと同様の考え方､すなわち停留作用近似の方法､で計算する為の処

方毒を与えた 【3】oe,(q,p)表示､どちらでも同じことであるが､方程式の数より境界条件の方が多いの
は､今までの連続形式において無視されている項があるからである.Klaudel･の論文にならって､ここでは

(q,p)表示でのコヒーレント状態経路積分を考える.厳密な離散形式での(q,p)表示でのコヒーレント状態
経路積分は次のように与えられる｡

bF,qF.e一意hT･pT,qI,-Nil-J雛 祭 exp(去scsl{pn}･{qn},)･ (47,

ここで､Ip,q)はコヒーレント状態であり､旧 のことである.I(laudel･の論文にならってq,pで書いてい
るけれども､実際に座標 q､運動量pを与えている訳ではないOこれは非常に誤解を招きやすいので注意
しよう｡作用は次式で表わされる｡

N .

scs【(pnl,(qn)]- ∑ [芸((pn-pn-1)2･(qn-qn-1)2)n=1

･ 喜ipn-1(qn-qn-1) -(pn-Pn-1)qn-1)-Eu(pn,Pn-1･qn,qn-1)] (48)
ここで､Ⅱamiltonianの項は

71(pn,pn-1,qn,qn-1)≡
(pn,qn画pn_1,qn_1)

bn,qnlpn-1,qn-1)'
(49)

であり､本来はpn,qnに関して対角形になっていないことに注意しよう｡これから､I(lauderは形式的に
連続形式に移行する為に次のようなことを行った｡

scs-LTd亜 (i(i,,2･("i,,2,I;ip(i,"i,-i(i,q(i)ト H(p(i,,q(i,)] (50)

第2項､第3項は今までの通常の連続形式である｡この時､Hamiltonianはp,qに関して対角形であるo
しかし､第1項が非常に奇妙な形をしている｡通常､差 △pn≡pn-pn_1,△qn≡qn-qn_1に関して2
次の項であるという理由で無視されている項を Eを顕わに書いて残したのである｡今後この項を E項と呼

ぶ.前節での E表示との関係をはっきりさせておく.e表示における厳密な離散形式での作用は次式で与
えられる｡

scsl{En,,悼 ,- 招 くe=(en-en-1,-(Eニーeニー1)en･(eニーEニー1,(En-En-1))
- E71(震,En-1)
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右辺第3項の差に関して2次の項が (48)の右辺第1項である.したがって､ E を残した形で連続形式に移
行すると,

scsJTl筈{Ei･(i,i(i,+押,i(i,-i･(i,招 ,ト H(E･(i,,佃 ] (52,

となる｡

このように作用を形式的に連続形式で書けば､それを(p(i),q(i))に関して変分して得られる運動方程式
は次のように与えられる｡

卓- 空包更 . 筈p･ap

∂H(p,q) 2E..
P = ~ ~すq･aq

Eを含む項によって､初期時刻の後､最終時刻の前で､経路に0(1)のとびが現れる｡しかし､この方程式
から最初に指摘した境界条件の暖昧性は回避される｡更にこの方程式から得られる停留作用経路 (一般に

は複素数である.)を作用に代入すると正しい停留作用が得られる.この時E項は停留作用には寄与しない.

したがって､Elallderの処方葦を用いれば､通常の連続形式で議論を進めても良いということを､彼は主張
している｡ しかし､形式的に連続形式で議論を進めると､初期時刻と最終時刻で不自然な経路の振る舞い

が見られる｡さらに､彼は揺らぎを考察していない｡したがって､揺らぎの計算に E項が寄与しないのか

明らかではない｡このことなど､連続形式ではまだ唆味な点が残るのである｡もともと経路積分は離散形

式で定義されており､ビー0(〟- ∞)の極限操作は､離散変数で全ての計算を終えた後に､行うものであ
る｡したがって､次の章では一貫して離散形式で計算をすることにより､連続形式における問題点を全て解
決する｡更に連続形式では揺らぎの積分が､亡項を無視した為に間違ってしまうことを指摘する｡

4 離散形式におけるコヒーレント状態経路積分

この章では､一貫して離散形式で計算を進めていくことにより､連続形式における問題をすべて解決する｡

4.1 経路積分公式

e表示において遷移割 引ま次のように表わされる.

K:cs(EF,T;et,0)=(eFle一意HTJet).

ここで､完全性関係

/警 leHeI-1,
を(55)の右辺に各時間間隔毎に挿入し変形すると離散形式におけるCSPIが得られる｡

(55)

(56)

Kcs(eF,T;Et,0,-{eFte一柳 ･EI,-N111-J Igll響 exp(iscsl{E=,,{En}･) (57)

去scsl･e:},{en,,-nfl(-;(.En･2･･fn誹 ･弘 ll一芸eu(E:,En-1,) (58,

u(i:･Enll)≡幣

ここで､ E≡T/N, eN =eF,eO= Etであるo
次にこれを用いて具体的な計算を行う｡
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4.2 停留作用近似

この節では､経路積分で多く使われている停留作用近似の方法を議論する｡これは(58)を(‖書目こ関し
て変分することによづて､停留作用経路 (StationaryActionPath)を求め､その周りにおいてE,ぐ を展
開する｡そして揺らぎに関しては2次までを考慮して､それを積分することによって遷移振幅を求める方

法である.(58)を(E,㍗)に関して変分し､それがゼロになるような経路が停留作用経路である.それを

ens,i-ns, n-1,2,...N-1, (60)

とする｡ここで注意が必要なのは､変分すべき変数はあくまで､時間の両端を除いたn = 1,2,…,N-1の
en,E芸である.したがって､ez,ELを含む項の変分は､別扱いする必要がある｡以上のことに注意して変
分すると

i6Scs
a∂E完

iSScs
A∂El+

i6Scs
A∂En

となる｡ただし

S- (-En･ En-1一喜 劇 S- 0, n-2,-,N-1･ (61)

(-El･ EI一芸葦 )ls-o･ (62)

(-Eニ･ E こ .1-喜劇 S- 0, n-1,-,N-2･ (63)

幸三i_:L=__ (一札1･E晶 芸)ls-o･

tE,,)=((夏)
(ELl=te-2)

である｡これから､停留作用経路がしたがう差分方程式が得られる｡

･ns-Ens-1 - -呈濡 lS, n-2,･･･,N-1･

elS-E1 --去環 l5

8-ns･1-i-nS - 芸濃 lg, n-1,･･･,N-2･

綜-乱 1- 妄e香芝 ls

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

これは､2(N-1)個の変数(enS,8-ns)に対する2(N-1)個の連立方程式であり微分方程式ではない｡した
がって r課すべき初期 (又は境界 )条件 Jなどというものは存在しないことに注意しておこう｡更に､

この連立方程式にはE;,EF が含まれていないことにも注意しよう.ここで便宜上､変数ではないけれども

E.S ≡ Et,
舘 ≡ 諒,

と定義すると､上記4式を2つの式にまとめることができて都合が良い｡すなわち

EnS- EnSll - -去ea , n- 1 ,-,N- 1･

8-ns ･1-8-nS = 芸濃 15, n-i,-,N- 1･

とする｡これを､enS(n-0,1,…,N-1)とi-ns(n-1,2,…,N)に関する方程式と解釈し直せば､enSには
"初期条件 (70)を課すべき "でありEnsには "終期条件 (71)を課すべき "であることになる｡(72)
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と(73)より､停留作用経路に関してEnS-EnS_1およびE,?+1-E-ns(1≦n≦N-1)は E程度であることが
分かる｡したがって､上記の差分方程式を

dES(i) i ∂7tl■ll■- -
dt A∂ぐ(i)

de-dSt't' - 喜劇 S,

と連続変数で表わしてもよい｡これに課すべき境界条件は､(70)､(71)より

ES(o)- El,
elS(T)-舘,

である｡これが､前章で境界条件を(37)のように課した理由である｡すなわち離散形式では､方程式の中

にEI,草しか含まれていないからであるoこの微分方程式の解を用いれば

EnS - ES(tn)+o(E),0_<n≦N-1,
8-ns - 8-S(tn)+o(E),1≦n≦N,
tn≡ nE,

であるoただし､(72)と(73)において EF とEI*は現れないから､EF一緒 _i,E-IS-EIがe程度というこ
とはいえず､"ESの終点"と"8-Sの始点"は連続近似で表わすことは出来ない｡そもそも､離散形式で考
えれば銘,el.Sというものは存在しないoまた､もとの積分変数 (En,E:)の段階でEn-En-1などが E程
度であるということは､経路積分表式を導出する段階で出てこないことに注意せねばならない｡
具体的にⅡamiltonianを

H-h丘Ia,

とすると､差分方程式は次式で与えられる｡

EnS-EnS_1--iEEnS_1,i-nS+1-Ens- ice-nS+1,n-1,2,･･･,N-1.

これらの方程式は簡単に解くことができ､解はそれぞれ

EnS - (1"'E)nElctEle-1'tn,n-0,1,...,N-1,

fns - (1-iE)N-n舘 と 舘 ei(tn-T),n-1,2,...,N

(80)

となる.ここで注意が必要なのがEnSとfnsは互いに複素共役にはなっていないことである｡したがって､
EnS,i-nsを

IM"lH一
IHH""rhH一

S∩
～)∩

.e･
.叩

+
一

～)-1
5
n

J..JW
L..■!.,l･]

iZI1
3

≡
≡

uPJe

声仙
と書いたときに､一般にqnSとp夏は実数ではなく､かつ "始点 ','と "終点 "にオーダ- 1のとびが生

ずる.(図 1)これから､qnS,p夏は

qns =路ens･E-nS'-路eTe-Z'tn･ E;e"ln-T))･
pns - -iG (EnS-i-nS)--iG(ele-un一扉 (tn-T,)･
n - 1,2,...N-i.

である｡これで､ E項の意味が明らかになったO離散形式で考えれば､変数はあくまでn-1,..,N-1の
〟-1個であり､始点､終点というものは､あらかじめ与えられている定数である｡連続形式では無理失
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理､始点､終点を連続変数として考え様とした為に､E というものを導入せざるを得なかったのである.ち
し､EF-EIe~汀 という特殊な場合に限り､停留作用経路は

EnS-ETe-itn, (88)

8-ns= E;eI'tn= (EnS)*, (89)

となり､互いに複素共役になっているので q夏,p三は

qns - qtcostn+pTSintn,
p5 - -qISintn+pICOStn,

となり実数である｡ここで

eT≡J;(ql･ipt), (92)

であるo今Ⅱamiltonianが調和振動子であるから､(90)､(91)はまさに古典力学から導かれる軌道を措い
ている.更に両端も含めて滑らかに繋がっている.しかし､このように終点 EFが位相も含めてETe-1'Tに

等しいという特別な場合のみこれが成り立ち､一般的なEFのときはqnS,p雷は複素数であり､お互い複素
平面上の軌道を措く｡

Figure1:停留作用経路の実数部分.点線の軌道は終点が EF-Ee~2'T という特殊な場合.

4.3 停留作用と揺らぎ

停留作用経路が求まったので､enE芸を停留作用経路と揺らぎに分ける

En- enS+qn.
Eニ - 8-nS+症.
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ここで､(70)､(71)から710=砿-0である.これを(58)に代入する｡

Sl(en),((訂】巴SsCASplIEnS),(e-nS)】+S2CSlfqn),17:)】
ここで

孟sscASpl(EnS),(8-nS)]≡ 孟sl(ens),(i-nS)i
〟-1 〟 〟

- 一言(JeFL2I lf Il2)-∑ EnsEnSI∑e-nSEnS-1- ie∑ 8-nSenSl1n=1 n=l n=1

〟-1

-;(fEF12IrEIl2)-∑ EnsIEnS-enS-1+iEEnSll).(1-iE)E-k乱 1,n=1
〟-1 〟-1 〟-1

ks2CSl(qn) ,(蹴 ]≡ -∑ 廟 +∑砿恥 -1-ie∑ 伽 -1
n=l n=1 n=1
1凸-il

-∑ 机 恥-(1-iE)qn-1),n=1

(95)

(96)

(97)

であるO(97)でEamiltonian の項は71:Tln_1に比例している.しかし､連続形式で計算していたときはこ
の項が､ワニ恥 に比例していた.この為に､Eamiltonianの項からGauss因子に相当するものが出てきてし
まい､揺らぎの積分を間違ってしまったのである｡(96)に(81)､(82)､(83)を代入すると

去sscASp-一言(,eF.2･･EI.2,･蘭 (1-蛋)",
となるから､遷移振幅は

Kbs(fF,T;eI･0, - Nll1-JI511響 exp(妄sscAsp･iS2CS)

･exp卜喜(leFl2IrEtl2)･E;ere-iT]K2CS(0,T;0,0),
となる｡ここで

K2CS(o･T;0,0,≡Nil-Jqo=｡:gll響 exp(孟S2CS"nn}･{q:}･),
であり,

Nl恕 (1-蛋)"-e-iT,
を用いたO次に(100)を計算するわけであるが､これは(97)を参照して､71m,71:杏

定 ≡ 恥-(ll"'e)qn_1,∫
7I≡71:,

(98)

(99)

(100)

とそれぞれ独立に変換すれば (順にqN_1から積分することにすれば､恥 積分において恥_1は定数である)
､各 nに対して

頂 恥-(1-ie)qn_1)-甲よりこ,
となるから,これはすぐに積分でき,結果は

K2(0,T;0,0,≡Nil-A .=｡貰響 exp(妄S2CS肘 ,･q=}】)-1,

である｡この結果は経路積分を用いずに求めた結果と一致する｡
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4.4 E項の検証

連続形式で唆味に考えられていたことは､前節で示した通り離散形式では存在せず論理的にもはっきりし

ているo したがって､I(lauderの論文で述べている､e項は停留作用を求める際には寄与しない､というこ
とは離散形式においても正しいはずである｡更に､揺らぎの積分は離散形式で正しく計算できた｡したがっ

て､揺らぎの積分を考えるときに､連続形式では無視されている 亡項を､含めない場合､含めた場合の双

方を計算することによって､亡項が本当に無視できるのかを確かめることができる｡

4.4.1 停留作用の検証

Hamiltonian が TLat丘のとき､前節で求めたEnS,E-nSを(48)に代入することによりe項が停留作用にきか
ないことを確かめる.EnS,EnsとqnS,p夏の関係は(84),(85)である｡
中間時刻における差qnS-qnS_1,Pだ-pだ_1,(n-2,...N-1)は0(E)であるから､ e項のうち中間時刻か
らの寄与は全体で0(f)となり､きかない｡次に両端にかかる項(qF一拍_1,qlS-qT,PF一拍_1,Pf-pt
を含む項)を考察する｡

(pF-PSN_1)2+(qF一成_1)2-p2F+qを-2揖 Je~Z'tN-1-2lEFI2el'(tN-1~T)+2闘 Ie~汀-0,(E-0)(106)

(pf-pI)2+(qlS-qt)2=p2I+q卜 21Ell2e叫 12闘 Je~i(t1-T)+2問 Ie~iT→O,(E-0) (107)

したがって､E項が停留作用に寄与しないということが確かめられたo したがって､停留作用は残 りの項か
ら求まる｡

. 〟

去sscisp - を∑ (qnsp喜一1- P:qnS-1)一言 (pfpns-1･qnSqnSl1 ･ i(qnSp三一1-P:qnS-1))
n=1

巴一芸b2F･p21･q2FIqf)･喜ipFPI･qFqt.i(qFPt-PFql))e-iT (108)

停留作用がもとの正しい遷移振幅を導出するということが分かったので､揺らぎに関する積分は1の筈
である｡つまり､停留作用に対して亡項は寄与しないので連続極限において落とすことができる｡しかし､
qn,pnを停留作用経路のまわりで展開したときに､揺らぎに関しての計算の際にE項も考慮に入れるべき
かどうかは自明ではない｡したがって､(48)の各項に対してそれを調べる｡
4.4.2揺らぎの検証
qn,pnを停留作用のまわりで 展 開 す る .

lh

.･Z

恥

p

+

+

g
n
U)
n

q
一

p
▲

こ

こ

n

∩

q
一

a
..

(109)

1<n<N-1. (110)

(109),(109)を(48)に代入し､揺 ら ぎ に 関 して 2次の項をそれぞれ､E項､位相項､IIamiltonian 項 に 対
応して､S2E,S2P,S2N,とすると､次 の よ う になる.

孟S2{- 一言"iI(p2n-pnpn-1+｡三一｡nqn-1)･n=l
.〟-1

is2p - を∑ (qn- 1-Pnqn-1)･n=2
. 〟-1

呈S2" - 一言∑ ipnpn-1･qnqn-1･i(qnpn-1-Pnqn-1))･n=2
(1 1 1)

ただし､q｡=p｡=0と定義した｡もしE項が揺らぎに寄与しないのであれば､上のS2PとS2TLだけの項
に対する (qn,pn)の積分が 1でなくてはならない.しかし､付録 Aから､これだけではこの積分は 1に
ならず､結果は

侶% expli(S2P･82"]-2N-let'T,
- 753 1
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である.これはN-∞ の極限で発散している｡ E項 から生ずるS2Cも考慮に入れると､積分は

憎 等 expli(S2P･52- 2"]-1,
(113)

となる.したがって､揺らぎの計算においではe項は無視してはならず､それも考慮に入れて揺らぎを求
めなくてほならないという重要な結論が得られた｡

5 連続形式におけるスピンコヒーレント状態の問題

スピンコヒーレント状態経路積分は､コヒーレント状態経路積分と構造が似ており､連続形式における問題

はそのまま存在する｡実際に答えの分かる問題を例に､遷移振幅が連続形式で答えが導出できるのかを確
かめる｡

スピンコヒーレント状態【12】は次のように定義される｡

le)-exp 卜 再 .+ ｡ ｣ ls)･(-e雪･ (114)

ここで､9土は昇降演算子であり､スピン演算子 Si,(i=a･,y,I)から､9土-ST士iSyと構成される.ま
た､IS)はSzの固有状態でSZlS)-SIS)である.これから､少し変形をすると次のように書くことがで
きる｡

'臣 (1.LEl2'-S.圭O( (2S)!MeT_S＼(S-M)!(S+M)!)
1/2

ここ で､ ♂
e≡et'otan盲,

で､IM)は島 の固有状態である｡(9zIM)-MIM))これから､一般に

eiBzTlE)-eiSTJEe-1'T)

で､遷移振幅はh=-hSzのとき

くEFle-舌HTlEt)- eiST(EFIEIe~iT)

eiST

(1十はFl2)S(1 + le t l2 )S

esIMIM).

(1+緑ete-iT)2S,

となる｡

5.1 境界条件､停留作用､揺らぎ

連続形式における経路積分形式は

くEFle一抑 IEI)-/scs- eb p(去sscslE,E･]).

で与えられる｡【3】【41【51ここでEamiltoniana-一鴫 を考えると､作用は

sscs-LTdt(
ihS

1+le(i)暮2

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(e･(i)i(i)一 軸 (i))+ hS諾 ), (120)

である｡これから､停留作用経路がしたがう微分方程式は

is(i) - -iE(i),
･3
e(i)- iE(i),
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となり､形式的にEamiltonian が調和振動子の場合のCSPIと同じ形の微分方程式である｡したがって､

境界条件に関しての暖昧性がここでも存在する｡正しい境界条件を選ぶと停留作用経路は(38)(39)で与え
られる｡これを作用 (120)に代入すると､

sssJ4CB≡sscsks,E-S】

-LTdt(
ihS

1+8-S(i)ES(i)(i-S(i)is(i)-e-'S(i)es(i))+hS
1-e-S(i)ES(i)
1+E-S(i)ES(T)

-ihST,

となり､この場合も任意の Ez,EFのときの遷移振幅を求める際に得られる停留作用の値と異なる｡
CSPIの場合と同様に揺らぎを計算すると

52S C SlTl,り*】-

となるから､揺らぎの積分は

2ihS

(1+ i-S(i)eS(i))2LT町 (i,(i･i)"i,,

/- exp(妄S2SCS)- (de も (孟･ i)) -I

(123)

(124)

(125)

となり､このdetは計算できない｡
以上みてきたように､一貫して連続形式で計算を進めるとCSPIの場合とまったく同じ問題が生じてい
る.ここでも同様に､次節では停留作用近似の方法を連続形式で扱う為の1(laudel･の処方集を簡単に紹介
するしかし､SCSPIの場合は連続形式に移行する際に問題があるということも述べる｡

5.2 Klauder'S処方等,E項

cspIの場合と同様にSCSPIにおいて､停留作用近似の方法を形式的に連続形式で扱う為のⅨlauderの

処方集を簡単に紹介する｡ E項とは､CSPIの場合 △pn,△qnの2次の項であった.その時､経路積分を
導出する際に差に関して展開しなくても､作用は(48)のように最初から差の形で書かれていた｡しかし
SCSPIの場合は､CSPIの場合のp,qの変わりに､i-e2'¢tan0/2の関係から作用はC,¢に関する差
△o≡ on-on_1,△4,n-¢n-¢n_1の形で書かれていない.したがって､e項というものは､最初から存
在しない｡これを示す為に､♂,¢表示で厳密な経路積分に現れる作用を書くと次のようになる｡

sscsl裾 ,裾 ,-ne(-2ihSln(cos!cos争 e-- 1,sin%sin% )

- E71 (en,en-1,¢n,Qnl1)

71(On,On-1,4･n,4･n-1)≡

である｡ここで

),

(on,Qnl執 on_1,¢n_1)
(Cn,4･nLen-1,Qn-1)

(126)

(127)

であり､CSの場合と同じようにOn,¢nに関して対角形になっていないことに注意しよう.これからも､分

かるように(126)はβ,¢に関して差の形で書かれていない｡したがって､連続形式に移行する為にはこの
段階で差に関して展開する必要がある｡しかし､CSPIの場合と同様､差△en-△¢n-0(E)である指標
は存在しない｡仮にそうだと思って､2次まで展開すると次のようになる｡

〟

sscset∑n=l岸((on-on-1)2･(Qn一症 1)2sin2on)

I hS((Qn-¢n-1)(cosOnI1)一言(cn-on-1)(Qn-Qn-1)sinen)-f"(en,en-14- 症 1)],
(128)
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差に関して1次までをとり､連続形式に移行したのが通常用いられている作用であり､Eamiltonianはβ,¢
に関して対角形になる｡CSPIの場合と同様に差に関して2次の項を残して連続形式に移行すると次のよう
になる｡

sscs - LTdtl竿 fb･2(i,.sine(i,i2(i"

･ hSii(i)(coso(i)-1)-;6(i)i(串 nC(i"- a(9(i),"i))]･ (129)

このように､形式的に連続形式に移行すれば境界条件に関する唆昧性は回避できる.しかし､Elauderの論

文ではe毎sinO/2の項がない02次の項までを残すのであれば､この項も残されるべきである.更に停留
作用が正しく求められるかどうかは､一般にⅡamiltonianのある場合､Klallderはきちんと述べていない｡
しかし､E項が停留作用に寄与しないということは述べている｡SCSPIに関する連続形式におけるl(lauder
の処方聾はCSPIと違って唆味なところが多く存在するので､これを無批判に用いるのは席捲いがある｡こ
れらのことをはっきりさせる為にも､やはり離散形式でちゃんと計算してみる必要がある｡そこで､停留作

用が正しく計算できるのか､揺らぎの積分が正しくできるのか､この2つに関して調べる｡

6 離散形式におけるスピンコヒーレント状態経路積分

CSPIの場合と同様に､一貫して離散形式で議論を進めていくことによって､連続形式の問題を全て解決
する｡

6.1 経路積分公式

i表示における遷移振幅は

である｡ここで､完全性関係

K:scs(EF,T;EI,0)-(eFle~舌HTIEI),

/

2S+1dedE'
冗 (1+ l引2)2

le)(el-1,

を右辺に各時間間隔毎に挿入し変形すると､離散形式におけるSCSPIが得られる｡

Kscs(EF,T;EI,0,-くeF.e-ib･81,-Nli_-J:51等

主ssc鵡 :,,{En,I-nSlsln
(1+Eニen_1)2
(1+lenl2)(1+len_112)

dendE芸

汀 (1+ほnl2)2exp(妄sscs【仰 ,(En)】)

(132)

一芸en(E芸,en-1)]

S(ln(1+.eF･2,-ln(1･.eIL2,)･ne l2Sln岩 告 一言e71":,En-1)]
(133)

- ,En-1)≡幣 ,

ここで､e≡r/N, eN ≡EF,Eo≡EIである｡
これから､具体的な計算を行う｡

(134)

6.2 停留作用近似

コヒーレント状態の場合と同様に､それぞれN-1個の変数 en,e芸に関して(133)を変分し､停留作用経
路がしたがう差分方程式を求め､具体的なⅡamiltonianに対して解を求める｡
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前章で注意したように､両端を含む項に注意してそれぞれの変数に関して変分すると

妄至欝 Is- (-2S
i6Sscs

aeel+

i6Sscs

A 6En_1

妄言禁 Is

En-En_1

(1+E芸En-1)(1+E岩en)

El-EI
(1+el'Et)(1+El托l)

E完IEニ_1

i∂71

一高e両

(1+E完en-1)(1+eニーlenll)

Eを-eN-1
(1+EをEN-1)(1+舘_leN-1)

となる｡ここで､便宜上変数ではないけれども

∫

*h.

f
L'

fL'

≡

≡
uj..JO詑

=0,n-2,･･･,N-1･ (135)

(136)

- 0,n-2,...,N-1.

i∂71
~盲e両こ; -0,

と定義すれば(136)､(138)香(135)､(137)に吸収することができる｡すなわち､(135)はn-1,...N-1
に対して､(137)はn=2,...N に対して成り立つ｡
具体的に問題を考える為､実際に答えの分かるⅡamiltonianとして

H--hS"

～(i:,En-1)ニーhS浩 ,

を選ぶ.このとき71(eこ,en_1)は

である｡したがって差分方程式は

ens-ens_1
1+Ensens

E-ns-E-ns_1

1+(-ns_lens_1

-2f

= tE

EnS_1
1+8-nsens_1
e-ns
1+i-nsinS_1'

n=1,...,N-1,

n-2,…,N, I

となる｡これから

ens-ensIl= 0(e), n=1,…,N-1
E-nS1-nS_1 - 0(e), n-2,...,N

であるO舘 やE.Sはどこにも現れないことに注意しよう.つまり

EF-E是_1≠ 0(e),
i-1S-EI ≠ o(E),

である｡上の方程式を解く為に､以下に示す保存量の存在に注目する0

pn ≡ 8-nsEnS_1,

Rn ≡ 8-nSEnS,

と置けば

(143)×6-ns,(144)×inS_1
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から

Rn-Pn
l+R,1

Pn-Rn_I
1+Rn_1

を得る｡この2式を加え変形すると

Pn

-2ETT瓦, 1<n'N-1,

%ET完 , 2≦n≦Ⅳ,

1+Pn
- 一三土塁 2≦n≦N-1,
1+Rn_1 1+Rn' (153)

となるOここで､Pn--1のときは(133)からSscsは零になる.したがって､このような値になる停留
作用経路はきかないのでPn≠11とすることができる.よって

Rn=Rn_1≡R, 2≦n≦N-1,

となり､Rnは保存量である.つまり

Rn-R, 1≦n≦N-1,

である｡これを(151)に代入すると

R-Pn Pn

- =12eTT瓦 , 1<n<N-1,1+R

となるから､Pn も保存量である｡これからPnを求めると

Pn - -
1-R-ie(1+R)

(154)

(155)

(156)

土書 く1-R-ie(l･R))2.4R≡Pi(R), 1<n<N-1, (157)

となるOこれを0(E)までで近似すると

pi(R)-(R(ll12i)i岩p (158)

となるが､p-(R)はP≠11の条件から落とすことができるOこれを(143)､(144)に代入すると､差分
方程式は0(E)までの近似で

ens-EnS_1 - -iEEnS_1, 1<n<N-1,
6-ns-i-nS_1 - iEEns, 2≦n≦N,

となる｡この差分方程式は前章の調和振動子と同じであり簡単に解くことができて解は

ens - eI(1-ie)n巴Ete-itn, o≦n≦N-1,

E-nS- 舘(1-iE)N-n空諒el'(tn~T), 1≦n≦N,
tn ≡ ne

であるoこの解の形は形式的に前章で考察した解と同じである｡前章では EF-ere-2'Tのとき停留作用経
路は実数で､Eamiltonianが調和振動子の場合であるから､位相空間でみれば軌道は円軌道を措いていた｡

今の場合はZ軸方向に磁場をかけたときのスピンの運動を考察しているのであるから､終点がEF-(te-iT
のときのみ､停留作用経路はZ軸のまわりで古典的な歳差運動を表わすOしかし､一般には軌道は実数と

は限らずenSとEnsは互いに複素共役ではない｡(図2)またR,Pは

R -8-nSEnS-ELEt(1-ie)N巴舘Ele-iT,
p - E-nSenS_1-R(1liE)-1巴舘ETe-iT+ie,

- 758 -
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Figul･e2‥スピンの先端を上からみた図.前章と同様に始点､終点の両端でとびが生ずる.軌道は実数部分
である｡

6.3 停留作用と揺らぎ

停留作用経路が求まったので en,e芸を停留作用経路と揺らぎに分ける｡

En = EnS+恥 .
( ニ - E-nS+症.

ここで､(139),(140)から,10-症-0である｡これを(133)に代入する.

sscsl(e訂,(en)】 e z sssACき+S2SCSlh訂,(恥)】

孟sssACB ≡ 言sscslfE-nSH EnS)I

-sin(1+leFl2)(1+lEtI2)+S

+ i(N-1)E÷十三+iE
1-P l一指舘ー1
1+Ply- 1+ほFl2

2Nln(1+P)-2(N-1)ln(1+R)

(167)

(168)

ln(1+P)にはN がかかっているから､P としては0(E)まで残した式 (164)を代入せねばならないoL
たがって

妄sssACg 巴 -Sin(1.lEFI2)(1･lell2)･sl2Nln(1･R)･2iEN品
-2(N-1)ln(1･R).iNEiiB]
iST+Sin (1+R)2

(1+LEFl2)(1+ lill2)I
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となる.ln(1+R)の前のNはキャンセルしたから､Rには0(eO)までの式 (163)を用いてよい｡した
がって

exp(妄sssACB)-
et'sT

(1 +lEFf2)S(1+ lEII2)S
となる｡去S2SCSlhニ),lりn)】は(付録 C参照｡)

is2SCSl{7:,･{qn},-品 Igll卜2(iX)2

(1十指ete~iT)2S

- +2- 1-2ie宗 伽

(170)

品 針 恥 -(iff)2(1-ie,血 -1], (171,

となる.ゆえに実効的に71n,77芸-0(S-1/2)である.
逮移振幅は

(eFle-ihTLEI)-Xp(孟sssAcB)K2SCS(o･T;0,0),
となる｡ただし

K2SCS'O,T;0,0'- Nll1-Jfil等 圭
d恥dTl芸

⊥⊥ 7r (1+(e-ns+Tln)(EnS+恥))2n=1 exp(去S2SCS【(qM qn)I)

巴 Nll1-J 酢 器 exp(妄S2SCS【{郁 {qn,I)

(172)

(173)

である｡ここで右辺第2式に移行する際に､恥砿=0(S一書)であることを考慮して､積分測度から来る
0(SO)の寄与は落とした.次に揺らぎに関する積分を考える｡

読+- qn,
■

りニ - 恥-(岩)2(1-iE,帆 -1,
と独立に変換すれば

/誓35 expl一品 〈 - (岩 )2(1 -ie,n:qn-1) ]

-/誓言鵠 expト 品 叫

- 1,

となるから､結局

K:2SCS(0,T;0,0)-1,

となる｡したがって遷移振幅は

(EFIe-去HTIEt) exp(妄sssACB)K2SCS(0,T;0,0)
eI'ST

T (1+IeFI2)S(1+JEtl2)S

となる｡これは経路積分を使わずに求めた値と一致する｡
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6.4 e項の検証

SCSPIはCSPIより､事情は複雑であった｡その一番の原因は次のことである｡CSPIの場合は離散形式で

経路積分導出して連続形式に移行する過程で､作用を離散変数En,Eニ(もしくはqn,pn)の差に関して式

を展開していない｡これに対しSCSPIでは､連続形式に移行する為に作用をen,eニ(もしくはOn,Qn)の
差に関して展開する必要がある.したがって､CSPIではE項が停留作用に寄与しないという結果は妥当だ

としても､SCSPIの場合はすでに差に関して展開した形 くそうでないとe項なる概念は存在しない )で､
e項が停留作用に寄与しないということは､両端の オーダ-1のとびを考慮に入れていないという点で疑
問である.しかし､1(laudel･によれば､ E項は停留作用に寄与しないと述べているo Lたがって､この節
では､CSPIの場合と同様に通常用いられている連続形式における作用に､停留作用経路の解を代入する
ことによって､正しい結果が得られるかを確かめる｡もし､正しい結果を得ることができないのであれば､
SCSPIにおいてほ ぞ項なる概念は存在し得ず､連続形式で議論することには疑念が生ずることになる｡

6.4.1 停留作用の検証

ens,i-nsとcnS,死 の関係は

EnS - e垢 an誓,

8-ns- e-iQSntan誓,1≦n≦N-1,

である.これからOnS,死 を求めると以下のようになる｡

(tan誓)2- i-nsEnS-R-e-i(QFlQl,tan筈 tan;e-iT

e- ≡ - (義)2-瞥
･莞- - (tn一言 )I;(QF･ QI,一言ln 箆

1<n<N-1.

これから､I(lauderの論文の内容を確かめる為にこれらを(128)のSscsに元入する｡ここで

cns= 2tan-1J頁=const.≡ CS, n=1,…,N-1,
¢喜一4･烹_1 - -e-0(E), n-2,-N-1,

(181)

である｡ここで､4･喜一¢莞_1,(n-2,-N-1)は0(e)なので､その2次の項は全体で0(E)になるから
消える｡しかし､両端を含む項は0(E)とは限らないから別に考える必要があるo停留作用は

孟sssACB 巴 一言((oF一札 1)2･(CIS-ol)2･(QF一札 1)2sin2oF･(Qf-QI)2sin20lSl
+ iS((QF-QSN_1)(cosOF-1)+(¢デー4･t)(cosOIS-1))

NJ ,.q ,.｡､′ ∧.q .､..ハNGll-P l一指e是_1
+iS∑(¢三一藍 1)(cosOnS-1)+iES∑ 完売 +iE
'りnti/Yn Yn~l八一VUVn ー‥PL)ne l+P II-1+E描 -1

である｡また､Eamiltonian の項は(表示で

-hS 1- e-nSenS_1
1+ Ensens_1

- 76 1 -
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であり､E-nsens_1(1≦n≦N-1)は一定値Pであったので上述のようになる.これより､各項にOnS,舵
を代人する.先ず､E項の両端を含む項は次のようになる｡

ここで

一言((CF-札 1)2) - -言(拷 - 2eFCS･ (oS)2)･

一言((o卜 oT)2)- 一言(C2r 2CIOS･(oS)2)･

-書く(QF一札1)2sin2CF) -一言(8QF)2sin2CF･
-i((Qflt)2sin2of仁 一書く品 (641)2〉･

tang

SQF ≡ 毎 - 札 1--E･言+喜(QF-QI)I;ln㌫ 官

tam告

841= ¢flQTニーE･言.喜(bF-～,-;ln㌫ 亨

(188)

(189)

(190)

(191)

である.これら両端の寄与がいずれも零でなく互いに相殺もしない｡つまり､Ⅸlauderの述べている､｢停
留作用において E項は寄与しない ｣ということは誤りである.次に位相項の両端を計算するo

iS(4･p-QSN_1)(cosOF-1)-iS(cosCF-1)(64･F).

iS(¢fl4･t)(cosCfI1)-iS
更に､位相項の中間､Ⅱamiltonianの項は次のようになる｡

〃-1

(読)(661)･

-2R .__ 2R

iS∑ (中三一札1)(cosCnS-1)--iS(N-2)Effi-iSTT話 ,(E-0)･
NGl1-P 1-闘 克_1
ieS∑ 詫 言 +
nk r行 十%El+問え_l一画 震 ,(E-0)･

(196)

(197)

位相項の中間とHamiltonianの項の和はiSTになる｡これが正しい結果と一致するのはEF=ete-iTの
場合に限る｡

したがって､これらから､位相項､ E項､全てを考えても正しい結果は得られない.この原因は (128)
のように最初から差､On-On_1,¢n-¢n_1に関して展開してしまった形に停留作用経路の解を代入して

しまったからである｡しかし､両端を含む差､OF一鴫_1,0lS-et,4･F-QSN_1,¢f-4･tというのは微
少量とは限らないので､これらを含む項は展開してはならない｡したがって､ここだけを展開しないで書く

と停留作用SsŜC針 ま

妄sssACB 巴 2Sln(cos等cos告 ･e-"QF-QSN-.,sin等 sin告 )

x (cos! cos; ･e-･''"S-･t'sinisin;)

･ Ig 21ト音 {(ons - ons l l,2･ (- -1,2sin2onS}

･ iS((4H z-I)(cosCn5-1,-;(OnS-onS-I)(¢H :-1)sinOnS)

-iEnflu(9" nS-I,- 1,]
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である｡この右辺第1項は展開していないので､Klauderのいう(項､位相項に相当するものはすべて含ま
れている｡上の式に停留作用経路の解を代入し､実際に正しい結果を導出できるかを確かめる｡詳細な計算
は付録B譲り､結果は

妄sssACB=iST十2Sln(cos等 cos筈 +eh〟1[ -~し~~2rー~2 '~ ー~一一2一一一一2- ノ7 ､~一一′

となり､(118)と一致し正しい結果を導出することができたOこれで､I(latlderの論文に関してスピンコヒー
レント状態経路積分の項目は誤りであるということが分かった｡次に♂,¢表示で揺らぎを考えるとそれは
1となる｡しかし､それは､CSPIの場合厳密な離散形式の表式から揺らぎの積分が正しく計算できたこと

の理由から､差に関して展開していない(126)の厳密な離散形式から求めなくてはいけない｡(詳細は付録
C,Dを参照｡)

7 concludingremarks

(S)CSPIに関する連続形式に対する問題点を議論した｡その結果､CSPIにおいてはf項は停留作用には寄
与せず正しい停留作用が求められたけれども､それを無視して揺らぎの積分を行うと間違った結果が得ら
れてしまうということが分かった｡したがって､連続形式において通常無視されているE項は､揺らぎの積

分を計算するときは無視してはいけない｡SCSPIにおいては､事情はもっと困難である｡亡項なるものが
存在する為には､厳密な離散形式を積分変数の差に関して2次まで展開しなくてはならない｡そして､こ
の2次の項が e項である.しかし､E項が停留作用には寄与しないというのは誤りで､しかも全ての項を
考慮に入れても正しく停留作用を求めることはできない｡揺らぎに関しても､展開した作用から求めたの
では間違ってしまう｡したがって､SCSPIにおいては差に関して展開していない厳密な耗散形式で計算を
進めていく必要がある.つまり､ E項なるものは存在し得ず､形式的に連続形式で議論を進めることはでき
ないという結論に至る｡

(S)CSPIに関して､最後にもうーっ問題であろうと思われることを簡単に述べておく｡
PSPIの場合､運動量pの帝分を行った結果､Feynman 経路積分が得られ､連続形式で作用はI.a.grangian
を時間積分した形に書くことができた｡この時､作用には運動量座標は含まれていない｡ある物理系を考察
するときに､このように運動量座標を先に積分して､有効作用を求めることは良く行われていることであ

る｡同様のことを(S)CSPIに関しても行われている｡SCSPIを例にして述べると､スピンのトンネル【7】
を考察する時に､スピンヴェクトルの角度に対応する座標β,¢のどちらかを先に積分することによって､1
変数に関する有効作用を求めて､スピンのトンネル確率を､座標の場合と同様にInstanton法 によって求
めている｡このような一連の計算過程がはたして妥当なものであるか､今回の連続形式に関する間寛点を

考えれば疑問である｡もともと､SCSPIは状態間遷移振幅を計算す為のものであって､Feynman核を計算
するものではない｡したがって､積分する変数の数は違うのである｡SCSPIはどちらかの変数を積分して
しまっても､有効作用には両端の借が残っているのである｡したがって､厳密に稚散形式で計算を行えば､

有効作用が今まで議論されてきた形であるという保証はないということが考えられる｡

'QF-4,'sin% sin筈e-iT)I (199)

本修士論文を遂行するに当たり､高木伸助教授には研究に対する姿勢､方法等､様々なことを学ばせて
頂きました｡その過程において的確な助言をいただき､心から感謝致します｡

A CSPIにおける揺らぎの計算

CSPIにおける揺らぎの計算を行う｡
.〟 -1

ks2P=妄nS2(qnpn-1-Pnqn-1)･

孟S2e- - 接 l(p2n-pnpn-1. q三一qnqn-1,･
. 〟-1

押 -一号芸†pnpn-1十qnqnll+i(qnpn-I-Pnqn-1))･
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qo-qN=伽-PN-0.
e項に関する以外の項のみで､揺らぎの計算を行うo

妄(S2P･呼)-措く

e

Apn≡一言

ここ で ､

〟

(1-'e)(qnpn-1- Pnqn-1ト E∑ (p"Pn-1+qnqn-1)
n=1

紳 p】JuPl ,?]

≡
]q
p

ー

L

01

q

P
一

l

1

1

一
1

l

q

‥
.
〃
p

‥
.

〟

1 .0

0 .1
1 0

･Ju P"=LABPFN Tp:],

0-1

1

0

βnL≡ユニセ
2

であり､APナ(,BPuは(N-1)×(N-1)行列である｡JuPγの行列式は

detJuPγ≡det(APN+iβP光)deも(AP7㌧ iβP71),
となる｡ところが

0

1
U=亨,

det(APn+iβPN)-deも

である｡ここで

(一入〝)午 ,Ⅳが奇数の場合
0 ,Ⅳが偶数の場合

入≡一言(1-i2e)弓 e-2ì

(203)

(204)

(205)

(207)

(208)

(209)

であるoAPN-iβP和はAPN+iBPγの転置行列となるから､行列式は等しい.よって､N を奇数にと
らないとだめである｡仮にそうとったとしても

detJuP7L =(一Az,)N-1

- (ie- I'2{) " - 1

巴 ( 去) " - 1 e - 2iT,

であり,したがって,積分は

憎等 exp[去(S2P･S2"]-最 示]与
- 2N-1eiT,
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となり､ 1とはならない｡

次に去S2<を含めた場合の同様の議論をする｡

i(S2P･針 茸)- 一言童{pz･q三一α(pnpn-1+qnqnl1,-･a(qnpn-1- m-1,,

- -喜ltqtp】JuPC1 ;]･

ここ で,

a=1一言E,JuP{"=[-ABPiニ 芸pp'e"～ ].
1 -α/2

-α/2

AP亡TL≡

-α/2
-α/2
1

βPeN ≡

Oia/2
-ia/2

である｡,uPeγの行列式は前回と同様

detJuPeN=deも(AP̀N+iβP川)det(APen-iβPeN),

である｡したがって

1 -α

0 .0

0 .-α01
det(AP川+iβP<TL)=deも

ia/2
-ia/2 0

(212)

(213)

(215)

(216)

であり､これは N の偶奇にかかわらず成立する｡APe和一iβP̀TLはAPeN+iβPe7Lの転置であるから行
列式はやはり1である｡よって

det.MPCTL-1,

である｡したがって,積分は

rgll等 expli(S2P･S2e･馴 -[
となる｡

detルtPeTi-1,

B 停留作用の計算

両端を含む項を展開していない式に停留作用経路の解を代入して､正しい停留作用を求める｡

妄sssACB 巴 2Sln(cos等 co葦 三十e一帖 dSN-1,sin等 sin告)

･ (cos誓 cos筈十e一 柳 t'sin誓 sin筈 )

Ⅳ-1

+ ∑n=2ト 音((ons-cns-1)2･sinOnS(QH :-1)2)

-765-
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【両端の項の計算】

･ iS((Qだ 一 心 (cosons - 1)一 言 sin榊 n5- 0ns ll)(¢M -1))

一言enin(ons,ons1,QnS･45-1,]

ons- const･=os･

cosons =
1-R

1+R'

R - e-･l'Sp-4,'tan筈 tan筈e-1'T

･烹 ニ ー ( tn一言)I;(QF･41,-il憲 を･

e-,I(･p-4え-1,sin筈cos筈sin誓 sin誓

e-uN-1-"Qp-Qt'sin筈cos等 sin等 cos誓/(1IR).

e-t'(QfJI,sin筈cos等 sin等 cos等

e-̀山 (4p-Q,'sin;cos等 sin等 cos等/(1･R)･

(224)+(225)

- 2e-,'T't'e-"Qp-Qt'sin等 sin筈/(1･R)
- 2el.'T-"QplQ,'sin% sin筈/(1+R)

OF CT 2R

= cosす cosすrF豆･

したがって､両端の項は以下のようになる｡

(219)

(220)

(221)

(222)

(223)

(224)

(225)

(226)

2Sln(cos等 cos告 ･e-･'(4p-･え-1,sin% sin聖 )(cos誓 cos筈.e-1'(df-I,sin等 sin筈)

2Sln(cos等 cos筈cos2㌢ ･e-t'T-,'(4p-St,sin等 sin筈sin2午 ･cos等 cos書芸 )

2Sln(cosT cosすiTk+cosす cosすi寺領+cosす cos-i
eF OT i CF OT 2 0F OTR2

二≡p二.I,
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2g1m
(

CF
COST COS

OIL+2R+R2
2一一一2 1+R

I2Slncos等 cos筈(1･R)

I2Sln(cos等cos筈･e-"QF-Qt'sin等 sin筈e-I.T)･
【中間の項の計算】

-iSIi21(- -1)(1--cosons,=iS(N-2,E(i-震)-･S瑞 ･

lEaLmiltonian の項】

) - ieSIgll宗 +ie

= iS(N-1)E

巴 iSTに 芸･

1- 8を銘 -1
1+ Eを舘 _1

1-R-iER..1-吉を鴇_1

1+R+iER I Yー1+錯錆_1

(228)･(229)-iST(芸･言霊)-iST･
これらをまとめると

isssACき-iSTI2Sln(cos等 cos等･e-I''. p-dt'sin% sin;e-I'T)I
となる｡

C SCSPIにおける揺らぎの計算

Sscsl(Eニ),(En)】を(恥,Tl:)に関して展開してS2SCSl(71ニ),h I】を求める｡
〟

sscsl(Eニ),fEnI】- Cove,Eapl(E:) ,fen)ト E∑ Tt(Eこ,En-1)･
rI=1

妄sov-Lap【(幻 ,(En)I≡ -SIR (1･ lEFl2 ) (1･ letl2)･ 2S

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

〟-1 〟

∑ ln (1+ (ニen)-∑ ln (1+ (ニen-1)
rI=l n=1

～(Eニ- 1) - -hS浩
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から

である｡同様に

から

である｡また

iaSove,Lap
h ∂ミニ

i182sove,Lap
高言 ∂e芸2

恥

砿

0
.

1

+

+

ニ
5
m
5
'e

qJ
だ

端
蔚

離

三

二

二

二

二

i

H.5

伽Ql
月

-25' en-en_1
(1+E芸en_1)(1+i,'.en)

-S(.EnlFlnil蕊 _'1)E2m(-ll.'ETe:n5;fn-1),

土壁竺空望 =2S
h∂en_1

i1∂2soverL叩

である｡
次にHamiltonianの項を考える｡

∂71

Eニーeニ_1
(1+E芸En_1)(1+e芸_len_1)

(i;-e完_1)((芸+Eニ_1+2㍍E芸_len-1)
(1+i完En-1)2(1+eこ_len-1)2 '

i些 坐 望=_sT l

∂e芸∂En l 〉(1+ E完En)2 '

i塾生竺垣 =sr
l

En-1

∂E芸 -'ーV(1+8㍍n-1)2

1∂271

2∂e芸2

∂γ

∂en_1

1∂2γ
2∂e芝_1

∂2γ

∂E芸 ∂en-1
これらをまとめると

孟52SCSl(蹴 ,(恥 )】

i_i_:喜
E苔 ｢1∂2sove,L叩

2hS

-2hS
(1+E芸En_1)3I1+E蒜En_1∂E芸■
(En_1)2 -en_1 ∂71---__ ___

Eニ

=2hS(1+臥 ll)2･

(tニ)2 -㍍ ∂71

- -2hS (1+紘 -1)3-1+紘 -1∂モn-1
∵~:=ここ:========二二二二二=二二二____________________________.ー__======二二二二二=二‥

-2hS青票討

82sove,Lap
(恥_1)2+
82sove,lap

S"'̀-▲′ ∂e芸∂En

ー768-

82Cove,Lap
∂e芸∂en_1

(246)

(247)

(248)

(249)

(250)
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-E

- ∑

吉宗L(q:,2･吉宗 Is(nn-I,2+

slIgll'ensq:'2I(1'<-.nsqRn,'22I2lqn'2
苔 (Eps_17;)2+(i-nsqn_1)2I2榊 n_1

nffl (1+P)2

品 妄 [(震 )2

& ls

I2ieni'伽 '2+̀<-ns(qlnll芸); 1̀-P'当

((ens71:)2十(e-nS,ln)2-2lqnl2)

- ((ens_1砿)2+(fns+1恥)2-2由 n-1)+2ief(EnS_1砿)2+(E-nS+1恥)2-(1-P)かn-1)/(1+P)

となる｡

C.1 77n,碇 の係数が零になることの証明

(17:)2の項のEam iltonian 以外からくる部分

i1∂2sove,Eap
h2 ∂E蒜2

(inS-EnS_1)(EnS+enS_1+2e-nsEnSenS_1)
S~ U (1+i-nsEnS_1)2(1+8-nsens)2

2 2S ens_1(inS-EnS_1)
(1+(-nsEnS_1)2(1+i-nsenS)

En_1 ∂71

1+E完en-1∂E芸

したがって､(Tlニ)2の項が消える為の必要十分条件は

1∂27イ

2∂ぐ2
en_1 ∂71

s 1+E完En-1∂i完

(孟 (1.- 1,2芸 )

(EnS+EnS_1巴2enS_1)

((135)を用いた｡) (252)

(253)

(254)

すなわち

である.h=-hSzの場合 (246)より上武の条件を満たす.したがって､(垢)2の項は消える｡(恥)2の
項も同様の理由により消える｡

このように､垢,.qnに関して二次の項の中に差分方程式の情報が使われて係数が零になるということ
は､Ⅱam iltonian が Szに比例するときの性質であり､例えばⅡam iltonia.nが 9…に比例するときの場合に
は上述の条件は満たされない｡

H∝栗.

71(Eこ,en_1)∝S2- 2S(2S-

S{_

1 1

1+e岩en_1I (1十㍍En-1)2
1 1

(1+e完en_1)2~(1+e芸en_1)3

孟 ((1+防-1喋 ) ∝

∝

- 769-

en_1.

1+E芸En-1

(1+8㍍n-1)2≠0.

(255)

〉･ (256)
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D β,¢表示での揺らぎの構造

(♂,¢)表示での揺らぎの計算を考える｡

En- ei¢ntan告-ens小二≡e垢 an誓 .qn･

Eニ- e-"nt埼 -E-nS小 三≡e一垢 an誓 十ワニ･

0,"¢nを停留作用経路と揺らぎに分ける｡
叱

れ

+
十

U)QnU)8C

こ
こ

n

n

♂

Jの
丁

et''舶 'tan(誓十㌢)

- ･'･ns t-!･ 抑 ani l嘉 告.空 表 (普 )2-ip2･嘉 onpn]

したがって

恥-et'¢…t堵 姦告 ･ipn表 (%)2-喜p2+謝 pn]･
である.同棟にり*は

砿- e-t'･St堵孟告-ipn義 (普)2-;92一義 enpn],
となる｡

仇 巴 t- 2誓(品02n･pn)･

れ 1 巴 e-i(〇m :-.,t弧誓 tan 告

sinOEsinOだ_1- -1･pnpn-1･i(読 pnbn一品onpn-1)】
ons - const･,tan 2誓 -R,¢三一45-1--E･

主s2SCSは(171)から

妄S2SCS- 一品 誹 恥 - (岩 )2(1 - iE,q:qn- 1]
である｡ここで

on - 誤 通れ,

Pn = Pn,

ー770-

(263)

(264)

(265)

(266)

(268)
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と変換すると､先ず積分測度は

等 土sinOndOndQn 聖 霊 sin仙 d pn

- 誓F詣 dOnd@n,

となる｡次に去S2SCSは

妄S2SCS 巴 一 品 TgflR(- 2n)

- (岩)2

となる｡ここで

Ri∂n∂n_1+¢n¢n_1+i(Qn∂n_1-iin如_1))

-2S毒 筆錘 ･@2n･2a- 1･@n@n-1十両 ｣1一拍 n-1,,]

-2S品 【t∂ 封 〟 lbi],

N

MfMEiii
dJHrt柑u≡α2

≡
｢■~ー
lC>
l91

ト J

<･.Ⅴ

●∽
r

0

rZ

r=

l-
1

一

l∧廿‥.Ⅳ
l∽
r

‥
.

〟

0 ●. '. -α

-α 1

I･u=[-AB31,

0ia
-ia '.I.0

0.. '. ia
-iα0

(271)

(273)

(274)

(275)

であり､A,βは(N-1)×(N-1)行列である｡これは (ポゾン)コヒーレント状態の場合と同様の形を
しており､付録 Aから

detJu=det(A+iβ)(A-iβ)≡1, (276)

である｡したがって､♂,¢表示での揺らぎの棟分は

/酢 品 - exp(-2S品 【- 】〟le;]〉-1, (277,

となる｡
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